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Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
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1843*  (Édition  revue  par  l'auteur  conjointement  apec  M.  Bour- 
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par  l'auteur  et  par  M.  BOURDON,  i  vol.  in-8**  avec  1 2  planches, 
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ROUEN —  Lebrtjment. 

—  Treuttel  et  WuRTz. 
STRASBOURG.  .J       —  M"«  Levrault. 

—  Derivaux. 

—  M"*^*  Gallon  sœurs. 
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Circulaire  de  Monsieur  le  Ministre  dk  l'Instruction  publique 

à  MM.  les  Recteurs, 


Monsieur  le  Recteur  , 


Paris,  17  octobre  i838. 


Lch  principaux  Libraires  de  Paris  qui  s^occupent  de  la  publication 
des  Livres  employés  dans  renseignement,  en  me  faisant  connaître  quMI 
eiistc  de  nombreuses  contiefaçons  de  ces  ouvrages,  se  plaignent  de  .la  fa* 
cilitc  avec  laquelle  elles  sont  introduitrs  dans  les  Coll<^gcs  et  dans  les  Ecoles 
primaires,  où  leur  prix  semble,  disent-ils,  les  faire  préférer  aux  éditions 
originales.  De  là  le  double  inconvénient  de  propager  Pusage  d'éditions  in- 
correctes et  de  décourager  les  Editeurs  légitimes  qui ,  trompés  dans  leurs 
prévisions,  sont  souvent  iorcés  de  renoncer, au  délrimrnt  de  la  science, 
à  améliorer  et  même  à  publier  des  ouvrages  qu^ils  craignent  do  ne  pouvoir 
exploiter  sans  dommages  et  sans  troubles. 

Vous  voudrez  bien  ,  en  conséquence ,  monsieur  le  Recteur,  inviter  les  cbcfs 
d^établissomentN  d^'instruction  secondaire  e:  d''instruction  primaire  à  prenrlrc 
des  précautions  pour  qu Viifunf  édition  contrefaite  ne  soit  à  Pavenir  admise 
dans  les  Collèges  et  dans  les  Ecoles.  Vous  appellerez  leur  attention  sur  les 
inconvénients  qui  résultent,  pour  les  études,  de  Vincorrectlon  de  ces  édi- 
tions. Il  y  a  d^ailleurs,  dans  le  fait  de  la  contrefaçon  ,  une  action  coupable 
que  la  loi  et  la  morale  réprouvent  également,  et  dont  aucun  membre  de 
rUniversité  ne  voudra,  j^en  suis  assuré,  se  rendre  compilée.  Je  vous  in- 
vite à  rappeler  à  MM.  les  chefs  d^étoblissements  de  tous  les  degrés  quHIs  no 
doivent  employer  que  des  Livres   régulièrement  approuvés   ou  autorisés 

Sar  I^Uoivcrsite ,  et  à  leur  faire  remarquer  que  comme  Pindication  du  nom 
e  PEditenr  accompagne  toujours  le  titre  dos  ouvrages  dans  les  notifications 
des  décisions  dont  ces  ouvrages  ont  été  Pobjet,  toute  erreur  est  facile  à 
éviter.  LMutérét  des  études  leur  prescrit  d^y  veiller. 

Le  Wnistre  de  l'Instruction  publique,  grand  maître 
de  l'Université, 

SignéSALVANDY. 

IbtU  exemplaire  du  présent  oiwrage ,  qui  ne  porterait  pas^ 
comme  ci-dessous,  la  signature  de  l'auteur  et  celle  du  libraire  y 
sera  réputé  contrefait.  Les  mesutvs  nécessaires  seront  prises  pouf 
atteindre  y  conformément  à  la  loi,  les  fabricateurs  et  les  débitants 
de  ces  exemplaires. 
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AVERTISSEMENT. 


Quelques  modifications  apportées  par  ie  Couseii 
de    perfectionnement    de   TÉcoIe  Polytechnique   au 
programme  d'admission»  mont  engagé  à  retoucher 
dune  manière  notable  les  derniers  chapitres  de  cette 
édition.  C'est  ainsi  que,  dans  le  second  paragraphe  du 
huitième  chapitre,  qui  traite  de  la  deuxième  partie  de 
Télimination ,  j'ai  supprimé  complètement  la  méthode 
générale  qui  avait  pour  objet  la  détermination  de  la 
véritable  équation  finale;  et  je  me  suis  borné  à  in- 
diquer sur  des  exemples  nombreux  et  choisis  conve- 
nablemen  t ,  les  moyens  d'obtenir  exclusivement  tous  les 
systèmes  de  valeurs  propres  à  satisfaire  aux  équations 
données.  J'ai  fait  voir  ensuite  comment  on  peut  ap- 
pliquer les  principes  de  l'élimination  à  la  résolution 
des  équations  irrationnelles  à  une  seule  inconnue. 

La  résolution  des  équations  à  deux  termes  par  la 
trigonométrie  ,  et  la  décomposition  des  fractions 
ratiouQcllcs  en  fractions  simples,  étant  actuellement 
exigées  pour  les  examens,  j  ai  cru  devoir  détacher  ces 
théories  des  deux  derniers  chapitres  où  elles  se  trou- 
vaient développées,  et  j'en  ai  fait  un  cinquième  para- 
graphe du  huitième,  qui  se  trouve,  comme  dans  les 
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VI  AVBKTlSSUtENT. 

éditions  précédentes,  suivi  d'une  Note  sur  les  poly- 
nômes rationnels  et  entiers.  Le  neuvième  et  le  dixième 
chapitre  ont  dû,  par  cela  même,  être  remaniés  en 
très-grande  partie.  Quant  aux  sept  premiers,  ils  n^ont 
subi  aucun  changement  important. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 

I.  L* Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  Ton  emploie 
des  signes  propres  à  abréger  et  à  généraliser  les  raisonnements 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 
On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 
Le  théorème,  qui  a  pour  but  de  démontrer  Tcxistence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés; 
et  le  problème,  dont  Tobjet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d*après  la  connaissance  d'autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers 
des  relations  indiquées  par  Ténoncé. 

S.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parvenir  à  ce  double  but,  sont  : 

I®.  —  Les  lettres  de  l'alphabet,  qui  servent  à  désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire , 
soit  pour  abréger  les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser,  en 
ce  que  l'on  sent  mieux,  par  Femploi  de  ces  lettres,  que  telle  ou 
telle  propriété  appartient  à  plusieurs  nombres  à  la  fois;  ou  bien, 
s'il  s'agit  d'un  problème ,  que  la  manière  de  satisfaire  à  son  énoncé 
est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  attribuée  au;c  nom- 
bres compris  dans  cet  énoncé. 

s^*.  —  Le  signe  -f-j  dont  on  se  sert  pour  marquer  Taddition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres ,  et  qui  s'énonce  plus. 

Ainsi,  a5  H-  36  s'énonce  25  plus  36,  on  25  augmenté  de  36. 
De  même ,  a  +  ^  s'énonce  a  plus  by  ou  le  nombre  désigné  par  a , 
augmenté  du  nombre  désigné  par  b, 

3**.  —  Le  signe  —  ,  qui  s'énonce  moins ,  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  Tun  de  l'autre. 
Alg.  B,,  \Q*  éd.  i 
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Ainsi,  ^5  —  24  s'énonce  45  moins  24,  ou  4^  diminué  de  24, 
ou  bien  encore,  l'excès  de  ^5  sur  24* 

a  —  b  s'énonce  a  moins  b,  ou  a  diminué  de  b. 

4°.  —  Le  signe  de  )a  multiplication ,  qui  est  X ,  ou  un  point  que 
Ton  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi ^  36  X  25,  ou  36.25,  s'énonce  36  multiplié  par  25,  ou 
le  produit  de  3&par  25. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres,  on  convient  encore  de  les  écrire  les 
uns  à  la  suite  des  autres  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signifie  la  même  chose  que  a'X  b  ou  a,b',  abc  signifie 
la  même  chose  que  a  X  ^  X  cr ,  ou  a .  ^ .  r. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc^  qui  est  plus  sim- 
ple que  celle  rtX^ourtX^X<^>  ne  peut  cire  employée  que 
lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres  ;  car  si  l'on  vou- 
lait, par  exemple,  représenter  le  produit  de  5  par  6,  et  qu'on 
écrivit,  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  notation  avec  le 
nombre  cinquante-six  écrit  dans  le  système  décimal.  Cette  re- 
marque est  importante  pour  les  commençants. 

5**.  —  Le  signe  de  la  division,  qui  consiste  en  deux  points  :  que 
l'on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore,  en  une 
barre  — ,  au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respective- 
ment le  dividende  et  le  diviseur. 

Ainsi,  24  !  6,  ou  -^,  s'énonce  24  divisé  par  H  y  ou  le  quotient 

de  24  par  6. 

Q 

■jOwa\b  s'énonce  a  divisé  par  b.  On  dit  encore  a  sur  b, 

La  notation  t  ^^  )&  plus  usitée. 

6**.  —  Le  coefficient,  signe  que  Ton  emploie  pour  indiquer 
r«ddition  de  plusieurs  nombres  égaux.  Ainsi ,  «u  lieu  d'écrire 
a  +  a  +  a+a-l-A  qui  représente  l'addition  de  5  nombres  égaux 
à  a ,  on  écrit  5a.  De  même,  lia  exprime  l'addition  de  1 1  nombres 
égaux  à  a;  i2ab^  l'addition  de  12  nombres  égaux  au  pmduit 
de  a  par  b. 
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Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  à  la  gauche 
à'wi  autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres ,  et  qui 
marque  combien  de  fois  on  doit  prendre  la  lettre  ou  le  produit  que 
représentent  les  lettres, 

7'.  —  \2  exposant  y  signe  dont  on  se  sert  lorsqu'iin  nombre  dé- 
signé par  nne  lettre,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur 
dans  nn  produit.  Ainsi,  au  lieu  d'écrire  tf  X  «  X  «  X  «  X  a 
OQ  a.a.a.a.Uy  on  écrit  plus  simplement  a^  que  Ton  prononce 
a  cinq;  ou  plutôt  «S****  puissance. 

On  ^^^eWe  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  de  plusieurs 
nombres  égaux  »  et  degré  de  la  puissance ,  la  quotité  des  nombres 
éganx  multipliés  entre  eux. 

V  exposant  est  le  ngne  de  ce  degré.  Il  s* écrit  à  la  droite  et  un  peu 
au-dessus  d'une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quantité 
exprimée  par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit. 
Pour  faire  sentir  toute  l'imporlance  de  Texposant  et  du  coeffi- 
deat  en  Algèbre ,  supposons  qu'on'  veaille  exprimer  un  produit 
composé  de  4  facteurs  égaux  an,  de  3  facteurs  égaux  à  6 ,  et  de 
3  facteurs  égaux  à  r;  on  écrira  a*b^c*y  au  lieu  de  aaaabbbcc. 

Yeut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
7  fois,  ou  doit  être  multiplié  par  7  ;  on  écrira  7a ^6 ^c\  Ceci  donne 
nne  idée  du  laconisme  de  la  langue  algébrique. 

go.  —  ije  signe  y^,  dont  on  fait  précéder  un  nombre ,  lorsqu'on 
veut  indiquer  que  l'on  a  à  extraire  de  ce  nombre  une  racine  d'un 

certain  degré.  Ainsi  ^a  s'énonce  racine  troisième  on  cubique 

deay. ,  .'y)/b  s'énonce  racine  quatrième  de  b. 

On  appelle  racine  2*',  3*,  4*^ .  • .  d'un  nombre,  un  second  nom- 
bre qui,  étant  élevé  à  la  2%  3*,  4%-  •  •  puissance,  reproduit  le 
premier  nombre. 
I         Nous  ne  ferons  usage  du  signe  y^  quW  partir  du  troisième  cha- 
pitre. 

I        ^. jje  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  qnan- 

tités  sont  égales.  Ce  signe  est  =,  et  s'énonce  est  égal  à,  ou  égale. 
Ainsi    pour  exprimer  brièvement  que  l'excès  de  36  snr  25  est 
^  à  1 1 ,  on  écrit  36—-  26  =  1 1 . 
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C'est-à-dire  36  moins  a5  est  égal  à  1 1 ,  ou  égale  1 1 . 

lo''.  —  Le  signe  d'inégalité  > ,  dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu'une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a'^b  signifie  a  plus  grand  que  b  ou  supérieur  à  bj  a<^ù 
signifie  a  moindre  que  b  ou  inférieur  à  b  ;  c'est-à-dire  que  l'ouver- 
ture du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D'après  l'exposé  précédent,  on  voit  que  l'on  peut  regarder 
l'Algèbre  comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à 
l'aide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité  l'enchaînement  des 
idées  dans  les  raisonnements  qu'on  est  obligé  de  faire ,  soit  pour 
démontrer  l'existence  d'une  propriété,  soit  pour  trouver  la  solu- 
tion d'un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l'utilité  des  signes  algébriques  par 
les  questions  suivantes  : 

PREMIÈRE    QUESTION. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67  ;  laur  différence  est  ic), 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

Mode  de  résolution. 

Tâchons  d'abord  d'établir,  à  l'aide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nombres 
inconnus  de  l'énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,  on 
aurait  le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé,  dési- 
gnons le  plus  petit  nombre  par  07;  le  plus  grand  peut  alors  être 
désigné  par  x-h  199  et  leur  somme  par  x-^  x-h  19  ou  20?+  19. 
Mais>  d'après  l'énoncé,  cette  somme  doit  être  67;  ainsi  l'on  a 
l'égalité  ou  V équation.  .  .2.r  -f-  19  =  67. 

Or,  7.x  augmente  de  19  donne  67  pour  résultat,  7.x  seul  est 
égal  à  67  moins  19,  ou  2^=367 — 19,  ou,  en  effectuant  la 
soustraction ,  2  j:  =  4^. 

Donc  enfin,  .r  est  égal  à  la  moitié  de  48,  r'est-à-diro 

48 


J- 


=:  --  =r  24  • 
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Le  plus  petit  nombre  étant  24,  le  plus  grand  .r  +  19  est  24  +  19, 
ou  43. 
EncfTetyOna     43-+- 24=67,     et     ^3  —  2^  =  iç). 

Foici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  X le  plus  petit  nombre, 

X  +  19  est  le  plus  grand. 

Éq... 2x4- 19=67,  d'où  2x  =  67  — 19  =  48;  donc  x=  — =24, 

Je 

et,  par  conséquent,  x 4-19  =  24 -h  19  =  43' 
Enefîet,  43-f-24  =  67,     4^  —  24=19. 

Autre  mode  de  résolution. 

Soit  X  le  plus  grand  nombre , 
X  —  19  est  le  plus  petit. 

86 
Ëq...2x — 19=67,    d'où   ax=67-f-i9=86;  donc  x=:  —  =43, 

J0 

et,  par  conséquent,         x — 19  =  43 — 19  =  24* 

On  voit  par  là  comment,  à  Paide  des  signes  algébriques,  on  par- 
vient à  comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnements 
qu'on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  problème  ;  raisonne- 
ments  qui,  écrits  en  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent  une 
ou  plusieurs  pages. 

aÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DK  CE  PAOBLÉME. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  tUfférence  est  b.  On 
demande  de  trousHir  les  deux  nombres? 
Soit  X . .  .  .  le  plus  petit  nombre , 

X  -\-  h  désigne  alors  le  plus  grand. 

a — b      a      b 

Eu...2x-4- ô  =  fl,  d'où  2x  =  fl  —  b\  donc  x= = > 

^  '  222 

.       a      b       .       a      b 

et,  par  conséquent ,     xH-»  = f-o  =  --+--. 

22  22 
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Comme  la  forme  de  ces  deux  résuluts  est  iodépendante  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a  et  6,  il  s'ensuit  que 
connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence,  on 
obtiendra  le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme  à  la 
demi-différence  y  et  le  plus  petit ,  en  retranchant  de  la  demi-somme 
la  demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  99, 

le  plus  «rand  est  — -  4- ^»  ou  — 2 — 29  == —  168,  et  le 

r      ©  22  2  2 

,  287     qo  i38      ^ 

plus   petit, — - — ^^^j  ou  — =^« 

22  2 

En  efTct,  168 -i- 69  =  287,     168  —  69  =  99. 

On  conçoit,  d'après  la  question  précédente,  Futilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d'un  problème.  Gomme  on  ne  peut 
qu'indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  TArithmétique.,  le  ré- 
sultat auquel  on  parvient  conserve  ht  trace  des  opérations  qu'il 
faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les  valeurs 
dos  quantités  que  Ton  cherche. 

,        a       b       a       b  ,, 

Les  expressions  — i —  et »  auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent,  s'appellent,  en  Algèbre,  des  for- 
mules, parce  qu'elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant 
les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature ,  dans  l'énoncé 
desquelles  on  fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  des 
données. 

On  nomme ,  en  général ,  solutions  d'un  problème  les  nombre^ 
susceptibles  de  vérifier  son  énoncé. 

DKUXliHK    QUESTIOK.  —  THÉORÈME. 

U.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  iiifférence 
donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puis- 
sances de  ces  deux  nombres. 

Ainsi ,  soient  1 2  et  9  ces  deux  nombres  ;  leur  somme  est  2 1 ,  et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  X  3  ou  63  est 
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c^^ai  à  i44  ^^li  *-'^^  le  carré  de  12,  diiuinuô  de  81  cjui  osl  le  ciirrr 
de  9. 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  que 
soient  les  deux. nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettres 
/i  et  6.  La  somme  sera  exprimée  par  a  -^  b^  et  la  diftérence  par 
a  —  b. 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions ,  on  supposera 
d*abord  <|ue  Ton  ait  à  multiplier  la  somme  n  -^  b  par  a ,  et  le  pro- 
duit sera  aX'v  +  ^X^'»  ou  plus  simplement ,  a^-^ab  :  car  il 
faut  prendre  chacune  des  deux  parties  dont  a  <4-  6  est  composé, 
autant  de  fois  qu*il  y  a  d'unités  dans  a ,  et  ajouter  les  deux  pro- 
duits. Mais  ce  n*est  point  par  a  tout  entier  qu*il  fallait  multiplier, 
c'est  par  a  diminué  de  ^;  ainsi,  le  produit ix'  +  0^  est  trop  fort 
du  prodidt  âe  a -^  b  par  b ,  c/est-à^ire  de  ab-h  b*.  Il  faut  donc 
retrancher  ab  -h  b*  du  produit  précédent  «*  -f-  «^ ,  ce  qu'on  in- 
diquera algébriquement  de  cette  manière  :  a^  -^  ab  —  ab  —  6'. 
Gomme  d'ailleurs  les  deux  produits  +aby  —  ab  y  se  détruisent 
rpcipro<|uement,  il  vient  enfin  a^  —  6'  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a^ — 6'  ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à  a  et  ^ ,  il  s'ensuit  que  le  théorème 
énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

TKOISIÈMB    QUBftTION .  —  THiO&iME. 

6.  Si ,  atix  deux  termes  d'une  fraction  proprement  dite,   ou 

d'ttn  nombre  pias  petit  que  l'unité ,  on  ajoute  un  même  nombre 

entier,  la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la 

première. 

5 
Soit  —  la  fraction  proposée  ;  ajoutant  3  à  chacun  de  ses  deux 

Q 

termes,  on  obtient  — =•  Ces  deux  fractions,  réduites  au  même  dé- 

i5 

nominateur,  deviennent  -^ ,  -ï_  •  or  la  2*  fraction  est  évidem- 

180     ibo 

meni  plus  grande  que  la  première. 

Pour  reconaitre  si  le  théorème  énoncé  est  vrai ,  quelle  que  soit 
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la  fruction  pmposéey  désignons  cette  fraction  par  7)  en  suppo- 
sant a<!^b. 

Soit  m  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraction;  il 

a  -|-  m 
en  résulte.  . .  -; • 

Afin  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur  :  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
termes  a  et  ^  de  la  première  fraction  par  b  -\-  m^  et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  h.  Or  multiplier  a  par  b  -h  m^  revient 
à  prendre  a  autant  de  fois  qu'il  y  a  d* unités  dans  b ,  plus  autant  de 
fois  qu'il  7  a  d'unités  dans  m  y  ce  qui  donne  ab  +  am.  On  prouve- 
rait de  même  que  le  produit  de  b  par  b  -h  m  est  b^  -i-  bm  ^  ce  qui 

donne  z- 7—  pour  la  première  fraction.  De  môme,  si  l'on  mul- 
tiplie les  deux  termes  de  la  seconde  -i par  b ,  comme  on  Ta 

vu  (n®  U),  elle  devient  ■=- r — 

Les  deux  numérateurs  ab-ham,  ab-^-bm^  ont  une  partie 
commune  ab\  et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  am  du  premier  numérateur,  puisqu'on  a  sup- 
posé b'^a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la 
première;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  d'ailleurs,  par  le  raisonnement  précédent,  qu'il  faut  que 

o 

j  soit  une  fraction  proprement  dite ,  pour  que  le  théorème  soit 

vrai  ;  car  autrement ,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la 
première ,  puisque  alors  on  aurait  ab  -{-  bm<^ab  -i-  am, 

7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes ,  on  sentira  que  l'emploi  des  signes  algébriques  doit 
donner  lieu  à  des  règles  communes  à  plusieurs  questions.  C'est 
ainsi ,  par  exemple ,  que  dans  la  seconde  et  la  troisième ,  on  a  été 
conduit  à  effectuer  la  multiplication  d'une  somme  a  -^  b  par  un 
nombre  a,  d'une  somme  a  +  ^  par  6,  d'un  nombre  a  par  une 
somme  b  -h  m.  D'où  il  résuite  qu'en  établissant  des  préceptes 
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généraux  pour  trouver  les  résultats  des  opérations  qu^on  peut  avoir 
à  efîecluer  sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens 
fixes  de  résoudre  par  les  symboles  algébriques  toutes  les  questions 
relatives  aux  nombres. 

Cette  partie  de  l'Algèbre  a  pour  titre  :  La  manière  d'effectuer 
les  opérations  de  l'Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou 
littérales;  c'est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes 
algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride , 
peat-étre  même  rebutante  pour  les  commençants;  mais  il  est  indis- 
pensable de  la  bien  posséder,  si  Ton  veut  avancer  rapidement  dans 
le  champ  vaste  et  fécond  de  TAlgèbre. 


►Qgt*' 


lO  DEFlIflTIONS    PHËLIHIKAinES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

§  I*"".  Des  Opérations  algébriques , 


Définitions  préliminaires. 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c'est-à-dire 
à  Taide  des  signes  de  T Algèbre ,  s'appelle  quantité  algébrique  y  ou 
quelquefois  quantité  littérale  :  c'est  plutôt  V expression  algébrique 
de  la  quantité. 

Ainsi,  3a  est  l'expression  algébrique  du  triple  du  nombre  a-, 
5a'  est  l'expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a; 
7  a '6'  est  l'expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du  cube 
de  a,  multiplié  par  le  carré  de  b, 

3a  —  5^  est  l'expression  algébrique  de  la  difTércnce  entre  le 
triple  de  a  et  le  quintuple  de  b. 

tia^  —  3aft-f-4^*  ^^  l'expression  algébrique  du  double  du 
carré  de  a ,  diminué  du  triple  pi*oduit  de  a  par  b ,  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  b. 

On  SLppeWe  monôme  y  ou  quantité  à  un  seul  terme,  ou  sim- 
plement terme,  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à  au- 
cune autre  par  le  signe  de  Taddition  ou  de  la  soustraction  ;  et 
polynôme,  ou  quantité  à  plusieurs  termes,  une  expression  algé- 
brique composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres 
par  les  signes -h  ou — .  Ainsi,  3a,  5a^,  'ja^b',  sont  des  mo- 
DÔmes;  3a  —  Sb,^a^  —  3a^-f-4^%  sont  des  polynômes.  La 
première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce  (pi'elle 
est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est  dite  un  trinôme , 
comme  étant  composée  de  trois  termes. . . . 

0.  La  \yaleur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu'on  obtiendrait  si,  eu  donnant  des  valeurs  particu- 
lières aux  Icllrcs  qtii  y  entrent,  on  efTccluait  toutes  les  opérations 
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de  rÂiiihmétique  que  comporte  cette  expression.  Celte  valeur 
numérique  dépend  évidemment  des  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  lettres,  et  doit  généralement  varier  avec  elles.  Ainsi, 
2a*  a  pour  valeur  numérique  54  j  lorsque  Ton  fait  a  :=  3;  car  le 
cube  de  3  est  27,  et  2  fois  27  donne  54*  La  valeur  numérique  de 
cette  même  expression  est  aSo,  lorsque  Ton  fait  a  =  5;  car  le 
cube  de  5  est  isS,  et  2  fois  i25  donne  25o. 

Je  dis  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
rique d'une  expression  algébrique  reste  constante,  quoiqu'on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y  entrent.  Ainsi»  dans 
l'expression  a  —  b^  tant  qu'on  donnera  à  ^  et  à  b  des  valeurs 
croissant  chacune  de  la  même  quantité ,  l'expression  ne  changera 
.  l»as. 

Soit,  par  exemple,  a  =  7,  ^  =  4 >  ^^  ^^  résulte  a  —  ^  =  3. 

Soit  maintenant  a  =  12.  ou  7  +  5,  et  ^  =  9  ou  4  +  5;  il  en 
résulte  a  —  b  =  12  —  g=3,  etc. 

La  valeur  ntiménqne  d'un  polynôme  ne  change  point  lorsqu'on 
intervertit  l'ordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de 
conserver  à  tous  leurs  signes  respectifs.   Ainsi,  les  polynômes 

4tf'  — 3a'*H-5tfc%  5fl<:»  — 3tf'^-+-4«S  ^fi^-^5ac^ —  3a^by 
ont  la  même  valeur  numérique.  C'est  une  conséquence  évidente  de 
la  nature  de  l'addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques.  Mais 
cette  observation  sera  très- utile  par  la  suite. 

10.  Des  différents  termes  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  nns  sont  précédés  du  signe  +,  les  autres  du  signe  — .  Les  pre- 
miers portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s'appellent 
termes  sonstractijs.  On  ajipelle  aussi  les  premiers ,  ternies  positifs, 
et  les  autres,  termes  négatifs;  dénominations  assez  impropres ,  que 
Tusage  seul  a  consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n'est  ordinairement  précédé 
d'aucun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  •+-. 

11.  On  appelle  dimension  d\in  terme,  chacun  des  facteui*s lit- 

ténux  qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces  facteurs 

on  dimensions.  Le  coenicient  ne  compte  pas  pour  une  dimension. 

Ainsi,  3//  est   dit  un   lormc  à  une  dimension,  ou  du  premier 
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degré,  ou  linéaire;  Sab  est  dit  un  terme  à  deux  dimensions,  ou 
du  second  degré;  7  a^bc^  étant  la  même  chose  que  7  aaabcc,  est 
dit  à  six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  dim  terme 
s* estime  par  la  somme  des  exposants  des  lettres  qui  entrent  dans  ce 
terme,  A  ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  définition 
même  de  Fexposant  pi®  11),  une  lettre  qui  n'a  pas  d^exposant  est 
censée  avoir  i  pour  exposant.  Ainsi,  le  degré  du  terme  Sa^bcd^ 
est  2  -f-  X  -h  I  -f-  3,  ou  7. 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont  de 
même  degré:  3a  —  2b  -hc,  3a' — ^ab-hb^ySa^c  —  /^c^-h^c^i^ 
sont  des  polynômes  homogènes;  8a^  —  ^ab  -{-c  n'est  pas  homo- 
gène. 

RÉDUCTION    DES    TERMES    SEMBLABLES. 

19.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  coni> 
posés  des  mêmes  lettres  afTectées  respectivement  des  mêmes  expo- 
sants. 

Ainsi  'jab  et  3a^,  ^a^b^  et  5/i'^%  sont  des  termes  semblables. 
8a^b  et  'jab^  ne  sont  pas  des  termes  semblables;  car  ils  sont  bien 
composés  des  mêmes  lettres,  mais  les  mêmes  exposants  n^afleotent 
pas  les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu'un  polynôme  renferme ,  dans  soa  expres- 
sion^ plusieurs  ^rmes  semblables,  et  alors  il  est  susceptible  de 
simplification. 

Soit  le  polynôme  ^a^b  —  3a^c  -f-  gac^ —  2a^b  -h  ']a^c  —  6b^  ;  on 
peut  (n®0)  récrire  ainsi  :  4«'6 — 2a^b-{-'ja^c — 3fl'c-f-g<ic'— 6^^; 
or,  4«'^ —  2a'^  se  réduit  évidemment  à  2/i'ô;  ']a^c — 3/iV  se  ré- 
duit k  ^a^c;  donc  le  polynôme  lui-même  revient  h2a^b  -{-^a^c 
-f-gac' — 66\ 

Que  Ton  ait  dans  un  polynôme  quelconque ,  les  termes 

-h  ia^bc'*y  —  ^a^bc^^  -h6«^ôc%  —  8fl*^c',  -f-  i  la^bc^. 

D\iboixl,  la  somme  des  termes  additifs  -h  na^bc- -^-Ga^bc^ 
4-  1  la^bc^  est  égale  à  -H  iga^^c';  la  somme  des  termes  sous- 
tractifs  — ^a^bc^  —  Ha^bc-  osl  égale  à —  i2fi'Ac'.  Donc  l'en- 
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semble  des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à  -f-  iga^b*—  12  a^bc^ y 
oaà  +  ^fl'ftc*. 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit  plus 
forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas ,  on  soustrait  le 
coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  Ton  affecte  le  résultat 
du  signe  — .  Ainsi,  que  Ton  ait  -h  Sa^b  pour  la  somme  des  ter^ 
mes  positifs,  et  —  8a^b  pour  ia  somme  des  termes  négatifs;  comme 
—  8a^b  revientà  —  5a^b — 3a'^,  il  s^ensuit  que  +  S^'^  —  Sa^b 
équivaut  k  -hSa^b  —  Sa^b  —  Sa'ô,  ou  à  —  3a^b. 

D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  :  Pour  opérer  la  réduction 
des  termes  semblables,  formez  un  seul  terme  additif  de  tous  les 
termes  semblables  précédés  du  signe  —  ,•  ce  qui  se  fait  en  ajoutant 
les  coefficients  de  ces  termes^  et  en  donnant  leur  somme  pour  coeffi^ 
cient  à  la  partie  littérale  commune.  Formez,  par  le  même  moyen,  un 
seul  terme  soustractif  de  tous  les  termes  précédés  du  signe  — j 
retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande,  et 
donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus  grande, 

(Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  coefficients  et  jamais  sur  les  exposants.) 

On  trouvera,  d'après  cette  règle,  que 

6a^b   —  8rt'^ —  9^'^   "H  ^5a^b  —  a'^b      se  réduit  à  -f-  3a'^, 
'jabe^  —  abc^  —  'jabc'' —  8aftc' 4-  4^^<^'se  réduit  à  — Sabc^, 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d'opération, 
tonte  particulière  à  l'Algèbre ,  qui  se  rencontre  dans  V addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  algébriques,  opé- 
rations que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  —  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à  Tesprit  des 
élèves  la  ménie  idée  que  les  opérations  analogues  de  TArithraé- 
tique,  nous  nous  dispenserons  d'en  répéter  les  définitions,  qui 
doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  Ta- 
rithraétîque  avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  les  procédés  ne 
peuvent  plus  être  les  mêmes,  puisque  les  symboles  sont  différents. 
Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à  de  simples  indications,  tantôt 
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il  y  a  lien  réellement  à  les  effectuer,  et  alors  il  faut  des  règles 
correspondantes  aux  symboles  que  Ton  emploie. 

De  l'addition  algébrique, 

15.  Soit  d'abord  à  ajouter  les  expressions  3^,  5^,  2r;  on  a 
pour  le  résultat  de  cette  addition,  3fl-î-5^  -f-2c,  expression  que 
Ton  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soit  encore  à  ajouter  les  monômes  4^'^%  2/?*^*,  7^'^';  le  ré- 
sultat est  4«'^* -4-  7,a^b^  +  'ja^b^^  ou  réduisant  (n®  19)  i3 a*b*. 

Propusons-nous  maintenant  d^ajouter.  les  polynômes 

3fl»  —  ^aby     2a*  —  3a^-+-^%     2ab  —  5^*. 

Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  de  ceux- 
ci,  observons  qu'ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a'  — 4^^)  ^^ 
nombre  exprimé  par  aa'  —  3ab  -h  ^%  c'est  y  ajouter  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  d'unités  exprinoé  par  2  a'  -4-  6%  et  le  nombre 
d'unités  exprimé  par  3a&,  opération  que  l'on  ferait  aisément, 
si  l'on  attribuait  des  valeurs  particulières  k  aet  b;  mais  comme 
on  ne  saurait  l'exécuter  dans  l'état  actuel  des  quantités,  on  re- 
marque qvCi\  revient  au  même  d'ajouter  d'abord  2a'  +  ^^  à 
3^3  —  ^aby  et  de  retranchier  ensuite  3ab  ;  ce  qui  donne 
3a*  —  ^ab  -h  2a'  -f-  b"*  —  3a^,  ou  en  changeant  l'ordre  des 
termes  (n®  7), . . .  3a'  —  ^ab  -h  2a'  —  3ab  •+■  b-.  De  même, 
pour  ajouter  2a^  —  56'  à  cette  dernière  expression ,  il  suffît  d'é- 
crire 3a'  —  ^ab  4-  2a'  —  3ab  -h  6'  -h-  nab  -r  Sb^-,  il  ne  s'agit 
plus  actuellement  que  de  faire  (n**  fS)  la  réduction  des  termes 
semblables,  et  il  vient  enfin  5a'  —  5ab  —  ^b^  pour  le  résultat 
demandé. 

Comme  des  raisonnements  analogues  |X)urraient  s^appliquer  à 
d'antres  polynômes ,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  géné- 
rale pour  Taddition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  :  Écrioez  les 
polynômes  proposés  les  uns  à  la  suite  fies  autres,  en  conservant  aux 
termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs  ;  puis,  faites  la  ré- 
duction des  termes  semblables^  s'il  y  a  lien. 
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yoici  quelques  exemples  : 


a,»  4-    <,^  ^  5Z^'— 3c';6«*ô  +  5û^c  — 3^V—  140^4-2^^'— 3/^\ 

Dans  la  pratique ,  on  tllspose  ordinairement  les  quantités  propo- 
séesy  1rs  unes  sous  les  autres^  comme  on  le  voit  dans  ces  deux 
exemples;  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l'on  écrit 
at^ec  leurs  signes  respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Ainsi,  dans 
le  premier  exemple ,  en  considérant  le  terme  3a %  comme  ce  terme 
est  semblable  au  terme  Sa  '  qui  se  trouve  sur  la  seconde  ligne ,  on 
écrit  8/1'  pour  le  résultat  de  la  réduction  de  ces  deux  termes, 
qu'on  a  soin  de  barrer  légèrement  (comme  on  le  voit  pour  le  pre- 
mier terme).  Passant  ensuite  au  terme  —  ^ab,  on  le  réduit  avec 
les  termes  -+-  OLob  et  3«^,  ce  qui  donne  -^-aby  qu'on  écrit  à  la 
droite  de  8a%  et  Ton  barre  les  nouveaux  termes  qu'on  vient  de 
réduire.  On  continue  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce  que  tous  les 
termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu'on  passe  sur  les  termes  sert  à  prévenir  l'omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat;  les  termes  non  barrés 
sont  encore  a  réduire. 

De  la  soustraction  algébrique. 

14.  Soit  à  retrancher  4^  de  Sa\  le  résultat  algébrique  est  5/7 — 4^- 
De  même,  la  différence  entre  ^a^b  et  ^a^b  est  ra^b  —  ^a^b ,  ou 

3<7^^. 

Soit  maintenant  7.b  —  3r  à  retrancher  de  4  a;  on  peut  d'abord 
présenter  le  résultat  de  relie  manière,  ^a  —  (2^  —  3c),  en  met- 
tant la  quantité  à  soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l'écrivant 
i  la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — .  Mais  les  ques- 
tions exigent  souvent  que  l'on  forme  un  seul  polynôme  de  cette 
expression  :  f^t  c'est  en  cela  que  consiste  principalement  la  règle  dtt 
la  soustraction  algébrique. 
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Pour  parvenir  à  ce  but ,  on  observera  que  si  a ,  b^  c  étaient 
donnés  numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
2  ^  —  3c,  puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu  ^  de/^a;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  être  effectuée  dans  Tétat  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  2b  de  ^a^  ce  qui  donne 
4  a  —  2b'y  mais  en  retranchant  2  b  unités,  on  a  soustrait  un  nombre 
trop  fort  de  3c  unités  ;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat  en  y  ajou- 
tant 3c.  Ainsi,  l'on  sl  ^a  —  26  + 3c  pour  le  résultat  de  la  sous- 
traction proposée. 

Soit  encore  5a'  —  /^b  -4-  3^c  —  b*k  soustraire  de  fti  *  —  ^lab  ; 
cette  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a>  —  2ab  —  {5a^  —  /^ab  -h  Sbc  —  b^). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à  un  seul  polynôme,  obser* 
vons  que  retrancher  5a^  —  ^ab  -^  3bc  —  6'  revient  à  retrancher 
la  différence  entre  la  somme  5  a  ^  +  3  ^c  des  termes  additifs ,  et  la 
somme  ^ab  +  b^  des  termes  soustractifs.  On  peut  d*abord  retran- 
cher 5 fl ' -f-  3 ^c ,  ce  qui  donne  8fl'  —  ^ab  —  5fl*  —  3^c ;  et 
comme  ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  ^ab  -^  b^  ^  il 
faut  y  ajouter  cette  dernière  quantité  ,  et  il  vient 

8û*  —  2ab  —  5a»  —  3bc  -^-^ab  -f-  b\ 
ou 

Sa*  —  2a^  ^5a^  -^^ab^  3  bc  -^  b\ 

en  rétablissant  Tordre  des  termes;  ou  bien  enfin  ,  en  réduisant , 

3a'  -f-  2a6  —  3Ac  •+-  b^. 

D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  l'un  de  Vautre^  écrivez  à  la  suite 
du  polynôme  dont  il  faut  soustraire^  l'autre  polynôme  en  chan- 
geant les  signes  de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du  polynôme 
résultant  ^  s'il  y  a  lieu. 

On  trouvera,  d'après  cette  règle, 

I".         5a^  —  4a»A4-3^'c  | 

-(3a'^^2a^-8^?r)    |  -7'''-7^'^+  '  «  ^V. 

,0.  4^^^,^    -^^^'-^3a'|^ 

-  (5a^»  -  ^cd  -H  3^'  -t-  3a')  )  "    ^  ^""^      ^     ' 
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IS.  On  peut  aussi ,  d'après  cette  même  règle ,  faire  subir  à  cer- 
tains polynômes  quelques  transformations. 

Par  exemple,  6a^ —  3ab  -i-  ib^    —  2bc 

revientà  6a* — {3ab  — nb*    -h2.be). 

De  même  7«'  —  Sa^b — ^b^c-h6b^ 

revientà  'ja^  —{8a^b-\-  /[b^ c  —  6ô'*), 

on  bien  encore  à  70^ —  Sa'^b  —  (4^'c — 66^). 

Ces  transformations,  qui  consistent  à  décomposer  un  polynôme 
en  deux  parties  séparées  Tune  de  Vautre  par  le  signe  — ,  sont  très- 
utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique. 

i6.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique  [voyez 
pour  la  démonstration ,  mes  Éléments  cVJrithmétique  ,21"  édition , 
n^  95  et  (suivants),  c'est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu^on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  cas  où  Ton  a  un  monôme  à 
multiplier  par  un  monôme. 

Soit  'ja^b^  à  multiplier  par  4^'^-  L'expression  de  ce  produit 
peut  d'abord  s'écrire  ainsi  :  7  a^b^^^a'^b.  Mais  on  peut  la  simplifier, 
en  observant  que,  d'après  le  principe  précédent  et  la  signification 
des  symboles  algébriques  (n°  fi),  elle  revient  à  7  X,^y<aaaaabbb, 
Or,  comme  les  coefficients  sont  des  nombres  particuliers,  rien 
n'empêche  d'en  former  un  seul  en  les  multipliant  entre  eux  :  ce 
qui  donne  28  pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres ,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à  a*  (7°,  n**  2),  et  le  produit  bbb  ,  à  b^  ; 
ainsi,  l'on  obtient  pour  résultat  final,  28^^^^. 

Soit  encore  i2a^b*c^  à  multiplier  par  Sa^b^d^;  ce  produit 
revient  à  12  X  8  X  aaaaabbbbbbccdtt ,  ou  o^a^b^c^d^. 

D'où  Ton  voit  que,  pour  multiplier  deux  monômes  l'un  par 

l'autre  y   il  faut:  i® — multiplier  les  deux  coefficients  entre  eux  ; 

2»  —  écrire  à  la  suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à 

la  fois  dans  le  multiplicande  et  le  multiplicateur ,  en  affectant 

Als.B.,  \o^  éd,  *2 
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chaque  lettre  d'un  exposant  égal  à  la  somme  des  deux  exposants 
dont  cette  même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs;  3®  —  si 
une  lettre  n'entre  que  dans  un  des  facteurs^  V écrire  au  produit  avec 
l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur. 

La  règle  relative  aux  coefficients  n'offre  aucune  diflîculté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposants,  il  faul 
observer  qu'en  général ,  un  nombre  a  doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit,  qu*il  Test ,  tant  dans  le  multiplicande 
que  dans  le  multiplicateur.  Or  (n°2),  les  exposants  des  lettres 
marquent  le  nombre  de  fois  qu'elles  entrent  comme  facteurs  ; 
donc  la  somme  des  deux  exposants  d'une  même  lettre  mar- 
que le  nombre  de  fois  qu'elle  doit  être  facteur  dans  le  produit 
demaBdé. 

On  trouvera ,  d'après  la  règle  précédente ,  que 

8/i'*c»  X  ^abcd^  =    S6a^b^c^d\ 
iia^b^cd-X  8abc^    =  i68a*b^c*dy 
^abcy<  'jdf       =  26abcdf 

17.  Passons  à  la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d'abord  deux  polynômes  a^^b-hceid-^-fy  com- 
posés de  termes  tous  additifs  ;  on  peut  présenter  le  produit  sous  la 
forme  (  u  -f-  ô  -h  c  )  (  rf  +/)•  Mais  on  a  souvent  besoin  de  former 
un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué;  et  c'est  en  cela  surtout 
que  consiste  la  multiplication  de  deu,r  polynômes. 

Or  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a  -^-b-i-c  par 
d  -h  f  revient  à  prendre  a  -f-  è  H-  c  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  d^  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans/,  et  à 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a  -^  b  -^  c  par  d ,  c'est 
prendre  d  fois  chacune  des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les 
produits  partiels,  ce  qui  donne  ad  -{^  bd  -}-  cd.  De  même,  mul- 
tiplier a  -H  ô  -H  t  P^^y,  c'est  prendre  f  fois  chacune  des  parties 
du   multiplicande  )   et  réunir  les  produits  partiels.  Donc  enfin 

(fl  -h  *  -f-  c)(d'hf)  zzzad-hbd-^cd-h  af-h  bf-h  cf 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  termes 
tous  additifs ,  il  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du 


aiULTlPLlCATI(»N.  1 1^ 

multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multiplicateur ,  ci  ajouter 
tous  les  produits» 

Si  les  termes  sont  affectés  de  coefficients  et  d^exposants ,  on  suit 
les  règles  prescrites  (n®  16)  pour  la  multiplication  des  monômes. 
Par  exemple,  {3a^-h^ab  H-ô*)  (2«-h56)  donne  pour  produit 
6û^  -f-  8a' ^  -h  ^ab^  -h  iSa*b  4-  noab^  +  5^S  ou  réduisant, 
6fl*-h  zZa^b-i-n^ab^-h^bK 

Pour  nous  rendre  compte  du  cas  le  plus  général,  commençons 
par  remarquer  que ,  si  le  multiplicande  renferme  des  termes  addi- 
tifs et  des  termes  soustractifs,  ce  facteur  exprime  une  différence 
entre  le  nombre  d'unités  marqué  par  la  somme  des  termes  addi- 
tifs et  le  nombre  d*unités  marqué  par  la  somme  des  termes  sous- 
tractifs. Même  raisonnement  par  rapport  au  multiplicateur.  D'où 
il  suit  que  la  multiplication  de  deux  polynômes  quelconques  est 
ramenée  à  la  multiplication  de  deux  binômes  ,  tels  que  a  —  b  y 
c  —  d  [a  désignant  la  somme  des  termes  additifs,  et  — b  la 
somme  des  termes  soustractifs  du  multiplicande  ]  ;  il  en  est  de 
même  par  rapport  au  multiplicateur  c  —  d.  Voyons  donc 
comment  on    peut    effectuer   la   multiplication    exprimée    par 

Or  multiplier  a  —  b  par  c  —  d  revient  évidemment  à  prendre 
a —  b  autant  de  fois  qu'il  y  ad^unités  dans  c,  moins  sulduit  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  d ^  ou  bien  à  multipliera  —  b  par  c, 
et  à  retrancher  du  produit  celui  de  a  —  b  par  d.  Mais  multiplier 
a  —  b  par  c  revient  à  multiplier  c  par  a  —  ^  (en  vertu  du  prin- 
cipe énoncé  n°  16)  ;  ce  qui  donne  évidemment  ca  —  cby  ou 
ac  —  bc.  De  même,  le  produit  de  a  —  b  par  d  est  ad  —  bd;  et 
comme  on  vient  de  voir  que  ce  dernier  produit  doit  être  retran- 
ché du  précédent  ac  —  bc^  il  faut  (n®  14)  changer  les  signes  de 
ad —  bdy  et  l'écrire  à  la  suite  âeac  —  bc,  ce  qui  donne  enfin 

(a  —  b)  (c  —  d)  =:  ac  —  bc  —  ad-^  bd. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
d'être  formé,  on  verra  que ,  dans  toute  multiplication  ,  si  l'on  con- 
sidère tous  les  termes  additifs  du  multiplicateur,  il  faut  multiplier 
chacun  des  termes  du  multiplicande ,  tant  additifs  que  soustrac- 

a. 
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tifs ,  par  ces  termes  ^  et  affecter  les  produits  partiels  désignes  sem- 
blables à  ceux  dont  les  tertncs  du  multiplicande  sont  affectés;  et  en 
considérant  les  termes  soustractifs  du  multiplicateur ,  multiplier  de 
même  chacun  des  termes  du  multiplicande ,  tant  additifs  que  sous- 
tractifs ,  par  ces  termes  ;  mais  affecter  les  produits  partiels  de  signes 
contraires  h  ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés. 
Quant  a  la  multiplication  partielle  d'un  terme  du  multiplicande 
par  un  terme  du  multiplicateur  y  on  suit  les  règles  établies  pour  les 
monSmes  (n?  IC). 

Soient ,  par  exempte  ,  les  deux  polynômes 

i^a'—Sa'b     —  8<j/;'     H-  2 //, 
vl  7.a^  —  3ab       —  4^'» 

Sa'  —  loa'b  —  \6a'b'  -h  4«'A' 
—  xia'b-^  i5a^b^  -}-  2^a^b^  -—6ab* 
-.i6/i'^'-H20fl'^'-4-32a^'   —  8^»* 

8fl*  —  22a«^  —  !>] a'b'  -h  ^8a^b'  -h  :?.6ab'  —  8^^ 

Après  avoir  disposé  les  polynômes  Tun  au-dessous  de  Tautre , 
on  mulliplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2<z*  du 
second  ,  ce  qui  donne  8«*  —  ioa*b —  i6a^b*  4-4^'^S  poly- 
nôme dont  les  signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multipli- 
cande. Passant  ensuite  au  terme  3ab  du  multiplicateur,  comme 
ce  terme  est  affecté  du  signe  —  ,  on  multiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme ,  en  ayant  soin  d'affecter  chaque 
produit  d\in  signe  contraire  à  celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicande ,  ce  qui  donne  —  12  a*  b  -h  i5 a^ b^-i-2^ a^ b^ —  6ab* , 
produit  que  Ton  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  ^b^j  qui  est 
aussi  soustractif,  ce  qui  donne  — 16  a^  b^ -^  no  a^b^ -h  3ii  a b*  —  8  ^*. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables ,  et  Ton  obtient 
enfin  pour  Fexpression  la  plus  simple  du  produit, 

8/1*  —  22fl^6—  i7«'^'-|-48«'A'  4-  26»^'  -hSbK 

La  règle  des  signes  ,  qui  est  la  plus  importante  à  retenir  dans 
la    multiplication   de    deux    polynômes,    peut  s'énoncer   ainsi  : 
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Toutes  les  /ois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multi- 
plicateur sont  affectés  du  même  signe ,  le  produit  correspondant 
ctt  affecté  du  signe  -f-  ;  et  lorsque  les  deux  termes  sont  affectés  de 
signes  contraires ,  le  ptoduit  est  affecté  du  signe  — . 

On  dit  encore ,  en  langage  algébrique ,  que  +  multiplie  par  + , 
ou  —  multiplié  par  — ,  donne  ■+• ,  et  que  —  multiplié  par  H-,  ou 
-i- multiplié  par — ,  donne — .  Mais  ce  dernier  énoncé,  qui 
n*o(Tre  aucun  sens  raisonnable  en  hû-méme  (puisqu'on  ne  sait  ce 
que  signifie  :  multiplier  entre  eux  des  symboles,  non  de  quantités , 
mais  d'opémtions  arithmétiques) ,  ce  dernier  énoncé ,  dis-je ,  doit 
être  seulement  regardé  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  n'est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes,  pour 
abréger  le  discours,  eniploient«des  expressions  incorrectes,  mais 
qui  ont  Tavantage  de  mieux  gravcr^les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 

i"  Exemple,  3a*  —  5bd  -+-  cf 
^  Sa^^/^hd^Qc/ 

Prod  uit  simpl . — 1 5fl*  H-  87^'  bd —  2ga^c/—  nob^d*  4-  ^^bcdf—  Qc\f^ . 
2*  Exemple,  ^a^b^  —  5a'^'c-f-  ^a'^bc^  —  S/ï'c^  —  ^abc"^ 


nab^  —  ^abc    —  7.bc^ 


c» 


8fl<6»  — loa'^^r-t-aSa'^'c»  — 34rt'ô'c^ 
Produit  simplifié  \ —  ^a^b^c^^x&a^b^c -^iia^bc*  -h  'ja^b^c* 

-hi^a^bc^-^i^ab^c^ —    3a^c*     —  ']  abc'. 


18.   Nous  ferons  sur  la  multiplication   algébrique   plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement,  —  Si  les  polynômes  qu'on  se  piopose  de  multi- 
plier l'un  par  l'autre  sont  homogènes  (n°  il)  (et  la  plupart  des 
questions  qu'on  cherche  à  résoudre  par  le  secours  de  l'Algèbre  , 
les  questions  de  Géométrie  principalement ,  conduisent  à  de  sem- 
blables expressions) ,  le  produit  de  ces  deux  polynômes  est  aussi 
homogène;  c'est  une  conséquence  évidente  des  régies  relatives  aux 
/eUres  et  aux  exposants  dans  la  multiplication  des  quantités  mo- 
nômes. En  outre,  le  degré  du  produit  de  chaque  terme  doit  être 
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égal  n  la  somme  des  degrés  de  deux  termes  quelconques  du  multi- 
plicande et  du  multiplicateur.  Ainsi,  dans  le  premier  des  deux 
exemples  précédents  ,  tous  les  termes  du  multiplicande  étant  dci 
deuxième  degré ,  ainsi  que  ceux  du  multiplicateur ,  tous  les 
termes  du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Dans  le  second ,  le 
multiplicande  étant  du  cinquième  degré ,  et  le  multiplicateur  du 
troisième  degré ,  le  produit  est  du  huitième  degré.  Cette  remarque 
sert,  dans  la  pratique,  à  reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par 
rapport  aux  exposants.  Par  exemple ,  si  Ton  trouve  que ,  dans 
l'un  des  termes  à^wn  produit  qui  doit  être  homogène  ,  la  somme 
des  exposants  est  égale  à  6 ,  tandis  quVlle  est  égale  à  7  dans  tous 
les  autres  termes,  il  y  a  erreur  manifeste  dans  l'addition  des 
exposants  ;  et  alors  on  reprend  la^nultiplication  des  deux  termes 
qui  ont  formé  ce  produit  partiel. 

Secomlement,  — Lorsque,  dans  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes, le  produit  n'offre  aucune^^éduction  de  termes  semblables , 
le  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  du  produit  du  nombre 
des  termes  du  multiplicande  y  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
du  multiplicateur  ;  c'est  une  conséquence  de  la  règle  (n®  17). 
Ainsi ,  que  Ton  ait  5  termes  dans  le  multiplicande,  et  4  ^^"^^  l^ 
multiplicateur ,  il  y  en  a  5  X  4  9  ou  20 ,  dans  le  produit.  En 
général ,  si  le  multiplicande  se  compose  de/71  termes  et  le  multipli- 
cateur de  n  termes,  le  produit  en  renferme  m^n. 

Troisièmement,  —  Lorsqu'il  y  a  des  termes  semblables ,  le  nom- 
bre total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoup  moins 
grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  différents  termes  du 
produit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire  avec  aucun  autre: 
ce  sont ,  i^  le  terme  provenant  de  la  multiplication  du  terme  du 
multiplicande  affecté  du  plus  haut  exposant  d'une  quelconque  des 
lettres  f  par  le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  expo- 
sant de  la  même  lettre  ;  2**  le  terme  provenant  de  la  multiplication 
des  deux  termes  affectés  du  plus  faible  exposant  de  la  même  lettre. 
En  effet,  ces  deux  produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre 
avec  un  plus  haut  ou  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres 
produits  partiels;  par  conséquent,  ils  ne  peuvent  être  semblables 
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aux  autres  produits.  Cette  remarque ,  dont  la  vérité  se  déduit  de 
]«  règle  des  exposants ,  sera  d'une  très-grande  utilité  dans  la 

drvision. 

* 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a  rapport  à  la  multiplication  algé- 
brique,  nous  ferons  connaître  difTérents  résultats  de  multiplica- 
tion ,  d'un  usage  fréquent  en  Algèbre. 

1°.  Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
d'un  binôme  âf  +  ^*  On  a,  d'après  les  principes  connus, 

{a-h-  by=z(a'i'b)(a-i-  b)=za^'h  ^ab  H-  b-; 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose 
da  carré  fie  la  première  quantité,  plus  le  carré  de  la  seconde,  plus 
le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi  y  soit  à  former  le  carré  de  5a^  -f-  8n'^;  on  a,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  (5âr'  4-  ^a^by  =  25a«  -H  Soa^b  -h  64 a*  b\ 

7?,  Soit  à  former  le  carré  d'une  différence  a  —  b. 

On  a       (a  —  by  =:  {a  ^  b){a  —  b)  =  a* -^  2ab  -f-  6'; 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  com- 
pose du  carré  de  la  première ,  plus  le  carré  de  la  seconde ,  moins  le 
double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi       (7a»A^  — I2iiô»)>=49a*^*— i68a'^*-f-i44a'^«. 

3^.  Soit  proposé  de  multiplier  a  -i-  b  par  a  —  b. 
On  a  (fl -^  ^)  (rt  —  b)z=za*  —  b*.  Donc  la  somme  de  deux  quan- 
tités ^  multipliée  par  leur  différence  y  donne  pour  produit  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés,  (C'est  le  théorème  démontré  n°  tf.) 

Ainsi       (8  «^  4-  7  ab^)  (8a^  —  7  ab^)  =  64««  —  49  aH', 

On  peut  y  en  combinant  ces  différents  résultats,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  proroptement  que  par  le  pro- 
cédé ordinaire.  Soit,  par  exemple,  à  multiplier  5a*  —  ^ab  •■\r'^b^ 
par  5a'  —  ^ab  —  36'^  si  l'on  remarque  que  la  première  de  ces 
deux  expressions  est  la  somme  de  deux  quantités  5a ^ — i^ab  et  3  6% 
que  la  seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mômes  quantités , 
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OD  trouve  de  suite  pour  le  produit, 

20.  £q  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  Ton 
vient  d'obtenir,  on  voit  que  leur  com])osition ,  ou  la  manière 
dont  ils  se  forment  à  Taide  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, est  tout  à  fait  indépendante  des  valeurs  particulières  qu'on 
peut  attribuer  aux  lettres  a  et  &  qui  entrent  dans  les  deux  fac- 
teurs. 

En  paingipe  ,  la  manière  <lont  un  produit  algébrique  se  forme  à 
l'aide  de  ses  deux /acteurs ,  s'appelle  la  loi  de  ce  produit;  et  cette 
loi  reste  toujours  la  même,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs, 

Si.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois, 
d'après  son  inspection,  le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  sou- 
vent utile. 

Soit  le  polynôme  aS/ï*  —  Zoa'^b  +  i5tf'A':  il  est  évident  que 
les  facteurs  5  et  a'  entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5û'(5fl'  —  6ab  -j-  3é'). 
De  même,  &^a^b^  —  25a^b*  se  transforme  en 

{8a' b'  -h  5ab*)  {8a'b'  —  5ab*). 

En  effet,  64û*^*et  uSa'b*  étant  les  carrés  de  8a^b^  ei5ab*^  il 
s'ensuit  que  l'expression  proposée  est  la  différence  de deivx  carrés, 
et  qu'elle  est  (n°  19)  décomposable  dans  la  somme  des  racines  de 
ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  des  mêmes  racines. 

De  la  Division  algébrique, 

22.  La  division  algébrique ,  comme  la  division  arithmétique,  a 
pour  but,  étant  donné  un  produit  de  deux  facteurs  et  l'un  de  ces 
facteurs ,  de  trouver  le  second  facteur. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  monômes. 

n2.a^ 
Soit  à  diviser  'jin^  par  8rt%  ce  que  l'on  indique  ainsi  :  ^t"^' 
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On  demande  une  troiàièine  quantité  monôme  qui,  uuiltipliée  par 

la  seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d'après  les  règles  établies 

pour  la  multiplication  des  monômes,  la  quantité  cherchée  doit 

être  telle,  que  son  coefficient,  multiplié  par  8,  donne  pour  pro« 

duit  72,  et  que  Texposant  de  la  lettre  a  dans  celte  quantité, 

ajouté  à  3,  exposant  tie  la  lettre  a  dans  le  diviseur,  donne  pour 

somme  5,  exposant  du  dividende.   Ainsi,  Ton  obtiendra  cette 

quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de  Texposant  5  l*ex- 

720* 
posant  3 ,  ce  qui  donne  -^—j-  =  90 ';  et ,  en  effet ,  on  a 

8a^  Xgû'  =  720^ 
On  a,  d'après  les  mêmes  remarques, 

,— =  5fl'èc:     et,  en  effet,     na^X  5û'^c  =  35a*^'r: 

d*où  l*on  voit  que,  pour  diviser  deux  monômes  Tun  par  Tautre, 
il  faut,  I**  —  diviser  les  deux  coefficients  Vun  par  Vautre; 
2"  —  pour  les  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur ^  écrire 
chacune  d'elles  a  la  suite  du  coefficient,  en  l'affectant  d'un  expo- 
sont  égal  à  l'excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du  divi- 
seur; 3**  —  écrire  à  la  suite  et  avec  leurs  exposants  respectifs,  les 
lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le  eliviseur. 
On  trouvera,  d'après  cette  règle , 

48fl*^'cV/       ,      ,    .       iSoa^b*cd^       ^  .L.    , 

,' =  4«'  bcd,      -z p— —  =  5«'  b^  cd. 

mab^c         ^  '       3oa'b'd^ 

(  Fojrez  le  n°  24 ,  pour  le  cas  où  les  exposants  d'une  même  lettre 
sont  égaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.) 

25.  Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  mo- 
nômes est  impossible, premièrement,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 
divisibles  l'un  par  l'autre;  en  second  lieu,  si  certains  exposants 
sont  plus  forts  au  diviseur  qu'au  dividende;  en  troisième  lieu,  si 
le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  le  dividende.  Dès  qu'une  ou  plusieurs  de  ces  trois  cir- 
constances se  rencontrent,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d'un 
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monôme  fractionnaire  y  c'est-à-dire  d'une  expression  dans  laquelle 
entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la  division,  mais 
qu'on  peut  souvent  simplifier. 

Soit ,  par  exemple ,  i^a^b^cdk  diviser  par  Sà^bc*, 
On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monôme  entier,  c'est- 
à-dire  un  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  division ,  parce  que  12 
n*est  pas  divisible  exactement  par  8,  et  qu'en  outre ,  l'exposant  de  c 
est  moins  grand  au  dividende  qu'au  diviseur.  Ainsi ,  on  présentera 

i^a^b^cd 
le  quotient  demandé  sous  la  forme  -^     .      ■  ^  mais  on  peut sim- 

oa^oc^ 

plifier  cette  expression ,  en  remarquant  que  les  facteurs  4  9  ^  %  ^ 
et  c  y  étant  communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction,  rien  n'em- 
pêche de  les  supprimer;  et  l'on  a  pour  résultat, 

£n  général,  pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire,  il  faut, 
1°  —  supprimer  le  pins  grand  /acteur  commun  aux  deux  coeffi- 
dents  ;  2°  —  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposants  d'iinc 
même  lettre,  du  plus  grand ,  et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette 
différence  d'exposants  dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction 
où  l'exposant  était  le  plus  grand;  3°  —  écrire  les  lettres  non  com- 
munes ,  avec  leurs  exposants  respectifs,  dans  celui  des  deux  termes 
de  la  fraction  oii  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera,  d'après  cette  nouvelle  règle, 

48/z'^'rrf^_4«//'        Z')ab^c''d  _Z')b^c  7^'^    _     i 

Z&a'^b^c'de'^  ïbcê^      6a*bc*d^~^  6a^d^      i^a'b^'^  nab' 

Dans  le  dernier  exemple,  comme  tous  les  facteurs  du  dividende 
se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à  Y  unité,  parce 
que  cela  revient  à  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le 
numérateur. 

SI.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont 
les  mêmes  au  dividende  qu'au  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  VL^a^b^  par  8«'^';  comme  la  lettre 
b  est  affectée  du  même  exposant ,  le  quotient  ne  doit  pas  la  i-en- 

fermer,  et  l'on  a  -^ — r-  =  3rï.  Mais  on  remarque  que  ce  résultat 
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3/1  peut  être  mis  sous  une  forme  propre  à  conserver  la  trace  de  la 
Wttre  6  qui  a  disparu  par  l'effet  de  la  réduction. 

En  effet,  si  Ton  applique,  par  convention,  à  l'expression  -y^ 

b^ 
la  règle  des  exposants  (n^  82),  il  vient  t-,  =  b^'  Ce  nouveau 

symbole  b^  indique  (n^  S)  que  la  lettre  entre  o  fois  comme  facteur 
dans  le  quotient,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  qu'elle  ne  doit  pas 
y  entrer;  mais  il  indique  en  même  temps  qu'elle  entrait  dans  le 
dividende  et  le  diviseur,  et  qu'elle  a  disparu  par  l'effet  de  l'opéra- 
tion. Ce  symbole  a  l'avantage  de  conserver  la  trace  d'un  nombre 
qui  faisait  partie  de  la  question  que  Ton  avait  en  vue  de  résoudre, 
sans  pour  cela  changer  en  rien  le  résultat  ;  car,  puisque  b^  pro- 

b^        .         . 
vient  de  -r^y  qui,  d'ailleurs  est  égal  à  i ,  il  s'ensuit  que  Zab^  équi- 
vaut à  3a  X  I  ou  3  A.  De  même 

iSa^b^c*       ^    „.,  ^       ^,, 
Za^bc^ 

Comme  il  importe  d'avoir  des  notions  exactes  sur  Torigine 
et  la  signification  des  ^mboles  employés  en  Algèbre,  nous  nous 
proposons  de  faire  voir  qu'cf/i  général,  toute  quantité  a,  affectée 
de  {'exposant  o,  équivaut  à  i,  c^ est- à-dire  que  l'on  a  a^  =  i . 

En  effet,  cette  expression  provient ,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  de  ce  que  a  est  affecté  du  même  exposant  au  dividende  et  au 


^m 


diviseur  d'une  division  indiquée.  Ainsi  l'on  a  <7  °  =  — --  (m  dési- 


^m 


gnant  pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d'expo- 
sant à  a).  Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même 

est  I  :  donc  —  =  i  ;  donc  aussi  Ton  a.  a^  =  i . 

Le  symbole  a^  n'est ,  nous  le  répétons  ,  employé  ,  par  conven- 
tion, que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d'une  lettre  qui 
entrait  dans  renoncé  d'une  question ,  mais  qui  doit  disparaître  par 
IVfTet  d'une  division  ;  et  il  est  souvent  nécessaire  de  conserver  cette 
trare. 
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DIVISION    DE    DEUX    POLYNOMES. 

fitf.  Soit  il  diviser  5 la' ^*-f-  lOfl'  —  ^8a^b—  i5^* -h  4«^S 
par  ^ab  —  5a' +  3^'. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

5irt'^»-M0rt*  —  48ff'^  — i5^>'4-4a6^  >  ^ab  —  5a^-h3b' 
^  Sa^b —loa*    -f-    6a'^'  ]  ^  na""  -^Sab—Sb' 


Sfja^b^ — /^oa^b  --i5b*  -^  ^ab^ 
— 32fl'6'4-4oa'*  —  n/^ab^ 

iS/i'  b^ —  î5b*    —  2o  a^^ 
+2oa^'  — 25a'6'-f- i5^* 


Le  but  de  cette  opération  est,  comme  nous  Tavons  déjà  dit 
(n**  22) ,  de  trouver  un  troisième  polynôme  qui ,  multiplié  par  le 
second  y  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n^  17)  pour  la 
multiplication  des  polynômes ,  que  le  dividende  est  Tassemblage , 
par  addition  et  après  réduction ,  des  produits  partiels  de  chacun 
des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun  des  termes  du  quo- 
tient cherché.  Cela  posé,  si  Ton  pouvait  découvrir  dans  le  divi- 
dende, un  terme  qui  provînt,  sans  réduction ,  de  la  multiplication 
de  Fun  des  termes  du  diviseur  par  Tun  des  termes  du  quotient, 
alors,  en  divisant  Tun  par  Tautre  ces  deux  termes  du  dividende 
et  du  diviseur,  on  serait  sûr  d'obtenir  un  terme  du  quotient 
cherché. 

Or,  d'après  la  troisième  remarque  du  n°  18,  le  terme  loa*,  af- 
fecté du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a ,  provient  sans  réduction , 
de  la  multiplication  des  deux  tennes  du  diviseur  et  du  quotient, 
affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisant  le  terme  loa*  par  le  terme  —  5«'  du  diviseur, 
on  sera  certain  d'avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se 
présente  ici  ime  difficulté,  c'est  de  déterminer  le  signe  dont  le 
trrnio  du  quotient  doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrclé  doré- 
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navant  à  ce  sujet ,  nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle 

des  signes  de  la  division,  ' 

Comme  y  dans  la  multiplication ,  le  produit  des  deux  termes  de 
même  signe  est  afFecté  du  signe  -t- ,  et  que  le  produit  de  deux 
termes  de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  — ,  on  peut  con- 
dnre  :  i°  —  que,  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  H-,  et  celui  du 
diviseur  le  signe  -+-  ,  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  -f  ; 
2®  —  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  -h  et  le  terme  du  divi- 
seur le  signe  — ,  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  — ,  parce 
qu'il  n'y  a  que  le  signe  —  qui ,  combiné  par  multiplication  avec 
le  signe  —  du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  -+-  du  divi- 
dende; 3®  —  que  si  le  terme  du  dividende  a  le  signe  — ,  et  le  terme 
da  divisqur  le  signe  -h,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  4** —  ^d- 
fio ,  si  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  diviseur  le  signe  — ,  le 
quotient  doit  avoir  le  signe  +  • 
En  résumant ,  on  voit  que  cela  revient  à  dire  : 
Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même 
signe,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  -j-  ;  et  s'ils  sont  affectés 
de  signes  contraires ,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — .  On  dit 
encore ,  par  abréviation , 

-h  divisé  par  -f-,  et  —  divisé  par  — ,  donnent  H-  ; 
—  divisé  par  -f-,  et  -+-  divisé  par  — ,  donnent  — . 

Revenons  à  notre  objet. 

Dans  l'exemple  proposé ,  i o a^  et  —  5a^  étant  afTectés  de  signes 
contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  —  ;  d'ailleurs  loa* 
divisé  par  5a^  donne  2 a'  (n°  22)  ;  donc  —  2a'  est  un  terme  du 
quotient  cherché.  Après  Tavoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on 
multiplie  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  puis  on 
soustrait  le  produit  —  Sa^b  -i-  loa*  —  6a^b^y  du  dividende,  ce 
qai  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des  signes  contraires,  au- 
dessous  du  dividende,  et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi 
pour  résultat  de  la  première  opération  partielle, 

Ce  résultait   se  compose  des  produits  partiels  de  chacun  des 
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termes  du  diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restent  à  déterminer 
au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  divi- 
dende, et  raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende  proposé.  On 
est  alors  conduit  à  prendre ,  dans  ce  résultat ,  le  terme  —  ^oa^b  ^ 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  a,  et  à  le  diviser  par  le  même 
terme  —  5a'  du  diviseur.  Or,  diaprés  les  principes  précédents  , 
—  4^fl'  b  divisé  par  —  5a^  donne  pour  quotient ,  4-  Sab,  nou- 
veau terme  qu'on  écrit  à  la  droite  du  premier.  Multipliant  chacun 
des  termes  du  diviseur  par  ce  terme ,  et  écrivant  les  produits  avec 
des  signes  contraires,  au-dessous  du  second  dividende,  puis  fai- 
sant la  réduction  ,  on  trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

25fl'6'  —  jSb*  —  2oab^; 

divisant  encore  25  a^  b^  par  —  5  a  *,  on  a  pour  quotient ,  —  5  6*,  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  par 
ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  con- 
traires ,  au-dessous  du  troisième  dividende ,  puis  faisant  la  réduc- 
tion ,  on  obtient  pour  résultat,  o.  Donc  —  aa'  -f-  6ab  —  56%  ou 
8ab  —  2û*  —  56%  est  le  quotient  demandé;  ce  qu'on  peut  d'ail- 
leurs vérifier  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme  :  le  pro- 
duit effectué  doit  être  égal  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents ,  on  voit  que , 
comme  dans  chaque  opération  partielle ,  on  est  oblige  de  recher- 
cher le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  Tune 
des  lettres,  et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du 
plus  haut  exposant  de  la  même  lettre ,  on  éviterait  cette  recherche 
si  on  avait  le  soin  d'écrire  a  p&iori  les  termes  du  dividende  et  dii 
diviseur,  de  manière  que  les  exposants  d*une  même  lettre  allassent 
en  décroissant  de  gauche  à  droite.  C'est  ce  qu'on  appelle  Ordonner 
le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à  une  même  lettre.  Au 
moyen  de  cette  préparation ,  le  premier  terme  à  gauche  du  divi- 
dende, et  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur,  sont  toujours 
les  deux  termes  qu'il  faut  diviser  l'un  par  l'autre  pour  avoir  un 
des  termes  du  quotient  ;  et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les  opé- 
rations suivantes,  parce  que  les  quotients  partiels  et  les  produits 
du  diviseur  par  ces  quotients  sont  continuellement  ordonnés. 
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Voici  le  tableau  des  calculs  de  l'exemple  précédent,  après  que 
Ton  a  ordoDDé  les  deux  polynômes  : 

—  iOfl«-h    Stf'^H-  6a^b^  I  — 2a'-h8«^  — 5^' 


-4-  4^  <*'  ^  —  32  a*  b^  —  24  ab^ 

-4-  25  û'  ^'  —  7.oab^-~  1 5  é* 

G 

26.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  l'un  par  l'autre  :  Après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le 
(^viseur  par  rapport  à  une  même  lettre,  divisez  le  premier  terme  à 
gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à  gauche  du  diviseur, 
vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du  quotient;  multipliez  le  divi- 
seur par  ce  terme ^  et  retranchez  le  produit  du  dividende  proposé. 
Divisez  ensuite  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur,  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multipliez 
le  diviseur  par  ce  second  terme,  et  retranchez  le  produit  du  résultat 
de  la  première  opération.  Continuez  ainsi  les  opérations  jiuqu^ à  ce 
qu  enfin  vous  obteniez  pour  résultat,  o  :  auquel  cas,  la  division 

EST   DITE    EXACTE. 

Lorsque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné  n*est  pas  exac- 
tement divisible  (n^  5K5)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné ,  c'est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible ,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  polynôme  entier  qui ,  multiplié  par  le 
diviseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on  recon- 
naît qn'tt/7^  division  est  impossible^  lorsque  le  premier  terme  de  Vun 
des  dividendes  partiels  n'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du 
diviseur. 

S7.  Nous  remarquerons  en  passant  que,  s'il  y  a  quelque  ana- 
logie entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique ,  par 
rapport  à  la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués , 
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elles  ont  entre  elles  cette  différence  essentielle  que ,  dans  la  divi- 
sion arithmétique ,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par  tâton- 
nement ,  tandis  que ,  dans  la  division  algébrique ,  le  quotient  que 
Ton  obtient  en  divisant  le  premier  terme  d'un  dividende  partiel 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujous»  un  des  termes  du 
quotient  cherché.  Si  cette  division  partielle  ne  peut  s'effectuer,  on 
doit  conclure  tout  de  suite  que  la  division  totale  est  impossible. 
Sous  ce  rapport,  la  division  algébrique  est  plus  simple  que  la 
division  arithmétique. 

En  outre,  rien  n^empécherait  de  commencer  l'opération  par  la 
droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche,  puisque  alors  ce 
serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  de 
la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique,  on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu'en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l'indépendance  des  opérations  partielles  que 
comporte  le  procédé ,  qu'après  avoir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trotivé  au  quotient, 
soustraction  indispensable,  on  peut,  à  la  seconde  opération,  diviser 
l'un  par  l'autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et  du 
diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d'une  lettre  différente  de 
celle  que  l'on  avait  considérée  d'abord  ;  et  Ton  obtiendra  encore 
un  des  termes  du  quotient  qui  restent  à  déterminer.  Si  Ton  con- 
serve la  même  lettre ,  c'est  parce  qu^il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
en  changer,  et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  ordonnés  par 
rapport  à  la  première,  lettre ,  les  premiers  termes  à  gauche  dans  le 
dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à  donner  un  terme  du  quo- 
tient, tandis  que,  si  l'on  changeait  de  lettre,  il  faudrait  chercher 
de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut  exposant  de  cette 
lettre. 

Deuxième  exempte, 

28.  Diviser  2ijc'>^4-25x'j'-4-68j:/<— 4oj^— 56^:*— i8jc*j 
par 
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Voici  le  tableau  des  calculs ,  en  ordonnant  par  rapport  à  jr  ' 

4-4o/*— 48^7*— 64^^^^  )  —8^-^4-4*/'— 3x'>^-h7J:* 

!"■  reste. .  zojtjt* — 39r'/*+  2 1  x^y^ —  1 8x^x — 56x* 
— 20JJ*  -H  24^y*+ 32r*j* 

2*  reste —  i  Sx'j^-i-SSjr'j* —  1 8x*x —  56x^ 

I  Sjp'j^  —  1 8x^x^ — 24xy 


3*  reste -h^Sa^x^ — ^2x*x — 56x^ 

— 35jr*7'*-H4247*/-h56j:* 
reste  final... o 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  avec  les 
opérations  algébriques,  et  surtout  de  calculer  promptement,  nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant  les 
simplifications  qu'il  est  à  propos  d'introduire. 

Elles  consistent,  comme  en  Arithmétique,  à  soustraire  du  divi- 
dende chaque  produit  partiel,  immédiatement  après  avoir  formé 
œ  produit. 

~4<y^4-6&rr*'|-25xy-4-2ijry'--  T&c*/— 56a^|         5r'— &rj— 8j?^ 
j"reste..4-2o*r'--39«y+2ix»j»--i8ir*j— 56jr*|— 8j^4-4-^/'-3.^^^^^ 

2«  reste. . .  —  1  Sxy^-hSSx'x^—  1 8jr<j— 56a:* 

3*  reste -f-35a:»/' — ^:txy — 56x^ 

reste  final o 

Si  Ton  divise  d'abord  —  4<>J*  P*''  S^%  **  ^*^"*  P^""*  quolfent 

—  8/». Multipliant  5/*par  —  Sx\  on  a  --4ojS qui,  changé  de 
signe,  donne  -f-4o^*>  ^'  ce  terme  détruit  le  premier  terme  du 
dividende. 

De  même,  Sxy  X  —  6x^  donne  +,  et  pour  la  soustraction , 

—  48xj^«,  qui,  réduit  avec  -h  68x7%  donne  pour  reste  H-  200:/^ 
Enfin,  —  8x'  X  —  87'  donne  -f-,  et  pour  la  soustraction, 
-S^xy^  qui,  réduit  avec  -h  aSx^x^i  donne  —  39x^7^  Le  ré- 
«illat  de  la  première  opération  est  donc  -H  20x7*  --  39x^7^  suivi 
(les  antres  termes  du  dividende  qui  n'ont  pas  été  réduits  avec  les 
produits  partiels  déjà  obtenus. 

Jlg.B.,  10^  éd.  3 
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On  opère  sur  le  nouveau  dividende  tomme  on  a  opéré  sur  le 
dividende  primitif  i  et  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple. 

Soit  à  diviser  gSa  —  73a'H-56fl*  —  aS  —  59//' 

par  —  3û'-f-5 — IIa-f-7a^ 

56fl*  —  5gfl*  —  73fl'H-95a  —  25170* —  3fl' —  ii^  -h5 
!•'  reste..  —  35^^  4-  i5tf  *  -h  55fl  —  aS  j  8^—5 

2*  reste..  o 

89.  Il  peut  arriver  que  Tun  des  polynômes  proposés ,  ou  tous 
les  deux,  renferment  plusieurs  ternies  affectés  d'une  même  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  veut  ordonner. 

Gomment  doit-on ,  dans  ce  cas ,  disposer  les  polynômes  et  effec- 
tuer la  division? 

Soit  à  diviser 

par  5û*-h3ûft — Sbc, 

On  remarque  que  les  deux  termes  iia^b  —  i5«'c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme 


(11^  —  i5c)fl%     ou  - 


a 


3 


en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  â%  et  plaçant  à  gauche, 
dans  une  même  colonne  verticale,  l'ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance;  ce  polynôme  multiplicateur  s'appelle 
alors,  par  extension  (n'^  S;,  le  coefficient  de  a^. 

[Cette  seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d'une  même 
puissance  est  préférable  à  la  première,  sous  deux  rapports  : 
I**  parce  que,  s'il  y  a  beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le 
dfviseur,  on  a  de  la  peine  à  les  faire  tous  tenir  sur  une  même  ligne 


I 
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hoiiiontale  ;  2**  parce  que ,  comme  le  coefficient  de  chaque  puis- 
sance doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  à  une  seconde 
lettre,  on  est  obligé 9  si  le  premier  terme  est  soustractif,  de  faire 
épronver  aux  termes  une  modification  qui  peut  induire  en  erreur 
lorsqu'on  emploie  la  première  manière.  Soit ,  par  exemple ,  Tex- 
pression  —  i5^'a'  M-  ']bca^  —  8 c'a*;  la  modification  consiste  à 
mettre  cette  expression  sous  la  forme 


au  lieu  que  par  la  seconde ,  on  récrit  ainsi  : 


—  i5A' 

—  8c' 


a 


3 . 


et  de  cette  manière  y  on  a  l'avantage  de  conserver  à  chaque  terme 
le  signe  dont  il  était  d*abord  affecté.  ] 


Pareillement  9  — igâ^c-f- 3  ei^'  s'écrira     H-    3^' 

Cela  posé ,  voici  comment  on  effectuera  l'opération  : 


a. 


lOflT^-Hi  I  b 
—  i5c 


a»4-  3ô' 


a— 56'c-f-i5*c»|5a'H-3^fl— 5^c 

3r 


|5fl'H-3^a— 
pa  H-    b  — 


I"  reste,  -h  5b 
—  i5c 


a — 5^'cH-i5ôc' 


2*  reste. .  o 

Divisant  d'abord  loa^  par  5a%  on  a  2a  pour  quotient. 
Multipliant  le  diviseur  par  211  et  retranchant  le  produit,  on 
obtient  un  premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  <r'  dans  ce 
reste,  par  5^%  on  a  pour  quotient  b  —  3c.  Multipliant  successive- 
ment chaque  partie  du  diviseur  par  b  —  3  c ,  et  retranchant  chaque 
produit,    on  trouve  pour  résultat  o.  Donc  2a +6 — 3c  est  le 
^ootîeDt  demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d'une  manière  générale  du  cas  prê- 
chent    qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le 

3. 
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dividende  par  Ati*  -H  B^/  '  4-  C/ï'  -}-  D^r  4-  E,  et  le  diviseur  par 

[C'est  un  usage  en  Algèbre ,  lorsqu'il  doit  entrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités ,  d'en  désigner  d'abord  un  cer- 
tain nombre  par  des  lettres  différentes  ^  et,  pour  ne  pas  trop  mul- 
tiplier le  nombre  de  lettres,  de  désigner  les  autres  par  les  mêmes 
lettres  accentuées.  Les  accents  ',  ",  '",  se  prononcent  prime, 
seconde,  tierce,] 

Dans  ces  deux  polynômes ,  chacun  des  coefficients  A ,  B ,  C,  D , 
E,  A',  B',  G',  désigne  Tassemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi , 
A/z*  représente  toute  la  partie  du  dividende  affectée  de  a%  et  ainsi 
des  autres.  Cela  posé,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a  est  4 
dans  le  dividende  et  2,  dans  le  diviseur,  il  doit  aussi  être  égal  à  2 
dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  A"fl'  -f-  B"fl  -h  C'^ 
Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient  affectée  de  la  plus  haute 
puissance,  on  remarque  que  le  produit  des  deux  parties  A' a* 
et  A'^â'  ne  peut  éprouver  aucune  réduction  avec  les  autres  par- 
ties du  produit  total,  et  par  conséquent  doit  être  égal  à  la  partie 
A^i^  du  dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc 
réciproquement,  si  Ton  divise  Aa*  par  A'â%  on  doit  avoir  la 
partie  A'' a'  du  quotient;  cela  revient  à  diviser  A  i>ar  A',  puisque 
43^  divisé  par  a^  donne  /7^  Si  A  et  A' sont  eux-mêmes  des  poly- 
nômes composés  d'une  ou  de  plusieui^s  lettres ,  on  agit  sur  eux  ainsi 
qu'il  a  été  dit  précéderanjent,  ce  qui  exige  qu'on  ordonne  d'abord 
les  deux  polynômes  par  rapport  à  Tune  des  lettres  qui  y  entrent. 
Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut  qu'en  écrivant  les  termes 
affectés  d'une  même  puissance  dans  une  colonne ,  il  faut  avoir  soin 
de  les  ordonner  par  rapport  à  une  seconde  lettre  ;  on  les  ordon- 
nerait même  par  rapport  à  une  troisième  lettre,  si  plusieurs  termes 
d'une  colonne  renfermaient  un  même  exposant  de  la  seconde 
lettre. 

La  partie  A" a'  étant  obtenue,  pn  multiplie  chacune  des  parties 
du  diviseur  par  A"<i%  et  l'on  retranche  au  fur  et  à  mesure  les 
produits  partiels  qu'on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste  sur 
lequel  on  opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  ras  qui  nous  occupe.  (On  a 


1)F.S    PO LY NOUES.  87 

eu  soin  d*y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  Topôration 
principale.) 


i«...    laft» 

a' 

'-4-23Ô' 

rt» 

—  2960 

—  3iA»r 

-h  i5c' 

H-  i5c* 

-+-  i56» 

rt' 

—  25é'c 

—    9^c' 

4-  i5c^ 

IO& 
-    66 


1^3 


a\       3^ 
-5c 


fl  -4-  2b 


4^ 

-3c 


—  3r' 


n 


lob' 

-   6b 


3^J 


a 


o 


Première  division  pariielle, 
i7.b'  —  29^c-f-i5c*j    3^  — 5(* 


—    9^c-hi5c')    4^ —  3r 


Seconde  division  partielle. 

\Sb^  —  256>c  — 9^c^4-  i5c'  i    36  —5c 

-  9*c»  +  i5c»  )  "56'  —  3c^ 


2"...     66/1*—  Tb'a'—   36^fl'-f-46»fl+6»— 2M     36 


—  10 


236 
— 20 


226' 
—  3i6 
5 


—  96» 
-+-56 

—  5 


-  9^' 

-f-276 

— 20 


-4-126' 
—  a36 
5 


'-5 


/i  4-6^— 26 


.2rt^— 36 

+4 


—  I 


-4-36 
—  5 


«4-6^  —  26 


o 
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Première  division  partielle 


5b  —  10 


o 


3^  —  5 


Deuxième  diî>ision  partielle. 

—  gér»  4-  27^  —  20  l        3^  —  5 
-h  17,  b  —  20)  —  36+4 

o 

Troisième  division  partielle. 

126^  —  236-1-  5|  36   —  5 
n    36  -1-5)  46  --  I 


Quatrième  division  partielle, 
36  — 5  l  36  —  5 


30.  Il  existe  un  autre  cas  assez  important  dans  la  division  algé- 
brique :  c*est  celui  où  le  polynôme  dividende  contient  une  ou  plU' 
sieurs  lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pourrait  ordonner 
les  deux  polynômes  par  rapport  à  Tune  des  lettres  communes ,  et 
faire  la  division  comme  à  Tordinaire.  Mais  il  y  a  un  moyen  beau- 
coup plus  simple  d^obtenir  le  quotient. 

Supposons ,  par  exemple  y  que  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a ,  et  que  cette  lettre  n'entre  pas  dans  le 
diviseur  (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  En  or- 
donnant le  dividende  par  rapport  à  ^ ,  on  peut  le  mettre  sous  la 
forme  Aa* -f-Bli'-t-Ca'-t-Da-+-E,4  étant  supposé  le  plus  haut 
exposant  de  a  dans  ce  polynôme  ;  A ,  B ,  C ,  D ,  E  sont  des  mo- 
nômes ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a.  Soit  d'ailleurs  M 
le  polynôme  diviseur^  indépendant  de  a. 

Cela  pose,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
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reprodaire  le  dividende ,  et  que  le  diviseur  M  ne  contient  pas  a ,  il 
est  clair  que  le  quotient  doit  ^tre  nn  polynôme  affecté  des  mêmes 
puissances  de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  divi- 
dende. Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement  de  la  forme 

A'«*  -r  B'fl^  -f.  C'a»  -f-  D'rt  +  E', 

Or,  si  l'on  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé ,  et  qu'on  ait  mul- 
tiplié successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  par- 
ties A'ûS  B'a*,  C'û%  ..,  les  produits  seront  A'MaS  B'M/i», 
dLi%. . .  ;  et,  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune 
réduction ,  puisque  la  lettre  ordonnatrice  y  est  affectée  d'un  ex- 
posant différent ,  ils  doivent  être  respectivement  égaux  aux  termes 
Aa%  Ba%  Ca  % . . . ,  du  dividende. 
Ainsi  Ton  a 

A'M=:A,     d'où     A'=À:M, 

B'MrrB,     d'où    B'  =  B:M, 

B'M  =  C,     d'où     C'  =  C:M, 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  déduit  cette  proposition  générale  : 

Tour  qu'un  polynôme  ordonné  par  rapport  a  une  certaine 
lettre  soit  exactement  divisible  par  un  polynôme  indépendant  de 
cette  lettre  il  faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances du  premier  polynôme  soit  exactement  divisible  par  le  second. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient 
ne  sont  autre  chose  que  les  quotients  successifs  de  la  division  des 
coefficients  du  polynôme  dividende  par  le  polynôme  diviseur. 
Soit  à  diviser  le  polynôme 

3a'^^—  3aôc»— 2^'<?»-h6* — Za^bc^'^Zab^C'-a^c^^bc^-^a^b^c 
par  b^  —  <r». 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à  a  peut  être  mis  sous  la 
forme  (3^^-f-^V—3èc»—c3)^'-+.(3^V— 36c*) a-h^'-"2^*c'4-^c«; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

___  ,         PITT^      '  6»  — r»         ' 
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on  trouve  pour  quotients  3  b  -^  Cy3bcy  b^  —  bc^;  ainsi  Ton  a  pour 
le  quotient  total  (3  ^  4-  c)  a ^  +  3  èr/i  -h  ^  —  bc\ 

Les  deux  derniers  quotients  3bc  et  b*  —  bc^  peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire  y  si  Ton  observe  : 
1°  que  3b^c  —  3bc^  équivaut  (n»  41)  à  36c  (6* — c');  a"  que 
fti  —  2  b^c^  -l_  te*  équivaut  à  6  (6<  —  2  6V»  +  c*) ,  ou  (6* .—  <?')' 
(n»  19). 

Nous  observerons ,  à  ce  sujet ,  que ,  s*il  existe  des  règles  géné- 
rales pour  eflfectuer  toutes  les  opérations ,  ces  règles  peuvent  sou- 
vent être  simplifiées;  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d'employer  ces 
simplifications  lorsque  l'occasion  s'en  présente.  On  ne  s'en  con- 
forme que  mieux  à  l'esprit  du  langage  algébrique. 

SI.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique,  il  en 
est  un  remarquable  par  ses  applications,  et  tellement  fréquent 
dans  la  résolution  des  questions ,  que  les  algébristcs  en  ont  fait 
une  espèce  de  théorème.  On  a  vu  (n***  IS  et  19)  que  {a  -f-  6)  (û  —  b) 
donne  pour  produite  ' — b^  ;  donc ,  réciproquement ,  /i' — b*  divisé 
par  a  —  b  donne  a  +  6  pour  quotient. 

En  divisant  également  a^ —  b^  par  a  —  b ,  on  trouve  un  quotient 
exact  et  égal  k  a^ -\-  ab  -\-  b^. 

De  même,  a* —  6*,  divisé  par  a  —  6,  donne  pour  quotient 
a^^a^lf  H-  ab^-{-  bK 

Ce  sont  des  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division  ;  et  l'analogie  porte  à  conclura  que ,  si 
grand  que  soit  l'exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  /i  et  6,  la  di- 
vision se  fait  encore  exactement  ;  mais  l'analogie  n'équivaut  pas  à 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude ,  désignons 
par  m  l'exposant,  et  essayons  la  division  de  a*"  —  6*"  par  a  —  b. 


a'^  —  b'^  1/7  —  6 

i**"  reste. . . . 

. .   -h  «'"-'6  —  6*  jû"»-'    * 

ou  bien , 

^(fl-i-iJ-fc»»-»). 

Divisant  d'abord  a"  par  n,  on  a  pour  quotient  «**"',  d'après  la 
règle  des  exposants  (n°  22).  Le  produit  de  a  —  b  par  fl*"""'  étant 
soustrait  du  dividende,  on  a  pour  premier  reste  a'^~*  b  —  6"*,  ex- 
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pression  qu'on  peul  mettre  sous  la  forme  ^(/i"""' — ^  *•-').  D*où  Ton 
voit  que,  si  Ton  suppose  «■"•  —  ^*~'  divisible  exactement  par 
Il  —  6,  il  en  est  de  même  de  a"*  —  &"  ;  ce  qui  veut  dire  que ,  si  la 
différence  des  puissances  semblables  tPun  certain  degré  de  deux 
quantités  est  divisible  exactement  par  la  différence  de  ces  mêmes 
quantités,  la  différence  des  puissances  d'un  degré  plus  grand  d^une 

unité  est  aussi  divisible.  Or  1-  donne  un  quotient  exact  et 

a  —  h 

a^  —  b^ 
égal  à  <7  +  6  ;  donc 7-  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

a  —  b 
on  /i*  -h  ô  (a  -h  b)y  ou  bien  encore  «j*  H-  «^  -H  6^ 

Pareillement =— "^  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

a  —  o 

a'4-^ r-9  ou  rt'-hô(a*-|- /ï^-|-M,ou«*-l-a'6  +  flf^'-h^^; 

a  "—  0 

\    ,         a"  —  ^* 
et,  en  général , j—  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

N.  B,  Ce  quotient  suit  une  loi  facile  à  retenir  : 

I**.  L*exposant  de  la  lettre  a  est  égal  à  m  —  i  dans  le  premier 
terme,  et  diminue  ensuite  d*une  unité  d'un  terme  à  l'autre 
jusqu'au  dernier,  où  il  est  nui  ; 

2<*.  L'exposant  de  b  est  nul  dans  le  premier  terme ,  et  aug- 
mente d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au  dernier,  où  il  est 
égal  km  —  I . 

3^  Le  d^ré  de  chaque  terme  est  égal  h  m  —  i  ; 

4^.  Le  nombre  total  des  termes  de  ce  quotient  est  égal  à  m. 

On  peut  vérifier  à  posteriori  l'exactitude  de  la  proposition  ,  en 
effectuant  la  multiplication  indiquée  ainsi  : 

On  reconnaît  que  les  produits  partiels  «"•  et  —  ^^  sont  les  seuls 
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qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en  mul- 
tipliant a***'^  par  /?,  on  trouve  pour  produit  a""'6;  mais  si  Ton 
multiplie  n""'  par —  b ,  il  vient  pour  produit  —  a^^^b^  terme  qui 
détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à  réfléchir  sur  le  moyen  de 
démonstration  précédent ,  qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre. 

52.  Nous  avons  établi  (n^*!25,!20)  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu\ine  division  de  quantités  monômes  ou 
polynômes  n*est  pas  exacte  ;  ce  qui  veut  dire  qu'il  n'existe  pas 
de  troisième  quantité  algébrique  entière  qui,  multipliée  par  la 
seconde ,  reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes,  que  souvent  on 
reconnaît,  à  leur  inspection  seule,  (pi'ils  ne  peuvent  être  divi- 
sibles Pun  par  Tautre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux 
ou  plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d'ordonner  par  rapport  à 
Tune  d'elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  respectivement  du  plus 
liaul  exposant  de  chacune  des  lettres.  Si,  pour  une  de  ces  lettres, 
les  termes  du  plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par 
l'autre  ,  on  peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible. 
Cette  remarque  doit  se  répéter  dans  chacune  des  opérations  que 
comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  i2fl^  —  5a'^b  -f-  ^^ab"^  —  1 1  ^^  à  diviser 
par4«^  — 8û^-f•36^  Si  Ton  a  égard  à  la  lettre /? ,  la  division 
paraît  possible  \  mais  eu  égard  à  la  lettre  b ,  la  division  est  impos- 
sible ,  puisque  —  ii  ^^  n'est  pas  divisible  par  3  ^'. 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

I®.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  divi- 
dende; car  il  est  impossible  qu'une  troisième  quantité  entière  , 
multipliée  par  une  seconde  dépendant  d'une  lettre,  donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

2°.  Un  monôme  n'est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce 
que  (n**  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre  donne  au  pro- 
duit au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 
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3®.  Un  |>olyn6me  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme  qu'au- 
tant que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  di^â- 
(knde  ;  et  le  quotient  s^obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
coiDinun  à  tous  les  termes. 

§  II.  Des  fractions  algébriques  on  littérales. 

Du  plus  grand  commun  dwiseur. 

55.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  à  l'esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que  j^  — j  •  •  •  ; 

c  est-â-dire  qu'il  faut  concevoir  qu*on  ait  divisé  Tunité  en  autant 
de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur  (le  déno- 
minateur pouvant  d'ailleurs  être  un  monôme  ou  un  polynôme),  et 
qu'on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  numérateur.  Dès  lors ,  l'addition,  la  soustraction ,  la  multi- 
plication et  la  division  doivent  s'effectuer  suivant  les  règles  établies 
en  Arithmétique  pour  le  calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit 
se  conformer,  dans  les  applications  de  ces  règles ,  aux  procédés 
indi([ués  précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques 
entières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi  il  serait  superflu  de  s'y 
arrêter;  nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d'occasions  de  nous  fami- 
liariser avec  ces  règles. 

Lfl  réduction  des  fractions  algébriques  à  leur  plus  simple  expres- 
sion mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s'effectuer 
exactement,  on  l'indique  à  l'aide  du  signe  connu;  et ,  dans  ce  cas, 
le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d'une  fraction  (]ue  nous  avons, 
déjà  appris  à  simplifier  (n?  So).  Quant  aux  expressions  fraction- 
naires polynômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aisé  de- 
les  réduire  : 

a  •                         •                11»             •             a^^b^ 
Soit,  pour  premier  exemple,  lexpression  — ^ 7 r,* 

On  ixîmarqnc  que  cette  fraction  peut  (n"  19)  être  mise  sous  la 


\ 
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forme  — ~ —    ,.  — ^•,  supprimant  le  facteur  a  —  o  commun  aux 

deux  termes^  on  obtient  pour  résultat.  . . r- 

a  —  0 

^.                 „              .       5a^— lOa^b-^-Sab^ 
Soit  encore  1  expression je—; — h — ; 

Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

8rt»(fl  — ô)  Sa^{a  —  b)   ' 

supprimant'Ie  facteur  commun  a{a  —  ft),  on  trouve  jwur  rcsul- 

ut       ^^''-*) 

oa 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d'examiner  sont  ceux  oii 
les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit 
de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carré  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quantités;  et  Thabitude  du 
calcul  apprend  à  opérer  ces  décompositions  lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles. 

Maïs  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polynômes 
plus  compliqués;  et  alors,  leur  décomposition  en  facteurs  n'étant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du  plus  grand 
commun  dwiseur. 

Cette  théorie,  intimement  liée  à  celle  des  c((uations,  ne  laisse  pas 
que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-elle 
de  n^en  donner  ici  qu'une  partie,  sauf  à  y  revenir  plus  loin,  et 
lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l'établir 
d'une  manière  complète  (*). 

{*)  Les  commençants  peuveni  mémo,  à  la  ritjiieur,  se  dispenser  pour  le 
moment  devoir  celte  théorie  qui  nous  scr»  fort  puu  utile  avant  le  septième 
chapitre. 
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Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  diçiseur  algébrique. 

54.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le 
polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coeffi" 
eicntSy  qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés, 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  comiuun  diviseur  est 
qne,  si  Ton  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  pre- 
miers  entre  eux^  c'est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur 
commun. 

Cette  proposition  est  évidente  d'après  la  définition. 

35.  On  a  vu  en  Arithmétique  : 

î**.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  rie  deux  nombres 
entiers  contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs  paiticuliers 
communs  aux  deux  nombres ,  et  ne  peut  pas  renfermer  d*autres 
facteurs  ; 

2°.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en- 
tiers  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit  nombre  et  le 
reste  de  leur  division, 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
également  sur  ces  deux  principes ,  pour  la  démonstration  desquels 
nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis ,  supposons  d'abord  cju^il  s'agisse  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a^^  a'^b  -^Zab^  —  Zb"^     et     a'  — 5«6-h4^'- 

Voici  d^abord  le  tableau  des  calculs  : 

Première  opération . 

a^ —    g^ ^  -+•  3 /»6'  —  3  ^^  I  fl '  —  5ab  -f-  4 b^ 
^^^b  —     âb^  —  3 ^^  (  a    -\-  ^b 

ou  bien,  -\'ic^b^[a  —h). 
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Seconde  opération . 


Donc  a  —  ^  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degré  par 
le  polynôme  du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme  on  le 
voit  dans  le  tableau  ci-dessus ,  /z  +  4  ^  9  ^^  ^'^^  obtient  pour  reste 

Il  résulte  du  second  principe ,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le 
polynôme  qui  a  servi  de  diviseur. 

Mais  igfl^' — 19  ô*  pouvant  être  mis  sous  la  forme  19  b^{a — b\ 

on  voit  que  le  facteur  196'  divise  ce  reste  sans  diviser 

a^  — 5flô  +  4^'»  donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fac- 
teur ne  peut  entrer  dans  le  plus  grand  commun  diviseur;  ce 
qui  veut  dire  que  le  plus   grand   commun   diviseur  entre  les 

quantités  a  '  —  5  aft  4-  4  ^'>  '  9  ^'(^  —  ^)>  ^^  P^^''  conséquent  entre 
les  deux  quantités  proposées,  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  a'  —  5ab -^^b^ ei  a  —  b.  Ainsi  Ton  peut,  sans  inconvé- 
nient, supprimer  le  facteur  19^';  et  la  question  est  ramenée  à 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a  '  —  5ûft  -h  ^'  et 
a  —  b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par  le 
second  ,  on  a  pour  quotient  exact ,  a  —  4^9  donc  a  —  6  est 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  et,  par  conséquent,  c'est  aussi 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  proposés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  poly- 
nômes par  rapport  à  b . 

—  3ft=^4-3«ft»  — rt'é>4-«'     et     ^b^-^^ab-\-a\ 


DU    PLUS    GKAlfD    COMMUN    DIVISEUR.  4? 

Première  opération» 
—  lîô' -f-  I2fl^^  —  4^^'^  "^    4^'  I  ^b^  —  ^ab -\- a^ 


—  3tf^»'—     a^b  -h     4«*  j  —   3^»  ,—   3« 

—  iiab'^ —  ^à^b  -H  i6fl' 

ou  bien  ,  -l-igrt'  ( —  b  -^  a), 

Scconric  opération, 

4^'  —  Sab  -K  û'  i  —     ^  H-  « 
—     flZ>  4-  a^  j  —  4^ 


Donc  —  b  -\-  a  ^  ona  —  6  est  le  p.  g.  c.  d. 

Au  premier  abord ,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des 
deux  polynômes  y  parce  que  le  premier  terme — Zb^  du  divi- 
dende n*est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4  ^'  ^^  divi- 
seur. Mais  si  Ton  observe  que  le  coefficient  4  de  celui-ci  n'est  pas 
fadeur  de  tous  les  termes  de  4^' — 5fl^-+-fl%  et  qu'ainsi , 
en  vertu  du  premier  principe ,  4  ^^  saurait  faire  partie  du  plus 
grand  commun  diviseur,  on  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ce  facteur  dans  le  dividende  ,  ce  qui  donne 
—  126'  +  I2£z6' — 4^'^  "+"4^' 5  et  alors  la  division  des  deux 
premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division ,  on  trouve  pour  quotient  —  3  è ,  et 
pour  reste ,  —  3 ab^  —  a^b  -^  ^a^. 

Comme ,  dans  ce  reste ,  Texposant  b  est  encore  égal  à  celui  du 
diviseur,  rien  n*empéche  de  continuer  la  division,  en  multipliant 
de  Douve^iu  ce  reste  par  4  »  afin  de  rendre  possible  la  division 
des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite  ,  il  vient  —  i2«^'  —  ^a^b  -\-  16 û*  , 
qui,  divisé  par  4  ^*  —  5^6  -h  «  * ,  donne  pour  quotient  —  3 a, 
qu'on  séparera  du  premier  terme  par  une  virgule,  comme  n'ayant 
aucune  liaison  avec  lui,  et  pour  reste  ,  —  i^à^b  -h  19^^- 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


» 


^  43  "^^    ^^^^    GRAND    COMMUN    DTVISKUR. 

;  '9^ M  —  b  -ha),  on  supprime  le  facteur  igfl' ,  comme  ne  fai- 

[  saDt  pas  parlie  du  plus  grand  commun  diviseur  ;  et  la  question 

^  est  ramenée  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

5  ^*  —  5ab  +  fl'  et  —  ^  -+-  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  Tun  par  l'autre  ,  on  trouve  pour 

quotient  exact ,  —  4  ^  "+"  ^  î  donc  —  b  -h  a  oaa  —  b  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  cherché. 

56.  Dans  ce  même  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  Tex- 
posant  de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d'une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l'opération  en 
multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carre  du  coefficient 
du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit ,  en  effet,  que,  parce 
moyen ,  le  premier  quotient  partiel  qu'on  obtient  doit  renfermer 
ce  coefficient  à  la  première  puissance.  Multipliant  le  diviseur  par 
le  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec  le  dividende  ainsi  préparé , 
on  a  un  résultat  qui  doit  encore  contenir  le  coefficient  comme 
facteur;  et  la  division,  pouvant  se  continuer ,  donne  un  reste 
du  plus  faible  degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à  la  lettre 
principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

Première  opération, 

■ 

Multiplication  par  16,  ou  par  le  carré  de  4« 
—  48fc*  _l-48flfc»—  i6a^b-h  i6a^  ï  ^b'—  5ab  -f-  a' 


—  i2aè'—    ^aH  -h  i6a^  j  —    12* 

i"  reste —  iga^b  4-  iga^ 

ou  bien  ,         19^'  ( —  b-^a). 

Seconde  opération. 

4^'  —  5ab  4-  ûM   —     b  -{-  a 
—     ab  -h  a^  S  —  4 ^  -h  « 


a 


o 
N.  jB.  Si  IVxposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
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surpassait  de  deux ,  de  trois  , . . .  unités,  l'exposant  de  la  même 
lettre  dans  le  diviseur ,  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  la 
troisième  ou  la  quatrième  puissance  du  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur  :  cela  est  aisé  à  concevoir. 

57.  Soient ,  pour  second  exemple , 

i5«*     -{-ioa*b  4-4^*^*-+-    Ga^b^  —  ^ab^ 
et  niaH'-hSSa'b^'^  i6ab*  —  loô*. 

Avant  de  procéder  à  la  division  de  ces  deux  polynômes ,  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a  comme  facteur 
commun  dans  tous  ses  termes  ;  et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Par  la  même  raison,  le  facteur  2^%  étant  commun  à  tous  les 
termes  du  second  polynôme  et  n'entrant  pas  dans  le  premier,  peut 
être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à  rechercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5«*-h  loa'^b-h^a^b'  ^6ab^  —  3b* 

et  6a^-h  iga^b  -\-8ab^    —Sb\ 

Première  opération. 

3ofl*-4-   20<i^^-fr-     8a'b^-h   i2g^^~     6b*i6a^-higa'b-hSab^'-5b' 

—  75a»ô—  32a'b^-^  3'jab^-'    66*  (  5^,     —256 

—  i5oa'6 —  64«'6*+  'jî^ab^^    126* 

4-4iifl'6'-|-274<'6'^ — 1376* 
ou  bien,  i^'jb'  (3a'H-2n6— 6»). 

Seconde  opération. 

ea^^-iQa'b-^  8ab'—5b'\3a'-h^ab'-  b' 
i5a'6-|-iOfl6'— 56^  j  2fl  -hSb 


Donc  3û»  -h  2û6  —  6'  est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  méthode  que  dans  l'exemple  précédent , 
il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  6  du 
^fg'  B>,  lo*  éd,  4 
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premier  terme  du  diviseur,  ou  plutôt  par  le  carré  de  6;  mais 
comme  i5  et  6  ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  évidemment  de 
multiplier  tout  le  dividende  par  2,  facteur  de  6,  qui  n'entre  pas 

dans  i5. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d'abord  un  reste  dont  le  i"  terme  est  —  ']5a^ù.  Comme  ^5  con- 
tient encore  le  facteur  3  qui  entre  dans  6,  il  suffît  de  multiplier 
ce  reste  par  2  pour  continuer  la  division,  qui,  étant  effectuée, 
donne  pour  i"  reste  principal^  4*  ^  ^^^^  ~1~  ^'J^^^*  —  j3']  b*. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un 
facteur  commun  187  ^';  mais  puisque  ce  facteur  n'entre  pas  dans 
le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur;  et  la  question  est  ramenée  à  recher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

et  3a'-f-     2ab  —  b^. 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour 
quotient  exact,  20  -\-5b;  ainsi  le  reste  3a'-f-  2a/->  —  b^  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

58.  Remarque,  —  On  pourrait  demander  si  les  suppressions 
qu'on  opère  dans  le  cours  du  calcul ,  de  facteurs  communs  à  tous  les 
termes  de  Pun  des  restes,  n'ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  cal- 
culs, ou  bien  si  ce  sont  des  opérations  indispensables.  Or  on  peut 
aisément  reconnaître  que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ;  car  si, 
dans  Texemple  précédent ,  on  ne  supprimait  pas  le  facteur  1 37  6', 
il  faudrait,  pour  rendre  possible  la  division  du  premier  terme  du 
nouveau  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  multiplier 
tout  le  dividende  par  187  b^i  mais  alors  on  introduirait  dans  le 
dividende  un  facteur  qui  se  trouverait  aussi  dans  le  diviseur  ;  d'où 
il  résulterait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  se  com- 
pliquerait du  facteur  1376^  qui  ne  devait  pas  d'abord  en  faire 
partie. 

L'exemple  suivant  est  propre  à  confirmer  ce  qui  vient  d'être 
dit. 
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59.  Soit  à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
polynômes 

rt^-f-2a'  —    3^'  —  ^bc  —    ac  —  c' 

et  9rtfr  H-  9. a'  —  Sab  +  4c'  -\-Sbc  —  12^' 


2û'-hA 
—  r 


Première  opération. 
—  ^bc  [  4"  9^ 


a 

— 

12^- 

-h 

8^c 

4- 

4c' 

ou  bien , 


2/3 


e'b" 

a  4-    9^' 

lOC 

—  12  6c 

—   5c'; 

(36  —  5c)(2e?  4- 

36  4-  c). 

Seconde  opération. 

^  —  Sb 

a  —  126'  \ 

2/7  4-  36  4-  c 

-+-  9^ 

-+-    86c  j 

-h  4c'  r 

«-.46 

1 

4-4^ 

—  8é» 

rtf  —  126- 

4-  8c 

4-    86c 

4-    4^' 

o 

Donc  2«4-364-cest  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes ,  on  peut ,  sans  aucune 
préparation  ,   effectuer  leur  division  ,  ce  qui  donne  pour  premier 

reste 

66 


—   lOC 


rtf  4-  66' 

—  126c 

—  5c'. 


4. 
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Pour  continuer  Topérarion  ,  il  faudrait ,  en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur ,  multiplier  le 
nouveau  dividende  par  6  ^  —  i o  r ,  ou  simplement  par  3b  —  Se  y 
parce  que  le  facteur  2  entre  déjà  dans  le  premier  terme  du  divi- 
dende ;  mais  avant  d'effectuer  cette  multiplication,  voyons  si  ce  fac^ 
teur  36  —  5  c  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste ,  savoir  , 
96'  —  12  bc  —  5f  ^  Or  cette  division  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient exact  3  6  +  c  ;  d'où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  suus 
la  forme...    {3b  —  5c)  {2a  -i-  3  b  -\-  c). 

Comme  le  facteur  3  b  —  5  c  se  trouve  dans  ce  reste  ,  et  n'entre 
pas  dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indépen- 
dant de  la  lettre  a ,  devrait  (n°  ôO)  exister  enlre  les  coefBcients 
des  diverses  puissances  de  cette  lettre ,  ce  qui  n'est  pas],  on  peut , 
sans  aucun  inconvénient,  le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d*ailleurs  indispensable ,  parce  qu'autre- 
ment on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors, 
les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu'ils  n'avaient 
pas  auparavant,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait  changé  ;  il 
se  compliquerait  du  facteur  3  b  —  5  c  qui  ne  devait  pas  en  faire 
partie. 

La  suppression  faite ,  on  effectue  la  nouvelle  division ,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact*,  donc  2^  +  36  -4-  c  est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

40.  Nous  proposerons ,  pour  dernier  exemple,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a'  -h  3fl*6-f-4a*6'  —  6<»6'-h2  6* 

et  le  polynôme  ^a^b  -h  2ab'   — 26', 

ou  simplement ,  2  a  '  -f-  /î6  —  6' ,  puisque  le  facteur  2  b  peut  être 
supprimé  dans  le  second. 
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Première  opération. 


20 tf ^^ -f- 36 a »6' —  48/1^^-1-16  A*  )  4a»-hio/?6-hi3^' 


4-26/1'^^  — 38  a^^ -h  166* 


—  5i  ah^-\-i^b^ 
ou  bien  ,  — A^(5i/i  —  296). 

Seconde  opération. 

Multiplication  par  2601  ,  carre  de  5i. 

5202  a  '  -+-  260 1  ab  —  260 \  b^  \     5i  a  —  29  ^ 
—  5202Û*  -t-  2958/7^         j  1 02 n  4-  109/; 


5559 /lè  —  2601^' 
—  5559  aZ>  —  3 161^' 

2*  reste.,.  -i-  56oA' 

L'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  dividende  ,  surpassant  de 
deux  unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur ,  on  multiplie 
toat  le  dividende  par  le  cube  de  2  ,  c'est-à-dire  par  8.  Cette  prépa- 
ration faite  9  on  effectue  trois  divisions  consécutives ,  et  Ton  obtient 
pour  premier  reste  principal — 5i  a^' -f- 296*.  Supprimant  le 
facteur  b^  dans  ce  reste,  on  a  pour  nouveau  diviseur  —  5 1  /z  -H  29  6, 
ou  changeant  les  signes ,  ce  qui  est  permis ,  6ia  —  296  ;  le  nou- 
veau dividende  est  d'ailleurs  2a'  -\-  ab  —  6'. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5 1 ,  ou  par  260 1 ,  puis 
effectuant  la  division,  on  obtient  pour  2"  reste  principal  -i-  56o  6'; 
ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eux  y  c'est-à-dire  n'ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  il 
résulte  du  second  principe  (n®  Stf),  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque 
opération  ;  ainsi  il  devrait  diviser  le  i*esto  56o  6'  :  mais  ce  reste  est 
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indépendant  de  la  lettre  principale;  donc  ,  si  les  deux  polynômes 
pouvaient  avoir  un  commun  diviseur ,  il  devrait  être  indépendant 
àe  a  j  et  par  conséquent  (n*^  30)  se  trouver  comme  facteur  dans 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre ,  que  renferme 
chacun  des  deux  polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évidemment  pas 
lieu. 

Ces  exemples  suflisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de 
la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes. 

41.  BÂCLE  G^N^EALE.  —  On  Commence  par  supprimer  dans  les 
deux  polynômes  les  facteurs  monômes  communs  à  tous  les  termes 
de  chacun  d'eux,  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient 
eux-mêmes  un  diviseur  commun  ;  dans  ce  cas ,  on  le  met  à  part, 
comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cherché.  ]  Cette 
suppression  faite ,  on  prépare  le  dividende  de  manière  à  rendre 
possible  la  division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur 
(voyez  n®*  33  et  36)  ;  puis  on  effectue  la  division ,  ce  qui  donne  un 
certain  reste  de  degré  moindre  que  le  diviseur,  et  dans  lequel  on 
supprime  les  facteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur ,  le  second  polynôme  pour  tlivi^ 
dende ,  et  l'on  opère  sur  les  deux  polynômes  comme  sur  les  précé-^ 
dents.  On  continue  cette  série  d^  opérations  jusqu'à  ce  qu^on  obtienne 
un  reste  qUi  divise  exactement  le  reste  précédent ,  auquel  cas  le  der^ 
nier  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur;  ou  h\en  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  un  reste  ird^penoant  de  la  lettre  principale,  ce 
qui  indique  (n°  40)  que  les  deux  polynômes  proposés  sont 
p&BuiB&t  ENTEE  EUX ,  à  moins  qu'ils  n'aient  un  facteur  commun 
indépendant  de  la  lettre ,  lequel  facteur  n'aurait  pas  été  découvert 
dès  le  commencement  de  l'opération. 

iV.  B.  —  Il  existe  des  cas  où  ce  procédé  n'est  pas  suffisant; 
mais  nous  y  reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le  pro- 
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c^é  tel  que  nous  venons  de  Tindiquer  : 

1".  qnp^  -I-  3  np^q^  —  7,npq^  —  2/i«/* , 

et  imp^q'^  —  ^mp^    —    mp^q  -f-  3mpq^, 

Le  p.  g.  c.  J.  est/?  —  q, 

a».  36««— i8«*    —  27a*    -1-9/1% 

Le  p.  g.  c.  d.  est  9/7*  (a  —  i  ). 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  TAlgèbre  et  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d*un 
très-grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  rcsei*vons  d'établir 
plus  loin  de  nouvelles  règles ,  à  mesure  que  nous  en  sentirons  la 
nécessité  ;  et  nous  allons  passer  tout  de  suite  à  la  résolution  des 
problèmes  du  premier  degré. 


CHAPITRE   IL 

Des  Problèmes  du  premier  degré. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 

48.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
blèmes dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à  des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  du 
n^  5 ,  on  peut  voir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux  par- 
ties distinctes  :  Dans  la  première ,  on  écrit  algébriquement  les 
relations  que  Ténoncé  de  la  question  établit  entre  les  quantités 
coDoues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à  Texpres- 
sion  de  deux  quantités  égales,  que  l'on  appelle  équation.  Telle 
est  (n^  5)  l'expression  ^x  +  b  z:=i  a.  Dans  la  seconde  partie ,  on 
déduit  de  l'équation  du  problème  une  suite  d^autres  équations , 
doot  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de  Tinconnue  au  moyen  des 
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quantités  connues:  tel  est  le  résultat  x  = auquel  on  est 

parvenu.  Cette  seconde  partie  est  ce  qu'on  appelle  la  résolution  de 
l'équation. 

Comme  les  règles  à  suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues,  nous  commencerons  par  nous  occuper  de  la 
seconde  partie,  qui  est  soumise  à  des  règles  fixes  et  invariables. 

D*après  la  définition  d'une  équation^  toute  équation  se  com- 
pose de  deux  quantités  séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  =r. 
La  partie  à  gauche  se  nomme  le  premier  membre  y  et  la  partie  à 
droite  le  second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 

i^.  L'égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnés  à 
priori,  mais  représentes  par  des  lettres:  telles  sont  les  égalités 

a  —  b=i  c  —  f/,    7  =  -, 

b       a 

qui  se  vérifieraient  immédiatement  si  l'on  mettait  à  la  place  de 
a^  b,  c^  d\es  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que 
ces  égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom  d*égalités. 

2".  L'égalité  évidente  d'elle-même,  celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel  :  telles  sont  les  égalités 

25=124-13,     3a — 5b^=a  —  b-i-na  —  /^b. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  vérifiées. 

3®.  Enfin,  l'égalité  qui  ne  peut  se  vérifier  avant  qu'on  y  ait  sub- 
stitué à  la  place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant 
des  inconnues ,  certains  nombres  dont  les  valeurs  dépendent  des 
nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l'égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités  ,  on  la  nomme  équation  ; 
et  c'est  celle  dont  nous  avons  à  nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d'égalité  dont  nous  parlerons  plus 
loin  ;  c'est  V équation  identique. 

On  partage  les  équations  à  une  seule  inconnue  en  différentes 
classes  :  celles  où  l'inconnue  n'entre  qu'à  la  première  puissance 
sont  dites  du  premier  degré.  Telles  sont  les  équations 

3jc-4-5=i7  —  5x,     ax -^  b  z=:  ex '\- d. 
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L'équation  ix^  —  3ar  ==  5  —  a x'  est  dite  du  2"  degré. 

L'équation  ^x^  —  9x'-f-j:=:  2a:'-h  11,  est  dite  du  3*  degré. 
En  général ,  le  degré  d'une  équation  est  le  plus  grand  des  exposants 
dont  rinconnue  est  affectée  dans  Téquation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment 
que  des  nombres  particuliers,  à  Texception  de  Tinconnue ,  qui  est 
toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi 

^x — 3  =  2j:-+-5,        3x*  —  x  =  8, 

sont  des  équations  numériques.  Elles  sont  la  traduction  algébrique 
de  problèmes  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers. 

Les  équations       ax  -j-  b  =  cx-^d,     ax^  -^-  bx  r=c^ 

sont  des  équations  littérales.  Les  données  du  problème  sont  repré- 
sentées par  des  lettres.  Il  est  d'usage,  pour  distinguer  dans  une 
équation  les  quantités  connues  des  .inconnues ,  de  désigner  celles-ci 
par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet,  x,  j,  z,  etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment,  une  équation  du  premier 
degré  à  une  seule  inconnue  étant  donnée ,  on  peut  parvenir  à  la 
résoudre,  c*est-à-dire  à  trouver  pour  l'inconnue  un  nombre  qui, 
substitué  à  la  place  de  cette  inconnue  dans  l'équation ,  y  satisfasse, 
ou  bien  rende  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second.  Le 
résultat  auquel  on  parvient  est  dit  la  solution  de  l'équation  ou 
du  problème  qui  j  a  donné  lieu. 

§  l"".  —  Equations  du  premier  degré  à  une  seule 

inconnue, 

45.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à  toutes  les 
équations,  qu*on  peut,  sans  troubler  une  équation,  i^  ajouterai 
ses  deux  membres,  ou  en  retrancher  un  même  nombre;  2®  mul- 
tiplier ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre  ;  ce  qui 
yevii  dire  que,  s'il  y  a  d*abord  égalité  entre  les  deux  membres,  il 
y  aura  encore  égalité  après  les  opérations  dont  on  vient  do  parler. 
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Cela  posé,  voici  deux  transformations  d*an  usage  continuel 
dans  la  l'ésolution  des  équations  : 

Première  transformation.  —  Lorsque  les  deux  membres  d*une 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire  de 
transposer  certains  termes  d^un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l'équation  5x  —  6  =  8  -f-  2x. 

Pour  dégager  jp  de  cette  équation,  il  faut  tâcher  d'isoler  Tinconnue 
dans  le  premier  membre.  Or,  si  l'on  retranche ,  en  premier  lieu , 
^x  des  deux  membres,  l'égalité  n'est  pas  troublée  (d'après  le 
principe  précédent),  et  Ton  a 

5^  —  6  —  2.r  r=:  8. 

D'où  Ton  voit  que  le  terme  2x,  qui  était  additif  dans  le  second 
membre,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  second  lieu,  si  Ton  ajoute  6  aux  deux  membres,  régalité 
n'est  pas  troublée ,  et  Ton  a 

5x  —  6  —  2x4-6  =  8-4-6, 

ou ,  comme  les  deux  termes  —  6,  -h  6  se  détniiseut , 

5x  —  2X  =  8  -r  6). 

Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre  passe 
dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  Taddition. 

Donc ,  en  général ,  lorsqiCon  fait  passer  un  terme  (Van  membre 
dans  un  autre  y  il  faut  changer  son  signe. 

44.  Seconde  transformation.  —  Souvent  encore,  les  termes 
d'une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à  une 
autre  qui  n'ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l'équation 

2X  3  X 

Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  à  un  même  dénomina- 

r^i       »    I  1-  1    •        îo^       45  12  X 

teur.  D  après  le  procède  connu,  il  vient  --. yr-=  i^  -h  -73 —  ; 

*  *  bo        60  bo 

et,  puisqu'on  peut  (n**  45)  multiplier  les  deux  membres  par  un 

même  nombre,  multiplions-les  par  60  ,  ce  qui  revient  évidemment 

à  supprimer  le  dénominateur  60  dans  les  termes  fractionnaires ,  et 
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à  muUiptier  chaque  terme  entier  par  60  ;  on  obtient 

40  j:  —  4^  =  660  -f-  12  j:. 

Remarquons,  pour  la  pralique  de  cette  opération  ,  qu'on  peut 
passer  immédiatement  de  Téquation  proposée  à  celle  qu'on  vient 
d'obtenir,  en  se  dispensant  d'écrire  le  dénominateur  commun ,  et 
ayant  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce 
dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l'équation 

5x      ^x  7       iSx 

1:1  """3  ""8""^' 

Les  dénominateur  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le 
pins  petit  nombre  multiple  commun  de  ces  dénominateurs  est  24. 
[YojezJrith.y  21^  édition,  n**  148.)  C'est  donc  à  ce  dénominateur 
qu'il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur  com- 
mun 24,  on  trouve  lox  —  Sax  —  312=  21  —  52  j:.  (On  a  eu 
soin  de  multiplier  le  terme  entier  —  1 3  par  24.  ) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque,  après  avoir  réduit 
les  fractions  au  même  dénominateur,  on  a  multiplié  les  deux 
membres  par  le  même  nombre  24. 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  équation ,  commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs. 
(Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s'ils  n'ont 
pas  de  facteurs  communs.  )  Multipliez  ensuite  chaque  terme ,  s* il 
est  entier  ,  par  ce  multiple  ;  s*  il  est  fractionnaire ,  divisez  le  mul- 
tiple commun  par  le  dénominateur  de  la  fraction ,  et  multipliez  son 
numérateur  par  le  quotient  obtenu, 

^ous  engageons  les  commençants  à  se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d'établir,  parce  qu'elle  donne  Véquatiun  sous  la 
forme  la  plus  simple  possible. 

Soit,  pour  nouvelle  application ,  l'équation  littérale 

ax        ic^jc        ,  Lbc'^x       Sa^       2c*        ., 

\^  âa  =  ~ . { 3/;. 

b  ab  ^  a'  b'  a 
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Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évidem- 
ment a^b^.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  a^b-,  et  le 
numérateur  de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  de  a^b^ 
divisé  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  Il  vient  alors 

a'bx--  art»^c»j:-+-4'7*A*=4^Vx  — 5fl«-+-  la^b^c^  —  Za^b^. 

M.  Appliquons  les  principes   précédents  à  la  résolution   de 
Féquation 

^x  —  3  =  2. r -h  5. 

Elle  devient  d'abord ,  par  la  transposition  des  termes  —  3  et  2x, 

^x  —  2j:  =  5-I-3,     ou  réduisant,      2j:  =  8. 

Divisant  les  deux  membi'es  par  2,  on  trouve  enfîn  x  =  -  =*  4* 

Et  en  effet ,  si  Ton  substitue  4  à  la  place  de  x  dans  Téquation , 
il  vient 

4  X  4  —  ^  =  2  X  4 -+-5,     ou     i3  =  i3. 

Soit,  pour  second  exemple,  Téquation  traitée  (n**  44), 


—  _4f  _    3  —  Z 


\Zx 


12        3        8        6 

On  obtient  d*abord ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

\ox  —  32ar  —  3i2  =21  —  62  jr. 

Transposons  dans  le  premier  membre  les  termes  en  x ,  et  dans  le 
second  les  termes  connus  ;  Téquation  devient 

lOJT  —  3207  -\-5ix  z=  21  -I-  3i2,  ou  en  réduisant,  3ox=  333. 

Divisant  les  deux  membres  par  3o,  on  obtient  x  =  -= —  = 1 

■  3o         10 

résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans 

réquation  proposée. 

Soit  encore  Téquation  (3«  —  x)  [a  —  h)  -^  lax  =1  /\b  t'.r4-  f  )• 


1 
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II  faut  d^ abord  effectuer  les  roultiplicatioDS  indiquées,  afin  de 
réduire  les  deux  membres  à  des  polynômes ,  et  de  pouvoir 
ainsi  dégager  Tinconnue  x.  Or,  si  Ton  applique  la  règle  éta- 
blie (n**t7)  pour  la  multiplication  des  polynômes,  il  vient 
3a' — ax  —  Zab'\-bx-\^7.ax:=:  ^bx  -k-  ^ab\  d'où,  transposant 
cl  réduisant,  ax — 3bx=']ab  —  3a^  Observons  maintenant 
que  ax  —  3bx  est  la  même  chose  que  {a  —  3b)  x,  ce  qui  donne 
[a  —  3b)x  =  ']  ab  —  Sa-,  Divisant  enfin  les  deux  membres  par 
a  —  3  6 ,  on  trouve 

nab —  3fl' 
X  =  ~ • 

£1—3^ 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  , 
quelque  compliquée  qu'elle  soit ,  il  faut:  i°  —  commencer  par 
chasser  les  dénominateurs  ,  s*U  y  en  a,  et  effectuer ,  dans  les 
deux  membres  de  Véquation ,  Joutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent  ;  on  parvient  ainsi  à  une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  polynômes  entiers;  2?  —  tmnsposer 
dans  un  même  membre  (  c'est  ordinairement  le  premier  )  tous  les 
termes  affectés  de  Vinconnue ,  et  dans  l'autre  membre,  les  ter- 
mes connus  ;  3°  —  réduire  à  un  seul  tous  les  termes  affectés 
de  X  ,  si  l'équation  est  numérique;  et  si  l'équation  est  algé' 
brique ,  former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de 
deux  facteurs ,  dont  l'un  soit  x,  et  l'autre  l'ensemble  des  quan^ 
tités  qui  multiplient  x ,  réunis  avec  leurs  signes  respectifs  ; 
4"  —  enfin ,  <Uviser  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  nombre 
ou  le  polynôme  qui  multiplie  l'inconnue  ,  et  effectuer  la  division 
x'il  est  possible. 

Voici  un  exemple  où  la  régie  précédente  doit  être  appliquée 
dans  toutes  ses  parties  :  —  Résoudre  Téquation 

(a  -^b)(x'-b)        ^  ^ab-^b'  a' -^  bx 

a  —  b  a  -h  b  h 

En  faisant  d'abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 

A(iï-f-^)'(x— A)— 3rt6{fl'^— ^')=^(ii— ^)(4«ô— A')— 2^(«»— ^')jr 

-|-(û'  —  b^)  (fl'  — ^x); 
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efTecluant  les  multiplications  indiquées, 

a^'bx-+-  7,ab^x  H-  b^x  —  a^b^  —  nab'  —  6*  —  Za'b  -f-  Zab''  = 

^a^b^''ab^'—^ab^-\-b^'-7,a^bx-\-ib^X'\'a^—a'^b^—a^bx-\'b^x; 

transposant  et  réduisant, 
^a^bx-\-  2ab'x  —  2  ^^x  =  4 a 'è«  —  6ab'  -f-  2 ^*  -h  3 «'  ^  -H  «*  ; 

réunissant  en  un  seul  tous  les  termes  affectés  de  x, 

donc  enfin ,         x  = j-77 — — 7 t-t 5 

expression  qui  ne  peut  se  réduire  à  un  polynôme  entier  (n*'  58). 

46.  Supposons  que  Ton  ait  k  résoudre  une  écfuation  telle  que 

3x  —  2  =  4'^  —  1' 

En  transposant  les  ternies  affectés  de  x  dans  le  premier  membre  , 
et  les  termes  connus  dans  le  second ,  on  trouve 

3j: — ^x  •=:  2,  —  ^,     ou  réduisant,     — x  z= — 5. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  il  suffit  d'observer  qu'on  peut  inter- 
vertir Tordre  de  la  transposition ,  c'est -ii-dire  faire  passer  au  con- 
traire dans  le  second  membre  les  termes  affectés  dex;  ce  qui  donne 

7  —  2  =  4"^  —  ^'^^      ^^^^^      5  =  .r,      ou  bien  enfin,     x=5; 

c'est-à-dire  que  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  un  résultat  tel  que 
—  X  =  —  5,  il  n'y  a  qu'à  changer  les  signes  des  deux  membres. 
Cela  revient  évidemment  à  transposer  les  termes  affectés  de 
l'inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  le 
premier  ;  et  réciproquement. 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution 
algébrique  d'un  problème  n'est  soumise  à  aucune  règle  bien  fixe. 
Tantôt  l'énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  l'équation  ; 
tantôt  on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énoncé  les  conditions  qui 
sont  de  nature  à  former  l'équation  ;  tantôt  enfin  ,  ce  ne  sont  pas  les 
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cûnditions  elles-mêmes  de  Ténoncé  qu^il  faut  traduire  algébrique- 
ment, mais  bieu  des  conditions  que  Ton  peut  regarder  comme 
conséquences  des  premières.  On  appelle  alors  celles-ci  conditions 
erpiicires ,  et  celles  qu^on  en  déduit ,  conditions  implicites.  Cepen- 
dant nous  donnerons,  avec  M.  Lacroix,  un  précepte  dont  l'ap- 
plication bien  entendue  conduit  toujours  à  Téquation.  Kn  voici 
renoncé  :  Regarder  le  problème  comme  résolu ,  et  indiquer  à 
l'aide  des  signes  algébriques ,  sur  les  quantités  connues,  représen- 
tées soit  par  des  nombres,  soit  par  des  lettres,  et  sur  l* inconnue 
toujours  représentée  par  une  lettre ,  les  mêmes  raisonnements  et  les 
mêmes  opérations  qu  il  faudrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur 
de  Vinconnue  si  cette  valeur  éîait  donnée. 

On  obtient  y  partie  moyen,  deux  expressions  algébriques  dif- 
férentes représentant  une  même  quantité,  et  renfermant  le  carac- 
tère de  rinconnue;  on  les  égale  entre  elles,  et  Ton  a  V équation  du 
problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 

Premieb  problème.  —  Trouuer  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tiers  et  le  quart ,  augmentés  de  45,  donnent  pour  somme  448- 

^j*        _^*        J? 

Soit  X  le  nombre  cherché  ;  -  >  0  '  7  désigneront  la  moitié ,  le 

234 

tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or  il  faut,  d'après  l'énoncé,  que 
ces  trois  parties,  plus  l(S,  donnent  en  somme  44^»  ^"  ^  donc, 
pour  réquation  du  problème , 

f-,.|  +  |  +  45  =  448, 

OU,  retranchant  45  des  deux  membres, 

X  X  X  »     j^ 

234 

Chassant  les  dénominateurs  y  on  trouve 

6.r-H4^**l-  3a:  =  4836, 

on  réduisant,  i3x=4836;     donc     x  =:^—^^=^Z']'}. 
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yf^rijîcation, 

Ip  4- ip^.  ^  4-45  =  i86 -M24  4-93 -h45=:44«. 

Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui,  en  Arithmétique,  se 
résolvent  par  la  règle  de  fausse  position  ;  et  Ton  voit  avec  quelle 
facilité  P Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à  la  question. 

Deuxièhk  feoblèmb.  —  Quelqu'un  engage  un  ouvrier  pour  ^'^ 

jours.  Chaque  Jour  quUl  travaille ,  //  reçoit  24  décimes;  et  à  chç.que 

jour  d'oisiveté  y  on  lui  retient  12  décimes  [pour  sa  nourriture)  \  au 

bout  de  ^'è  jours  y  il  reçoit  pour  solcff  de  son  compte,  5o4  décimes 

[ou  5o  fr.  40  c.].  —  On  demande  le  nombre  de  jours  de  travail  et  le 

nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  multipliant  res> 
pectivement  par  s^  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du 
premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces  opé- 
rations à  l'aide  de  signes  algébriques. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail  ;  48  —  ^  représente  alors 
le  nombre  de  jours  d^oisiveté;  24  X  -r,  ou  24  «r  désigne  la  somme 
que  l'ouvrier  gagne;  et  12(48  —  j:)  la  somme  qu'on  doit  lui 
retenir:  on  a  donc,  pour  l'équation  du  problème, 

24  jp—  12(48  —  x)  =  5o4; 

effectuant  les  calculs ,  24 «  —  576  -|-  1 2x  =  5o4  ; 

réduisant,  36a:  =  5o4  -h  5^6  =  1080  ; 

A  >®8o       _ 

donc  X  =  =z  3o, 

et  48  —  a:  =48  —  3o=ri8. 

Ainsi  l'ouvrier  a  travaillé  pendant  3o  jours  et  s'est  reposé  pendant 
18  jours.  —  En  effet,  pour  3o  jours  de  travail ,  il  aurait  dû  rece- 
voir 24  X  3o,  ou  720  décimes;  mais  il  s'est  reposé  18  jours, 
pour  lesquels  on  a  dû  lui  retenir  1 2  X  18,  ou  216  décimes.  Or  on  a 

720  —  216  =  5o4. 
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On  peut  généraliser  ce  problème ,  en  désignant  par  n  le  nombre 
total  des  jours  tant  de  travail  que  d'oisiveté ,  par  a  la  somme 
que  l'ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail ,  par  b  la 
somme  qu'on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d'oisiveté,  enfin 
par  c  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x  le  nombre  de  jours 
de  travail;  n  —  j?  exprime  alors  le  nombre  de  jours  d'oisiveté; 
donc  ax  et  d(ii  —  jc)  désignent  la  somme  que  l'ouvrier  doit  rece- 
voir et  celle  qu'on  doit  lui  retenir.  Ainsi  on  a ,  pour  Téquation  du 
problème , 

4ix — b{n  —  x)  =  c, 

ou  ax — bn    -^bx^zc^ 

et  {a -\-  b)  X  z=z /:  -\- en  ; 

c-i-bn 


donc 


a 


(c-i-bn)       an-^-bn  —  c — bn 
/i  —  X  =  «  —  ^ ^  = , 


par  suite,  n  —  x  =  «  —  ^ r-^  = 

ou  rédui^fint ,  n  —  .r 


a-^-b 

TKOisiiME  pflLOBLiiTB.  —  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier 
a  60  sauts  d'avance.  Il  en  fait  g  pendant  que  le  lévrier  n* en  fait 
que  6;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  valent  7  du  renard.  —  Combien 
le  lévrier  fera-t'il  de  sauts  pour  atteindre  le  renard? 

Il  est  dair^  d'après  l'énoncé ,  que  le  chemin  à  parcourir  par  le 
lévrier  se  compose  des  60  sauts  d'avance  du  renard ,  plus  du  che* 
min  que  celui-ci  parcourt  à  partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met 
•à  sa  poursuite.  Donc,  si  Ton  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces 
deax  chemins  au  moyen  d'une  même  inconnue^  il  serait  facile  de 
former  l'équation  du  problème. 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard 
fait  9 sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s'ensuit  que  le  renard 

£iit  f  5  ou  —  sauts,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  i  ,  et,  par  consé- 
0  2 

3jr 
quent,  qu'il  en  fait  un  nombre  exprimé  par  —  pendant  que  le 

Àlg.  B.,  jo'^  éd.  5 
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lérrier  en  fait  un  nombre  marqué  par  x.  On  pourrait  croire  que , 

pour  obtenir  l'équation ,  il  suffit  d'égaler  a*  à  60  H —  x:  mais,  en 

agissant  ainsi,  on  commettrait  une  erreur  manifeste;  car  les  sauts 
du  lévrier  sont  plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  Ton  égalerait 
alors  des  nombres  hétérogènes ,  c'est-à-dire  des  nombres  rapportés 
ft  une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté,  expri- 
mer les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  réciproquement. 
Or,  suivant  l'énoncé,  3  sauts  du  lévrier  valent  7  sauts  du  renard; 

donc  I  saut  du  lévrier  vaut  ~  sauts  du  renard ,  et ,  par  conséquent , 

X  sauts  du  lévrier  en  valent  -^  du  renard. 

nx  3 

Donc ,  enfin ,  on  a  l'équation  ~  =  60  -h  -  x , 

3  2 

d'où  l'on  déduit,  tout  calcul  fait , 

xz=  72. 

Ainsi,  le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  rerfhrd  ;  pen- 

3 

dant  ce  temps,  le  renard  en  fera  72  X  -»  ou  108. 

2 

yérijlcatîoit. 

Les  72  sauts  du  lévrier  valent  ^^  ^   ^  »  ou  168  sauts  du  renard  ; 

et  l'on  a  évidemment  168  =  60  -f-  108. 

Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  l'attention  des 
élèves,  en  ce  qu'ils  offrent  d'excellents  exercices  de  calcul  et  de 
raisonnement. 

48.  QuATKixxB  PKOBLiME.  —  Un  père  qui  a  trois  enfants 
ordonne  par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  manière 
suivante  :  —  le  premier  doit  avoir  une  somme 'a^  plus  la  n**'^ partie 
de  ce  qui  reste;  —  ie  second  une  somme  2a,  plus  la  n*^^ partie  de 
ce  qui  reste  après  qu'on  a  soustrait  la  1  «  part  etzat;  —  le  troisième 
enfin  doit  avoir  une  somme  3a,  plus  la  n'^"^'  partit  de  ce  qui  reste 
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après  qu'on  a  soustrait  les  deux  premières  parts  et  3  a.  Cela  fait, 
le  bien  est  entièrement  partagé,  —  On  demande  sa  valeur. 

Désignons  par  x  le  bien  du  père.  Si,  à  Taide  de  cette  quantité, 
nous  pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts, 
nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le  reste,  égalé 
à  zéro,  donnerait  Téquation  du  problème.  Tâchons  donc  de  déter« 
miner  successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x  désigne  le  bien  du  père ,  x — a  est  ce  qui  reste  après 
qu*on  a  retranché  42  ;  ainsi  Ton  a  pour  la  part  du  premier  enfant, 


X  — —  A  .  an  -T~  ^  ""^  a 

a-\ 9  ou ,  réduisant  en  fraction , i**  part. 

n  n  "^ 

Pour  former  la  seconde  part ,  il  faut  retrancher  de  x  cette  pre- 
mière part  et  2  a ,  ce  qui  donne  x — 2  a  —  • ^^  ou ,  rédui- 

n 

sant  les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction  indiquée, 

nx — Zan — x-^-a 

1*'  reste. 

n 

Or  la  seconde  part  se  compose  de  aa  plus  la  n^*'^*  partie  de  ce 

,                                    ,                        nx — Zan  —  x-^-a 
reste  ;  on  a  donc  pour  cette  seconde  part ,  2^  H ^ 

ou,  réduisant  l'entier  en  fraction , 

2  an^  -^nx  —  Zan  —  x-^a 


n^ 


2"  part. 


Si  Ton  retranche  àex  les  deux  premières  parts  et  3  <i,  il  vient 

(an-^x  —  a\       (lian^-^nx  —  Zan — or -ha) 
X  —  Za —  i ^  —  ^ ' : S 


n  /»* 


oa,  rédutsanl  an  même  dénominateur  et  simplifiant, 
n^x  —  Gan^  —  2nx-h^an-\-  x  — a 


n^ 


2*  reste. 


,    ^                       ^          n^x  —  6an^  —  2/zjc  -+■  Lan  -{-  x  —  a 
La  3' part  est       3a  H 


/i» 


Zan^  -H  n?x  —  &an^  ^nnx-i-  ^an  -J-  a?  —  a  ^^ 

ou ; ^  part. 


n^ 


5. 
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Or ,  d*après  Ténoncé ,  le  bien  du  père  se  trouve  endèrcment 
partagé.  Donc ,  la  différence  entre  x  et  la  somme  des  trois  parts 
doit  être  égale  à  zéro  ;  ce  qui  donne  l'équation 

(flf/i-4-jc — a)       [p.an' -\- nx — Zan — x-j-^)   \ 


X 

n  rO  \ 

=  o. 


f  3 an^  -+-  n^x  —  6 ari^  —  inx  -^  ^an  '\-  x  —  a) 

Effectuant  toutes  les  opérations  indiquées ,  on  trouve  enfin 

6fl/i* —  ioii/ï'-i-5fl/«  —  a      a  (6/1^ —  iOrt*4-5/i —  i  ) 
/?*  —  3/i'-*-3/i — i  n^  —  3/i'-+-3/i — 1 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples , 
d'après  la  remarque  suivante  :  Dire  que  la  part  du  troisième  enfant 
se  compose  de  3a,  plus  la  /t'^'*'  partie  de  ce  qui  reste ,  et  que  le 
bien  est  alors  entièrement  partagé,  c'est  dire  que  le  troisième 
enfant  n'a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient  de 
parler  est  nul. 

Or  on  a  trouvé,  pour  Texpression  de  ce  reste  , 

ri^x  —  6a/i'  —  2 //x  -h  4  «'ï  4-  *  —  ^ 

ri" 

Ce  reste  égalé  à  zéro  donne ,  abstraction  faite  du  dénominateur, 

n^x  —  6fl/i*  —  2/ix  -h  ^an  -\'  X  —  rt=o  ; 

,,  6fl/i'  —  4^/f  H-  a a(6/i* — 4^* -+-  O 

/l'—  2/l-hl  /!'  —  2/1-4-1 

Pour  prouver  V identité  numérique  de  cette  expression  avec  la 
.  précédente  ,  il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient  de  la 
première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprime  un 
facteur  commun.  Or,  si  Ton  applique  aux  deux  polynômes 
a  (  6/î*  —  10  /i'  -+■  5/1  —  I  )  et  «^  —  3/i'  -f-  3/?  —  r  le  procédé 
du  plus  grand  commun  diviseur  (n''4l),  on  reconnaît  que  n  —  i 
est  facteur  commun,  et  en  divisant  les  deux  termes  de  la  première 
expression  par  ce  facteur  commun,  on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à  faire  voir  aux  commençants  l'impor- 
tance qu'on  doit  attacher  à  saisir  dans  renoncé  d'une  question 
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toutes  les  circoastances  qui  ])euvent  faciliter  la  formatioD  de 
Inéquation  ;  autrement  on  court  le  risque  de  parvenir  à  des  résul- 
tats plus  compliqués  qu^ils  ne  devraient  Tctre. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à  former  successivement  les  expres- 
sions des  trois  parts  ,  sont  les  conditions  explicites  du  problème 
proposé  ;  et  )a  condition  qui  a  servi  à  déterminer  Téquation  la  plus 
simple  du  problème ,  est  une  condition  implicite  qu'un  peu  d'at- 
tention a  sufB  pour  faire  reconnaître  comme  comprise  dans 
renoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts ,  il  suffirait  de  mettre 
IH)ur  X  sa  valeur  dans  les  expressions  que  Ton  a  obtenues  ci-dessus. 

Appliquons  à  un  exemple  la  formule  n  =  -^ - 

^^  ^  '  «'  —  2/1-4-1 

Soit  n  =  1 0000 ,     /i  =  5  ; 

il  vient 

ioooo(6X25-4x5-hi)      iooooXi3i      iSioooo     ^  ^i  k. 

x  = = -pi = Pi mol  0*7^. 

25 —  10  4-  I  10  10 

Vérifions  Ténoncé  sur  cet  exemple. 
Le  premier  enfant  doit  avoir 

81875  —  10000  ,_   ^ 

loooo  H — ■= 9     ou     24375. 

Il  reste  donc  81875  —  24375  ,  ou  57600,  à  partager  entre  les 
deux  autres  enfants. 

.  ,  .                             57500  —  20000  ^ 

Le  second  doit  avoir  20000  H — ' -= >  ou  27000. 

Il  reste  donc  57600  —  27600  ,  ou  3oooo ,  pour  le  troisième  , 
enfant.  Or    3oooo  est  le  triple  de  1 0000  ;  donc  la  solution  est 
vérifiée. 

On  peut  donner  de  ce  aïonie  problème  une  solution  moins 
directe,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée 
sur  celte  remarque,  que  quand  on  a  soustrait  3 a  des  deux  pre- 
mières parts ,  il  ne  doit  rien  rester. 

Drsi^nons  pai  r,  /',  r'\  les  tr(»is  restes  dont  il  est  question  dans 
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renoncé  ;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 

r  r'  r" 

«H — ,      2fl -f- -  ,      3flH • 

n  n  n 

Or,  1*.  d*après  Ténoncé ,  on  a  évidemment  r"=:  o. 
Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

r' 
2®.  Ce  qui  reste ,  lorsqu'on  a  donné  au  second  enfant  2ii  H —  9 


»      »  * 


r'          (  /i  —  1  )  r' 
peut  être  représenté  par  r ,  ou  ^ • 

D'ailleurs ,  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part  ;  ainsi  l'on  a 

(  «  —  I  )  r'  Zan 

^ 1^  =r  3  fl  ;     d'où     r'  = 

n  n  —  I 

Donc ,  la  part  du  second  est  a  a  H :  /i  =  aa  H f  *  )  . 

^  n — I  n — I    ^    * 

ou ,  simplifiant  y 

3^.  Ce  qui  reste  »  lorsqu'on  a  donné  au  premier  a  H — ,  est 

exprime  par  r ou D  ailleurs,  ce  reste  doit  repré- 
senter la  somme  des  deux  autres  parts.  On  a  donc 

In — i)r       _  nan-i-a       San — aa 

^ i~  =  3/H r= ; 

H  n  —  I  n —  1 

..   ,  San  —  2a  n  San*  —  ^an 

n  —  I         n  —  1        (1»  —  ly 

Ainsi ,  la  première  part  est 

San* — 2  an  San  —  2  a 

San  —  a  a      an*  -f-  3an  —  a 
n* — 2«-f-i        n*  —  aji  +  I 


(*)  Lc8  deux  poiniJt  :  employcs  ici  marquent  la  divÎBion  de par  n 

{voytx  n»  9). 
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On  obtient  donc  enfin  pour  le  bien  total , 

2an  -{-  a      an*  -h  3a/i  —  a 


3fl  _, , , 

n  —  I  n^ —  2«-4-'i 

ou,  prenant  /i'  —  2/}  +  i  pour  dénominateur  commun , 

3a(/i' — 2/1  >f-  i)-h(a<af/?4-fl)(^i  —  i) -h  <?/i'H"  3fl/i  —  ^ 

/l  a  —  2  «  4-  I 

puis,  efTectiiant  les  calculs  et  réduisant, 

/l"  —  2/I-I-I  (/î —  l)» 

résultat  obtenu  ci- dessus. 

Cette  solution  est  d^ailleurs  plus  complète  que  la  précédente, 
puisque  Ton  a  obtenu  en  même  temps,  et  le  bien  du  père,  et  les 
expressions  des  trois  parts. 

49.  CiNQUiixE  pROBLiuE  —  Un  père  Ordonne  par  so/^  testa  ^ 
ment  que  tainé  de  ses  enfants  aura  sur  son  bien  une  somme  a , 
plus  la  n**^  partie  du  reste;  que  le  second  aura  une  somme  2a , 
plus  la  nf^^ partie  de  ce  qui  restera  après  qiùon  aura  retranché  la 
première  part  e/  2a  ;  que  le  troisième  aura  une  somme  3  a ,  plus  la 
rt*^^  partie  du  nouveau  reste  ;  et  ainsi  de  suite ^  On  suppose  d'ail- 
leurs que  tous  les  errants  soient  également  partages.  —  On  demande 
le  bien  du  père,  la  part  de  chacun  des  enfants,  et  le  nombre  des  en- 
fants. 

Ce  problème  a  cela  de  remarquable,  que  son  énoncé  renferme 
pins  de  conditions  qu'il  n*en  îiwi  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Soitx  le  bien  du  père ,  x  —  a  exprime  ce  qui  reste  après  qu'on 
a  prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  Faîne  est 

X  —  a  an  -{-  x. —  a 

a^ 9     ou ••  i"  part. 

n  /i  * 

Retranchant  de  x  cette  première  part  et  2a,  on  obtient 

(fl/i  •+•  X  —  a)                nx  —  3fl/i  —  x-\-a 
X — 2a  —  ^ 1      ou  


dont  la  /i'*"'  partie  est 


n  n 

nx  —  Zan  —  x  -\-  a 
n 
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Ainsi ,  la  paît  du  second  enfant  est 

nx — Zan — X'\-a                 lan^-^nx — Zan — x-\-a 
2<ïH j     ou      : •••  2*  part. 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts;  mais 
puisque  tontes  les  parts  doivent  être  égales,  il  suffit,  pour  former 
l'équation  du  problème,  d'égaler  les  deux  premières  parts,  ce  qui 
donne  Téquation 

a/i-f-x  —  a       :ian^  -\-  nx  —  3fl/2— jp-ha 
n  /i' 

d*où  Ton  tire  x  =  an^ — 2éz;i  +  /i. 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  la  première 

an-\-  an^  —  v^an-k-  a  —  a 
part,  on  trouve , 

ou  réduisant,  =fl/i  —  a  =  a{n  —  i); 

n  ^  ' 

et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première,  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre  des 

^f     *        •     •    ^^^^  —  lan-^-a  j.        ,  ,        , 

entants  :  amsi , ,  ou  «  —  i ,  desmne  le  nombre  de» 

an  —  a  '         o 

enfants. 

Bien  du  père .  .  .an"^  —  7.an  -^  a  ou  a  {n  —  i ) -  j 
Part  de  Taîné  et  de  chaque  enfanf.  .  .  .a{n  —  i); 
Nombre  total  des  enfants. n  —  i . 

Il  reste  maintenant  à  savoir  si  les  autres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites;  c'est-à-dire  si ,  lorsqu'on  donne  au  second 
2/1  plus  la  n^'^  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  Za  plus  la 
g^iim0  partie  de  ce  qui  reste, . . . ,  la  part  de  chaque  enfant  est  en 
effet  a[n  —  i). 

Or  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part  étant 
fl  (/?  —  i)'  —  a  («  —  i),  la  part  du  second  doit  être 

n{n-'\j'~{i[n—\)—7.a  2a(/i— 1)4-«(«— i)*— fl(/i~i) 

2fl-l-  -- -'  ~  —    ---^ ■' .     ou    ^ ^ 1 i '  ^ 

«  n 
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OU  réduisant, 

a(/i  — i)-f-fl(n  — 1)»  ,.  fl(/T  —  i)(i -h/»— i) 

-^^ ^' ^ '—  j     ou  bien ,     — ^ -^ > 

n  n 

ou  bien  enfin ,  a{n  —  i). 

De  même,  la  différence  entre  a  (n  —  i)'  et  les  deux  premières 
parts  y  étant,  a  (n  —  i)' —  2a(n  —  i) ,  la  part  du  troisième  doit  être 

,        a(/i  — 1)»— .2a(/ï  — i)  — 3rt  .  •     '^     »     j   •• 

3  a  4-  -i i i ,  expression  qui ,  étant  réduite , 


deYient  encore  évidemment  — ^ ^ ^ 

n 

et,  par  conséquent,  a[n  —  i). 

En  général,  on  aurait  pour  la /H*"'  part, 

a(n  —  i)*  —  (p —  1)0  (n  —  i)  —  pa 


? 


pa 


n 


pain  —  i)-^a[n  —  i)*  —  (p  —  i)a{n  —  i) 
ou  ' *  ^  :  , 

n 

ou  -i '- i i-,     ou  bien ,     a (/i  —  i). 

Donc  définitivement,  toutes  les  'conditions  du  problème  sont 
remplies. 

S  II.  —  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré 
à  deux  ou  plusieurs  inconnues, 

80.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d'une  inconnue,  nous  sommes 
parvenus  à  leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  à  ce  que,  d'après  les  conditions  de  l'énoncé ,  nous  pouvions 
facilement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y 
a  plus  d'une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s'y  prepdre  pour  résoudre  ces 
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sortes  de  problèmes ,  reprenons  d'abord  quelques-uns  de  ceux  qui 
ont  été  déjà  résolus  à  l'aide  d'un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connu ft  la  somme  a  ei  la  diffé^ 
rcnce  b.  —  (C'est  le  problème  n°  4.) 

Désignons  les  deux  nombres  cherches  par  j;  et  j  ;  on  a ,  diaprés 

l'énoncé,  les  deux  équations  I  ,  ' 

Ofy  en  principe,  si  à  deux  nombres  égaux  A  et  B,  on  ajoute 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  G  et  D,  les  résultats 
A  4-  G  et  B  -h  D  sont  égaux;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  a  les  équa- 
tions A  =  B  et  C  =  D,  il  en  résulte  A  -h  C  =  B  -h  D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux,  les  restes  sont  encore  égaux  ;  c'est-à-dire  que  des 
deux  égalités  A  =  B  et  C  =  D ,  on  déduit  encore  A  —  C  =  B  ~  D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème  pro- 
pose* 

On  trouve ,  en  les  ajoutant 2x  =  ûr-H^, 

et  en  retranchant  la  2*  de  la  i" 27  =  «  —  h. 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  in- 

a-^  b 
connue ,  on  tire  de  la  première ,       x  = ^ 

et  de  la  seconde,  y  = • 

En  efîet,  on  a 

a-i-b       a — b       aa  a-^-b       ia  —  b)       ai        , 

--?— H =  —  =  rt,     et     — î- ^- ''  =  —  =b. 

222  2  22 

Soit  encore  repris  le  problème  de  Touvrier  (n®  47) ,  en  ne  con- 
sidérant que  l'énoncé  général. 

Soit  X  le  nombre  de  jours  de  travail ,  et  j  le  nombre  de  jours 
d'oisiveté;  ax  et  by  expriment  respectivement  la  somme  que  l'ou- 
vrier doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail ,  et  celle  qu'on  doit  lui 
retenir  pour  les  jours  d'oisiveté. 

On  a  donc  lïs  deux  équations  \  , 

*  \ax—  hy  ::=^  c. 
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Or  on  sait  (n®  45)  qu*il  est  permis  de  multiplier  les  deux 
membres  d'une  équation  par  un  même  nombre,  sans  que  Tégalitc 
soit  détruite  ;  ainsi ,  Ton  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la 
première  équation  par  6,  coefficient  de  x  ^^^^  ^^  seconde;  et 

il  vient bx  -^  by  =  bn^ 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde ax  —  by  ^=c^ 

donne  par  addition ,  6x  -4-  ax  =  on  -h  r  :  d*où       x  == r  • 

"^  a  -h  o 

Multipliant  de  même  la  première  par  a ,  coefficient  de  x  dans  la 

seconde,  on  a ox  +  ^X  =  ^^» 

équation  qui ,  combinée  avec  la  seconde ax'-^  byz=z  Cy 

donne  par  soustraction,  (a-f-6)>-=<r/i  — c  ;  d'où      y  = 7  • 

L'introduction  d'un  caractère  pour  représenter  chacune  des  in- 
connues dans  les  deux  problèmes  précédents  offre ,  sur  la  solution 
qui  a  été  donnée  précédemment,  Favantage  de  faire  connaître  les 
deux  nombres  cherchés ,  indépendamment  Tun  de  l'autre. 

ELIMINATION. 

m.  Soient  maintenant  les  deux  équations  l  ^  j[   ' 

(   iixH-97  =  69, 

qu'on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé 
d'un  problème  à  deux  inconnues. 

Si,  dans  ces  deux  équations,  l'une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction  , 
former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  l'autre 
inconnue,  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Or,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  9,  coefficient  de  y  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  de  y  dans  la  première,  on 

obtient  par  cette  double  multiplication  j  ^  ^  J^  ]^  ,^^* 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  y  est  affecté  du  même  coefficient. 
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Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la 
seconde;  il  vient  32x  =  96,  d'où  jr=  3. 

Pareillement,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  II,  coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deiîx 
membres  de  la  seconde  par  5 ,  coefficient  de  x  dans  la  première , 

qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coeHicient  de  x  est  le  morne. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve       82^  =128,  d*où  /  =  4» 

Ainsi ,  a:  =  3  et  j'  =  4  sont  les  deux  valeurs  de  x  et  de  j^  propres 
à  vérifier  Pénoncc  de  la  question.  En  effet.  Ton  a 

i«.  5x3-H7X4=  15-^28=43;  2M  ix34-9X4=33-+-36=69. 

L^opération  qui  vient  d*étre  exécutée ,  et  au  moyen  de  laquelle  on 
obtient  les  valeurs  des  inconnues,  propres  à  satisfaire  à  des  équa- 
tions données ,  est  connue  sons  le  nom  à* élimination,  parce  qu'en 
effet  elle  consiste  à  chasser  l'une  des  inconnues  par  des  transfor- 
mations permises  que  Ton  exécute  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a  beaucoup  d^analogie  avec  la  réduction 
des  fractions  au  même  dénominateur;  aussi  est-elle,  comme  cette 
dernière  opération ,  susceptible  de  quelques  simplifications. 

Soient  pour  nouvel  exemple  les  deux  équations 

8  or  —  21  j'  =    33, 

6x  4-  35/  =  177 . 

Pour  rendre  les  deux  coefficients  de  y  égaux,  remarquons  que  21 
et  35  ont  un  facteur  commun  7  ;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5,  et  la  seconde  par  3  ;  ce  qui  donne  les 

,  Il      •       .♦        (  4o^  —  io5r  =  i65, 

deux  nouvelles  équations  \     es  *-  i-^ 

\   ioj: -h  looj  =  53i , 

équations  qui ,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58  j:  =  6c)6,     d'où     X  =  12. 
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Pai-cillement ,  les  deux  coefficients  de  x  renferment  le  facteur 
commun  2;  ainsi,  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficients 
égaax,  de  multiplier  la  première  par  3  et  la  seconde  par  4  ;  c^ 

qui  donne  !      ,  ,  ^ 

(   24X  4-  y^oy  =  700. 

Retranchant  la  première  équation  de  la  deuxième ,  on  trouve 

2o3 j  =  609,     d'où    y  =  3. 

iV.  B.  —  Il  est  très-important  de  reconnaître  si  les  coefficients 
ont  des  facteurs  communs,  puisque,  dans  ce  cas,  on  a  des  calculs 
plus  simples  à  effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple  les  équations 

-^  — 4  +  --^*=8 — in — , 
3^2  4      '^ 

y       X  I 

^ h2=^  — 2x4-6. 

02  o 

II  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d'après  la 
règle  (n**  44),  et  Ton  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8a:  —  48  +  6/  -h  ï  2  X  =  96  —  9^  -f-  I  , 

y  —  3ar  4-  12  =     i  —  \ix  4-  36, 

ooréduisant,  i  ^^'^  + '^^  =  '4^,  ^^  j^.^    I  4*+ 3^=29. 

Multipliant  par  3  la  seconde  équation  ,  et  retranchant  du  résultat 
la  première,  on  trouve  23j:==46;  d'où  j:  =  2.  Mais  on  a 
d'ailleurs  j^  =  25  —  9*  ;    donc  j  =  25  —  9X2  =  7. 

52.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à  trois 

inconnues. 

I^x  —  6/  4-4^  =  ï^> 
7x4-4/ — 3z  =  19, 
2x  4-    ^  -|-  62  =  46- 

Pour  éliminer  z  entre  les  deux  premières  équations,  il  faut  mul- 
tiplier la  première  par  3  et  la  seconde  par  4>   pi"s  ajouter  les 
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deux  résultats  (puisque  les  coefficients  de  z  sont  de  signes  con- 
traires), ce  qui  donne  pour  nouvelle  équa- 
tion  43*  —  2/  =  lax. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2 
(Tun  des  facteurs  du  coefficient  de  z  dans 
la  troisième  ) ,  et  ajoutant  le  résultat  avec  la 
troisième ,  on  a i6jc  -|-  gx  =  84- 

La  question  est  donc  ramenée  à  trouver  d'abord  les  valeurs  de  .r 
et  de  ^ ,  propres  à  satisfaire  à  ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  Ton  multiplie  la  première  par  9 ,  la  seconde  par  2,  et 
qu*on  ajoute  les  deux  résultats ,  on  trouve 

4i9x=:i257;     d'où  Ton  tire    x=i3m 

On  pourrait  y  à  l'aide  des  deux  équations  en  x  et  /,  déterminer 
^  comme  on  a  déterminé  x  ;  mais  on  parvient  plus  simplement  à 
la  valeur  dej^,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient ,  lorsqu'on  y  met  pour  x  sa  valeur  , 

48  -h  9/  =  84 ,  d'où  l'on  lire    /  _,84  — 48__^ 

y 

De  même ,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient , 
lorsqu^on  y  remplace  xeif  par  leurs  valeurs  , 

24 

l5 —  24-l-4*='^>      ^'^^      Zz=—^:=6. 

4 

Kn  général ,  soit  un  nombre  m  d^équations  à  pareil  nombre 
d'inconnues.  Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues  »  combinez 
successivement  une  quelconque  des  équations  avec  chacune  des 
(m  —  I  )  autres ,  de  manière  à  éliminer  la  même  inconnue.  Fous 
obtenez  ainsi  (m  —  i  )  nouvelles  équations  renfermant  (m  —  i  ) 
inconnues  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations  pro^ 
posées  ;  c'est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nouvelle  inconnue  en 
combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  avec  les  {m  —  2  )  autres , 
ce  qui  donne  (m  —  2  )  équations  renfermant  (m  —  2  )  inconnues. 
Continuez  cette  suite  d'opérations  Jusqu'à  ce  qu'enfin  vous  par- 
veniez à  une  seule  équation  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue , 
et  {le  laquelle  vous  tirerez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue. 
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Après  quoi ,  remontant  de  proche  en  proche  jusqu'à  l'une  des 
équations  proposées ,  vous  déterminez  successivement  les  valeurs  des 
autres  inconnues. 

53.  La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d^exposer  est 
conoue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  par  soustraction  , 
parce  qu'en  effet  on  parvient  à  chasser  les  inconnues  par  des  addi- 
tions et  soustractions,  après  avoir  toutefois  préparé  les  équations 
de  manière  qu'une  inconnue  soit  afTectée  du  même  coefficient  dans 
toates  les  deux. 

n existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d'élimination. 
La  première ,  appelée  méthode  par  substitution  ,  consiste  à  tirer  de 
Tune  des  équations  la  valeur  d'une  inconnue ,  comme  si  les  autres 
étaient  déjà  déterminées ,  et  à  substituer  celte  valeur  dans  les 
autres  équations,  ce  qui  donne  lieu  à  de  nouvelles  équations  qui 
renferment  une  inconnue  de  moins,  et  sur  lesquelles  on  opère 
comme  sur  les  équations  proposées. 

La  seconde ,  appelée  méthode  par  comparaison ,  consiste  à  tirer 
les  valeurs  d'une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations,  et  à 
égaler  ces  valeurs  deux  à  deux  ;  ce  qui  doane  nécessairement  lieu 
à  de  nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue  de  moins  ,  sur 
lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n'offre  pas  la 

méthode  par  addition  et  soustraction ,  c'est  de  donner  lieu  à  de 

nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu'il  faut  ensuite 

faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  W  méthode 

par  substitution ,  toutes  les  fois  que  l'une  des  inconnues  a  un 

coefficient  égal  à  l'unité  dans  Tune  des  équations ,  parce  qu'alors 

l'inconvénient  dont  nous  venons  de  parler  n'a  plus  lieu.  Nous 

aurons  quelquefois  occasion  de  l'employer.  Mais  ,  en  général ,  la 

méthode  par  addition  et  soustraction  est  préférable;  elle  présente 

d'ailleurs  cet  autre  avantage ,  que ,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 

trop  grands ,  on  peut  faire  l'addition  ou  la  soustraction  en  même 

temps  que  la  multiplication  qui  tend  à  rendre  les  coefficients  égaux. 

SA,  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à  la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu 
(l'adresse,  réliminatioto  se  fait  tivs-prompU-ment. 
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Soient  les  quatre  équations  à  quatre  inconnues  : 

2.r —  3/  -f-  23  =   l3 (l), 

4«  —  2j:=  3o (2), 

4rH-2«=  14 (3), 

5^ -h  3a  =  32 (4). 

• 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations ,  on  voit  que  Téliinination 
de  z  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation  en  x  et  ^  ; 
et  si  Ton  élimine  u  entre  les  équations  [1)  et  (4)*  on  obtiendra  une 
seconde  équation  en  a;  et/  ;  ces  deux  dernières  inconnues  peu- 
vent donc  être  déterminées  aisément.  D'abord  ,  l'élimination  de  z 
entre  (i)  et  (3)  donne  7/  —  2 a?  =    i  ; 

celle  de  a  entre  (2)  et  (4)  donne  20/  +  6x  =  38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations   par  3,    et 

ajoutons;  il  vient 4'^  =  4* 

d*où /  =   1 

Substituant  cette  valeur  dans  7/ —  2x=  i  , 
on  trouve x  =z  Z 

Reportons  la  valeur  de  x  dans  Téquation  (2)  ; 
il  en  résulte  4  u  —  6  =  3o  ;  d'où a  =  g 

Enfin  ,  la  substitution  de  la  valeur  de  y  dans 
réquation  (3)  donne z  =  5 

Nous  proposerons  pour  exercice  les  cinq  équations  suivantes: 

7  X  —  2z  -f-  3tf  =  17  \         qui  donnent,  pour  valeurs  des 
4/  . —  2  3  4-     r  =  1 1  I  inconnues  , 

5/—  3«--2»  =     8  }    X=2,  jr=:4,    «=3,   W  =  3,  ^r=i. 

4/  —  3a4-2r=    9 
3z  4-  81*31:  33 

55.  Dans  tout  ce  qui  précède  ,  nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour  dési- 
gner les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à  pin- 
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âcurs  inconnaes,   pour  qu*il  soit  déterminé,  c'est-à-dire  pour 

qu'il  n'admette  pas  une  infinité  dé  solutions. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu\in  problème  à  deux 

inconnues  x,  j'  conduise  à  l'équation  unique  5x  —  3^=  129 

1 2  "^—  3  y 
on  en  déduit  x  = je •  Or,  si  Ton  fait  successivement 

y=:iy     2,     3,      4»     5,      6,..., 

•I  1  ^      î8     21      24     27       ^ 

Il  en  resuite     x=o,    -^t  -^^    -~>   -^t     b,...; 

et  tous  les  systèmes  de  valeurs 

{x=3,  r  =  Oi  ("^^T'  r  =  '-i)'   (•^~^'  j  =  3j,..., 

mis  pour  x  et  y  dans  Téquation,  y  satisfont  également. 

Si  Ton  avait  deux  équations  à  trois  inconnues,  on  pourrait 
d'abord  éliminer  Tune  des  inconnues  à  Taide  des  équations  pro- 
posées, et  l'on  parviendrait  ainsi  à  une  équation  qui,  renfermaift 
deux  inconnues,  pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d'où  Ton  déduirait 
également  une  infinité  de  valeui^  pour  la  troisième  inconnue. 
Donc,  en  général,  pour  qu^m  problème  ^dit  déterminé ,  il  faut 
que  son  énoncé  renferme  un  nombre  de  conditions  différentes,  au 
moins  égal  à  celui  des  inconnues,  et  que  ces  conditions  puissent 
être  exprimées  chacune  par  une  équation.  Au  reste,  nous  revien- 
drons plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  à  un  nombre 
d'équations  essentiellement  différentes,  moindre  que  celui  des  in- 
connues. 

86.  Passons  à  la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

Sixième    pboblème.  —    Une  personne  possède   un   capital  de 

3o  000 Jr.  qu'elle/ait  valoir  à  un  certain  intérêt;  mais  elle  doit  une 

somme  de  20  000  fr.  dont  elle  paye  un  certain  intérêt  différent  du 

premier:   l'intérêt  qu'elle  retire  surpasse  celui  qu'elle  paye  de 

600  fr,  —  Une  seconde  personne  possède  Z5  000  Jr,  qu'elle  /ait 

Jlg-  B.,  \o^  éd.  -  6 
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valoir  au  second  taux  d'intérêt;  mais  elle  doit  une  somme  de 
a4  ooo/r.  dont  elle  paye  V intérêt  d* après  le  premier  taux  :  l'intérêt 
qu'elle  retire  surpasse  celui  qu'elle  paye  de  3iO  fr.  —  On  de- 
mande les  deux  taux  d'intérêt. 

Solution,  — Soient  d?  eiy  les  deux  taux  d'intérêt  pour  loo  fr. 
Pour  obtenir  Tintérct  de  3oooo  fr.  au  taux  désigne  par  x,  il  faut 

,    , ,.    ,  .  o  3"oooj7 

établir  la  proportion      i  oo  :  x  :  :  3o  ooo  :  ou  3oo  x, 

■^     "^  lOO 

On  obtiendra  de  même,  pour  l'intérêt  de  20000  fr.  au  taux 

»'    .  '  20000/  w     •  J»  ^1»'  'I. 

désigne  par/, ^  ou  200/.  Mais,  d  après  1  énonce,  !  excès 

du  premier  intérêt  sur  le  second  est  égal  à  800  fr.  On  a  donc  pour 
première  équation  du  problème , 

3oox  —  200/  =  800. 

En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  pro- 
blème ,  on  parviendrait  à  la  nouvelle  équation 

35o/ — 24oar  =  3io. 

Maintenant,  les  deux  membres  de  la  première  équation  étant 
divisibles  par  100,  et  ceux  de  la  seconde  par  10,  on  peut  rem- 
placer les  deux  équations  par  celles-ci  : 

3* —    2/=    8, 
35/  —  24^  =  3i. 

Pour  éliminer  or,  multiplions  la  première  équation  par  8,  et 
ajoutons;  il  vient  i9/r=g5,     d'où     /=:5. 

Remplaçant  /  par  sa  valeur  dans  la  première  équation,  Ton 

trouve  3ar— 10  =  8,     d'où     .r  =  6. 

Ainsi,  le  premier  taux  est  6  pour  },  et  le  second  5. 
En  effet, 

3o  000  fr.  placés  à  6  p.  f  donnent      3oo  X  6     ou     1 800  fr. 

20  000 à  5 donnent      200  X  5    ou     1 000 , 

et  l'on  a 1 800  —  1 000  =  800. 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 
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i$7.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à  une  et  à  plu- 
sieurs inconnues ,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commençants  à 
s*exercer. 

Septiàme  problème.  —  Un  ouviier  peut  faire  un  certain  ou- 
trage exprimé  par  a ,  dans  un  temps  exprimé  par  b  ;  un  second 
ouvrier,  l'ouvrage  c  dans  un  temps  d;  un  troisième,  Vomrage  e 
dans  un  temps  f.  —  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois  oU" 
mcrsj  travaillant  ensemble,  pour  faire  l'ouvrage  g. 

bàfg 

Réponse.  x  =  — r-^ —^ r-— . 

^  adf-\-  bcf-h  bde 

(On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité 
d'ouvrage 9  et  le  jour  pour  unité  de  temps.) 
Application...  û=27**""";  bz=^J'^'''\  r^SS^j  dsziSJ  'y  e=:4o"; 
/=  1 2>  ;  gz=  igi  ";  on  doit  trouver  x  =  1 2-/. 

Huitième  problème.  —  On  a  de  l'eau  de  mer  qui,  sur  32  Ailo- 
grammes ,  contient  i  Ailogr.  de  sel,  —  Combien  faut-il  ajouter 
d'eau  douce  à  ces  32  kilogr,  pour  que,  sur  32  Ailogr»  du  nouveau 

mélange,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à  -xde  kilogramme?,  . . . 

o 

(Rép.  224^.) 

Neuvième  problème.  —  Une  montre  marque  midi,  —  On  de- 
mande combien  de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se, 
rencontreront  depuis  midi  jusqu'à  minuit,  et  à  quelle  heure  se  fera 
chaque  rencontre, 

(Rép.  Nombre  des  rencontres,  11  ;  i"  rencontre,  à  i^  5'"  ~^; 
7!" rencontre,  «2*  lo*"  —  ;  3%  à3*  16*"^. . .  ;  io%  à  io*54**-rrî 
1 1*,  à  minuit,  ) 

Dixième  problème.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres, 
La  somme  des  chiffres  est  11  ;  le  chiffre  des  unités  est  double  de 
celui  des  centaines;  et  quand  on  ajoute  297  à  ce  nombre,  on 
obtient  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé.  —  Quel  est  le 
aombre  qui  jouit  de  cette  propriété? . ,  ,   (Rép.  320.) 

Qvzième  problème.  —  Une  personne  qui  possède  1 00  000  fr. 
les  fait  valoir,  une  jujrtie  à  S  pour  -J  et  Vautre  partie  a  ^pour  |; 
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elle  retire  pour  le  tout  ^6^0  /r,  tVintérét, —  On  elcmnnde  les  deux 
parties,,,.   (Rép.  64ooo^  et  36ooo^.) 

Douzième  problème.  — Une  personne  possède  un  certain  capital 
qu'elle  fait'  valoir  à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui 
possède  10  ooo  fr,  de  plus  que  la  première  y  et  qui  fait  valoir  son 
bien  de  i  pour  |-  plus  avantageusement  qu^elle,  a  un  revenu  plus 
grand  de  Qoo  fr.  Une  troisième  personne  qui  possède  iScoo/r.  de 
plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  de  2  pour  \  plus 
avantageusement  qu'elle,  a  un  revenu  plus  grand  de  i  5oo  fr. 
—  On  demande  les  biens  des  trois  personnes  et  les  trois  taux 
d'intérêt. 

(Sommes  placées      3o  ooo  ^y  ^o  ooo  ^,  4^ ooo  ^, 

Taux  d'intérêt. .  4»  5>  6.) 

§  Iir  —  Problèmes  qui  donnent  lieu  à  des  résultais 
négatifs.  —  Théorie  des  quantités  négatives. 

58.  L'emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes donne  souvent  lieu  à  des  circonstances  singulières  qui 
embarrassent  au  premier  abord;  mais  en  y  réfléchissant,  on 
parvient  à  les  expliquer,  et  mcme  à  eti  tirer  parti  pour  généraliser 
encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  :  Trouver  un  nombre 
qui  y  ajouté  au  nombre  b,  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution.  —  Soit  x  le  nombre  cherché  ;  on  a  évidemment  pour 
équation, 

b-^-  X  =  aj     d*où     X  =  a  —  b. 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  jt,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé. 

Soit,  par  exemple,  o  =  47,  ^  =  29;  il  vient  0:= 4? —  219  =  18. 
Soit  encore  a  =  24 ,  è  =  3i  ;  il  vient  x  =  24  —  3 1 . 

Comme  3i  est  égal  à  24-1-7,  ^^"®  expression  de  x  peut  se 
mettre  sous  la  forme  .r  —  24  —  24  —  7  ,  ou  réduisant,  x  =  —  7. 
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Celte  valeur  obtenue  pour  x  est  ce  qu'on  appelle  une  solution 
négative.  Mais  comment  rintcrpréter? 

En  remontant  à  renoncé  du  problème,  on  voit  qu^il  est  impos- 
sible que  3 1  augmenté  d'un  autre  nombre  donne  pour  somme  24» 
nombre  plus  petit  que  3i.  Ainsi,  aucun  nombre  ne  peut  vérifier 
renoncé  dans  ce  cas  particulier.  Cependant  si,  dans  l'équation 
du  problème,  3i  -hJf=  24,  on  met  à  la  place  du  terme  -ha: 
la  valeur  négative  —  7  7  il  vient  3i  —  7  =  24 ,  équation  exacte , 
qui  veut  dire  que  le  nombre  3i  diminué  de  7  donne  pour  diffé- 
rence 24* 

La  solution  négative,  x  z=i  — 7,  indique  donc  Timpossibilité 
de  satisfaire  à  Ténoncé  du  problème  dans  le  sens  où  il  a  été  établi; 
mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son  signe, 
c'est-à-dire  supposant  a;  =  7,  on  voit  qu'elle  satisfait  à  l'énoncé 
modifié  ainsi  :  Trouver  un  nombre  qui,  retranché  de  ^i,  donne 
pour  différence  24,  énoncé  qui  diffère  du  premier,  Trouver  un 
nombre  qui ,  ajouté  h  3i,  donne  pour  somme  24,  en  ce  point 
seulement,  que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mot 
retrancher,  et  le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  l'on  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement,  il  n'y  a 
qu'à  poser  l'équation 

3i  — j:  =  24;     d'où     3i  — 24  =  -c,      ou     x  =  7. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  :  Un  père  a  un  nombre  a 
(Vannées;  son  fils  en  a  un  nombre  b.  —  On  demande  dans  combien 
d'années  l'dge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père? 

Solution. 

Désignons  par  x  le  nombre  d'années  cherche;  a  -\-x  et  b  -\-x 

expriment  respectivement  les  âges  du  père  H  du  fils  au  bout  de  ce 

a  — f—  X 
nombi'c  d'années  ;  ainsi ,  l'on  a  l'équation  b  -^  x  =  —  —  ; 

(Jou  j:  = 5 

Supposons  /i  =  54  ,   b  =  6;  il  vient  x  =  ^= — 5 =  6. 
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En  effet,  le  père  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fils  g,  dans 
6  ans  le  père  aura  6o  ans  et  son  fils  i5;  or  i5  est  égal  au  quart 
de  6o  ;  donc  ^  =  6  satisfait  à  Ténoncé. 

Actuellement ,  supposons  a  =  4^ ,  ^  =  1 5  ;  il  vient  x  =  - — - —  • 

On  réduit  cette  expression  à  jr  =  —  5 ,  en  effectuant  autant  que 
possible  la  soustraction  indiquée  par  45  —  6o ,  ce  qui  donne  —  1 5 , 
et  divisant  —  i5  par  3,  d'après  la  règle  établie  (n^  8^)  pour  la 
division  algébrique.  Mais  comment  interpréter  la  solution  né- 
gathe  X  =  —  5  ? 

Remontons  h  Téqualion  du  problème,  qui,  dans  le  cas  parti- 

culier  que  non»  considérons ,  est  1 5  -H  x  =  ^ — v — .  Elle  ren- 
ferme une  contradiction  manifeste;  car  le  second  membre  revient 
à  -y-  +  7  ;  et  chacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite  <iue 

chacune  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  Ton  ren^- 

X5  —  5 
place  dans  Téquation ,  -h  x  par  —  5 ,  il  vient  i5  —  5  =  - — ^ —  ? 

ou   io  =  -y-9    équation  exacte,  qui    veut   dire  que  si,  au  lieu 

d'ajouter  un  certain  nombre  d'années  aux  deux  âges ,  on  en  re- 
tranche 5 ans,  l'âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi, 
la  solution  que  l'on  vient  de  trouver,  étant  considérée  indépen- 
damment de  son  signe,  satisfait  ce  nouvel  énoncé  :  Un  père  a 
45  ans,  son  fils  en  a  i5.  —  On  demande  à  quelle  époque  Vdge  du 
fils  a  été  le  quart  de  celui  du  père. 

L'équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5  —  j:  =  - — 7- —  >  d'où 

4 

l'on  tirerait  60  —  ^x  =  45a:,  et  j:  =  5. 

On  voit  en  effet,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  l'énoncé  du 

problème,  que  le  rapport  de  l'âge  du  fils  à  celui  du  père  étant 

i5         I 
actuellement  77,  ou^,  l'âge  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart 

de  celui  du  père;  mais  il  l'a  été  précédemment,  parce  que ,  comme 
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OA  Ta  prouvé  [p?  6)  d'une  manière  générale ,  si  Ton  ajoute  aux 
lieux  ternies  d*iine  fraction  un  même  nombre ,  la  fraction  augmente 
toujours  de  valeur.  Au  contraire,  elle  diminue  de  valeur  quand  on 
retranche  un  même  nombre  de  chacun  de  ses  deux  termes. 

59.  En  nous  laissant  conduire  par  Tanalogie,  nous  pouvons 
établir  ce  principe  général  : 

i".  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  l'inconnue  d^un  pro- 
blème du  premier  degré  indique  un  vice  dans  le  sens  des  condi^ 
tiens  de  l'énoncé,  ou ,  du  moins,  dans  réquation  qui  en  est  la 
traduction  algébrique,  (  Voyez  la  remarque  du  n*  60.) 

a".  Cette  valeur,  abstraction  faite  de  son  signe,  peut  être  re^ 
gardée  comme  la  réponse  à  un  problème  dont  l'énoncé  ne  diffère 
de  celui  du  problème  proposé  qu'en  ce  que  certaines  quantités, 
d'additives  quelles  étaient,  sont  devenues  soastractives,  et  récipro- 
quement. 

Démonstration.  —  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à  démontrer.  En  effet,  si  Ton  trouve  pour  a:  une  valeur  néga- 
tive, cela  provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  nature 
même  de  Téquation  établie,  on  a  été  conduit  à  soustraire  un 
nombre  plus  grand  d'un  nombre  plus  petit,  opération  inexé» 
cutable.  C'est  ainsi  que  les  valeurs  x  :=z  —  7,  x=  —  5,  sont 

provenues  (n**  58)  des  équations  x  =  24  —  3i ,  x  =  - — ~ 

o 

Oc,   si  aucun  nombre  absolu  {*)  mis  pour  x  ne  peut  vérifier 

réquation  à  laquelle  on  est  parvenu  en  exécutant  sur  celle  du 

problème  les  transformations  indiquées  (n^  45,  44),  il  faut  que 

cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être  vérifiée  dans  le 

sens  où  elle  a  été  formée;  car  l'exactitude  de  ces  transformations 

estinen  constatée  pour  toute  équation  susceptible  d'être  vérifiée 

par  un  nombre  absolu  qu'on  y  mettrait  pour  l'inconnue. 

Souvent,  Tinn possibilité  de  résoudre  la  question  ou  Tcquation, 

dins  le  sens  où  elle  a  été  établie^  est  évidente  à -la  seule  inspection. 


(*)  On  appelle  nombre  absolu  tout  nombre  considère  indépendamment  du 
si{;ne  de  raJclilion  ou  de  la  soustraction. 
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soit  de  renonce ,  soit  de  Téquation  :  les  deux  problèmes  précédents 
en  sont  des  exemples.  D'autres  fois ,  cette  impossibilité  est  difficile 
à  découvrir^  mais  la  suite  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre 
dans  tout  son  jour. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  principe. 

Observons  d*abord  que  si,  dans  Téquation ,  Ton  remplace  x  par 

—  Xy  tous  les  termes  renfermant  jt,  s'ils  sont  additifs,  deviendront 
soustraclifs,  et  réciproquement;  car  si  l'on  a,  par  exemple,  le  terme 
-f-  axy  en  mettant  —  x  à  la  place  de  j?,  il  deviendra  -h  /i  X  —  ^,011 

—  ax.  De  même,  si  Von  a  le  terme  —  bxy  il  deviendra  —  ft  X  —  x^ 
ou  +  bx.  Ainsi ,  en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
équation,  on  aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  diffé- 
rera du  premier  qu'en  ce  que  certaines  quantités,  d'additivcs 
qu'elles  étaient,  seront  devenues  soustractives,  et  réciproquement. 

Il  reste  à  faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  —  x  h. 
la  place  de  x  dans  l'équation  donne  lieu  au  résultat  x=:/^,  si 
l'on  avait  d'abord  obtenu  x  =  —  p[p  est  ici  regardé  comme  un 
nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l'équation  primitive  du  problème,  on  peut 
toujours, ^ar  des  transformations  connues,  la  supposer  ramenée  à 
la  forme  ax  =  —  b[a  et  b  étant  des  nombres  absolus). 

De  celte  équation  1  on  tu^e  x  =  ■ —  ,  ou  jt  = ,  ou  bien  , 

^  a  rt 

enfin ,  x  =  —  p,p  exprimant  le  nombre  absolu  —  Mais  si  l'on  met 

—  .r  à  la  place  de  x  dans  l'équation  primitive,  on  parviendra ,  en 
opérant  sur  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  première,  à  l'équa- 
tion —  ax:=2  —  b  ; 

d  ou  X  z=z ,     ou     xz=~,     ou  enfin,     x  =  p, 

—  a  a 

—  Ce  qu'il /allait  démontrer  {*). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit  inter* 

{*)  L^énoncé  du  principe  précédent  ot  une  partie  de  la  dcmonstralion 
sont  extraits  de  Touvrage  intitulé  :  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Calcul 
infinitésimal,  seconde  édition  ;  par  Carnot. 
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prêter  les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regardées , 
abstraction  faite  de  leur  signe ,  comme  des  réponses,  non  aux  ques- 
tions telles  qu'elles  ont  été  étal^Iies ,  mais  à  des  questions  de  même 
nature,  dont  certaines  conditions  ont  été  modifiées;  et,  pour 
obtenir  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  le  plus  sûr  est  de  remontera 
Véquation  du  problème  y  d*y  changer  x  en  —  x  ,  puis  de  traduire 
en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation.  (  Ployez  le  n"  7i  pour  la 
démonstration  du  même  principe  ,  dans  les  équations  du  premier 
di^ré  à  plusieurs  inconnues.  ) 

60.  Reman/ue.  —  Le  principe  qu'on  vient  d'établir  n'est  rigou- 
reusement vrai  que  pour  les  équations  ,  et  il  ne  Test  pas  toujours 
l>our  les  énoncés  des  problèmes;  c'est-à-dire  que  tel  problème 
peut  avoir  an  énoncé  exact,  lors  même  qu'en  résolvant  l'équation 
établie  on  parvient  à  une  valeur  négative.  Cela  tient  à  ce  que  l'algé- 
briste,  dans  l'application  de  ses  méthodes  à  la  résolution  d^m 
problème ,  prend  souvent  certaines  conditions  dans  un  sens  opposé 
a  celui  où  elles  devraient  être  prises  ;  et,  dans  ce  cas ,  la  solution 
négative  qu'il  obtient  redresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a 
envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l'équation  est  vicieuse,  quoique 
le  problème  soit  susceptible  d'être  résolu;  et  ce  n'est  que  lorsque 
l'équation  est  la  traduction  fidèle  de  l'énoncé  et  du  sens  de  toutes 
ses  conditions,  que  le  principe  est  applicable  aux  énoncés.  Nous 
en  verrons  des  exemples  par  la  suite;  mais  c'est  principalement 
dans  les  applications  de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie 
que  le  principe  est  applicable  aux  équations  plus  qu'aux  énoncés 
eux-mêmes. 

Au  reste,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  démonstration  qui 
en  a  été  donnée,  on  verra  que  les  raisonnements  portent  plutôt 
sur  les  équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations  sont  regar- 
dées comme  la  traduction  algébrique. 

61.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a  été  conduit  à  mul- 
tiplier -f- a  par  —  Xy  à  diviser  —  b  par  -f-  «,• —  b  par  —  a;  et 
Ion  est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les 
rt^gles  des  signes  établies  pour  la  multiplication  et  la  division  des 
/w/vnôiucs.    Il    peut  paraître,  au    premier  abord,   nécessaire  de 
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démontrer  ces  régies  par  rapport  aux  monômes  isolés;  et  c^est 
en  effet  ce  que  font  presque  tous  les  auteurs.  Mais  les  démonstra- 
tions qu*ils  en  donnent  n'ont  que  Tapparence  de  rexactitudc»  ou 
laissent  beaucoup  de  vague  dans  l'esprit.  Nous  dirons  donc  que 
Y  On  a  étendu  aux  quantités  monômes  les  règles  des  signes  éta- 
blies et  démontrées  pour  les  poljrndmes,  afin  de  donner  une  inter- 
prétation aux  résultats  singuliers  que  fournit  l'algèbre.  En  n'ad- 
mettant point  cette  extension ,  on  se  primerait  d'un  des  principaux 
avantages  de  la  langue  algébrique,  lequel  consiste  à  embrasser 
dans  une  seule  et  même  formule  les  solutions  de  plusieurs  ques- 
tions de  même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le 
sens  de  certaines  conditions,  c'est-à-dire  en  ce  que  certaines  quan^ 
tités  sont  additives  dans  les  uns  et  soustractioes  dans  les  autres,  et 
réciproquement. 

L^extension  aux  quantités  monômes,  des  régies  établies  pour 
les  polynômes,  peut  toutefois  être  motivée  par  les  considérations 
suivantes  : 

La  démonstration  exposée  n^  17,  pour  la  multiplication  d^un 
binôme  a  —  b  par  un  binôme  c  —  d,  suppose  évidemment  a^b 
etc'^d.  Si  le  contraire  a  lieu,  ces  raisonnements  n'offrent  plus 
à  Tesprit  aucun  sens  rigoureux  ;  et  cependant  la  règle  des  signes 
une  fois  établie ,  on  ne  songe  pas  h  la  révoquer  en  doute ,  quels 
que  soient  les  rapports  de  grandeur  de  a,  6,  r,  r/. 

Cela.posé,  le  produit  de  a  —  b  par  c  étant  ac  —  bc^  il  s'ensuit 
que  le  produit  d'une  expression  négative  a  —  h  {a  étant  <^  b)  par 
une  quantité  positive  c  est  négative. 

De  même,  le  produit  de  b  par  c  — d  étant  bc  —  bdy  il  en  résulte 
que  le  produit  d'une  quantité  positive  b  par  une  expression  néga* 
tive  c  —  d  (c  étant  <^  d  )  est  négatif. 

Enfin ,  le  produit  de  a  —  b  par  c  —  d  étant,  comme  on  Fa  dit , 
ac  —  bc  —  ad-+-  bd,  expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
bd  —  ad  —  bc  -\-  ac ,  ou  d{b  —  a)  —  c{b  —  a),  si  Ton  suppose 
d'^c,  et  b"^ a  ou  b  —  a  positif ,  il  en  résulte  nécessairement 
d{b  —  a)'^  c(b  —  a)f  et  par  conséquent ,  d(b  —  a)  —  c[b  —  d), 
positif.  Donc  le  produit  d^une  expression  négative  a  —  b  par  une 
expression  négative  c  —  d  (a  étant  <^  ô  ci  c<:!^d)  est  positif. 
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(Test  d'ailleurs  là  ce  qui  constitue  l'un  des  caractères  distincCifs 
de  PÂlgèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie ,  lés  raisonne* 
ments  portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  Tesprit  peut  saisir, 
tandis  cfu'en  Algèbre,  on  raisonne  et  Ton  opère  le  plus  souvent 
sur  des  êtres  imagînairesy  ou  sur  des  symboles  présentant  des 
opérations  inexécutables;  mais  l'exactitude  des  résultats  qu'on 
obtient  par  ce  moyen ,  et  auxquels  on  parviendrait  également  par 
des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beaucoup  plus  longs,  justifie 
suffisamment  la  marche  qu'on  a  suivie. 

68.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monômes,  sont 
d*on  usage  continuel  en  Algèbre ,  il  est  à  propos  d'en  présenter 
ici  l'ensemble.  D'ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de  nouvelles 
expressions  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l'addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  -h  6  ou  —  b  avec  une  quantité  exprimée  par  a , 
il  faut  écrire  a  -h  b  ou  a  —  6 ,  c'est-à-dire  écrire  les  deux  mo^ 
nômes  Vun  à  la  suite  de  Vautre  avec  leurs  signes  respectifs,  {Voyez 
n*  15.) 

Pour  sonstmre  -h  ô  ou  —  ^  de  â ,  il  faut  écrire  a  —  b  oxxa-^by 
c'esl-à-dire  changer  le  signe  du  monôme  à  soustraire,  et  l'écrire 
avec  son  nouveau  signe  à  la  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire. 
{Voyez  n«  14.) 

Quant  à  la  multiplication  et  à  la  division 

-hûXH-^ou  —  «X  —  b  donne  pour  produit  -^abX    .  <,  .- % 
—  aX  H- ^ou -h  ûf  X  —  ^  donne  pour  produit — ab\ 


-f-  fl  :  -f-  ^  ou  —  a  :    —  ^  donne  pour  quotient  -f-  -j 
—  a:H-Aou-f-«   :   —  b  donne  pour  quotient  —  j 


(n"  Î5). 


Ces  règles  donnent  lieu  à  quelques  remarques  importantes  : 

1°.  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doivent  pas 

toujours,  comme    en   Arithmétique,  entraîner  avec  eux  l'idée 

d'augmentation  ;  car  le  résultat  a  —  ft,  de  l'addition  de  —  b  avec  u, 

est,  à  proprement  parier,  une  différence  entre  le  nombre  d'unités 
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exprimé  par  a  et  le  nombre  d'unités  exprime  par  h  ;  par  consé- 
quent, ce  résultat  est  moindre  que  a.  Pour  distinguer  cette  espèce 
de  somme  d'une  somme  arithmétique ,  on  lui  donne  le  nom  de 
somme  algébrique.  Ainsi>  un  polynôme  tel  que 

2fl' —  3a'6  -f-  "6 abc  —  2flf'r 

est  une  somme  algébrique,  en  tant  qu'on  le  regarde  comme  le  ré- 
sultat de  la  réunion  des  monômes  2«%  —  Za^b,  -\-  Zabc^  —  2^^, 
avec  leurs  signes  respectifs;  et  son  acception  propre  est  la  différence 
arithmétique  entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes 
additifs  et  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  sous- 
Iractifs. 

Il  résulte  de  là  qu'une  somme  algébrique  peut,  dans  les  appli- 
cations,  se  réduire  à  un  nombre,  positif  on  négatif,  moindre  en 
valeur  absolue  que  chacun  des  nombres  qui  constituent  cette 
somme. 

2®.  Le  mol  soustraire  et  le  mot  différence  n'offrent  pas  toujours 
l'idée  de  diminution;  car  la  différence  entre  -h  a  et  —  b  étant 
a  -^^  b  ^  surpasse  le  nombre  a  ;  c'est  une  différence  algébrique, 
parce  que  le  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme  a  —  ( —  b). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par  exemple, 
dans  l'équation  3i  H-  j:=  24,  le  résultat  x  r=  —  ^  indique  qu'il 
faut  ajouter  —  7  à  3i  pour  obtenir  24;  et  en  effet,  3i  -h  ( —  7) , 
ou  3i  —  7,  est  égal  à  24. 

45  -f-  jc 

Pareillement,  dans  l'équation   i5  -f-  x  =  - — ; —  9  le  résultat 

4 

.r  =:  —  5  indique  qu'il  faut  ajouter  —  5  aux  deux  âges,  pour  que 
r»ige  du  (ils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  En  effet,  on  a 

i5-t-(— 5)     ou     i5  — 5=10, 
45-f-(— 5)     ou     45  — 5  =  4o- 

(55.  La  nécessité  d'employer  les  expressions  négatives  dans  les 
calculs  algébriques,  et  de  les  soumettre  aux  mêmes  opérations  que 
les  quantités  absolues,  a  conduit  les  algébristcs  à  iJivw's  autres  pro- 
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positions  qui  seront  par  la  suite  d'un  usage  très-fréquent.  En  voici 
l'énoncé  :  Toute  quantité  négative  —  a  est  plus  petite  que  o  j  ci  de 
deux  quantités  négatives,  la  plus  petite,  est  celle  dont  la  valeur 
absolue  est  la  plus  grande. 

Ainsi,  a  étant  numériquement  plus  grand  que  b^  on  a 

—  a<C.o     et     — fl<^ — b. 

Pour  nous 'rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons 
qu'en  général ,  si  d'un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de 
nombi^  de  plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  être  de  plus  en 
plus  petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6  par 
exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons  successivement  i,  2,  3, 4> 
5,  6,  7,  8,  9,. ..  ;  on  trouve,  en  écrivant  les  différences  sur  une 
même  ligne , 

6—  1,6  —  2,6—  3,6  —  4»^  —  5,6  —  6,6  —  7,6  —  8,6  —  9, 
ou  réduisant, 

5,         4î  ^>  ^-^  '>         O'         — *5    — ^>    — ^- 

D'où  Ton  voit  que  —  1  doit  être  regardé  comme  plus  petit 
que  o,  puisque  celui-ci  exprime  l'excès  de  6  sur  lui-même,  tandis 
que  —  I  exprime  l'excès  de  6  sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison  ,  —  1  est  plus  grand  que  —  2,  —  3  est  pins 
grand  que  —  4  >  qwoiqne  les  valeurs  numériques  des  premières 
expressions  soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement.  —  Dès  que,  ])uur  interpréter  tous  les  résultats  sin- 
guliers que  fournit  la  résolution  algébrique  d'une  question ,  l'on 
est  convenu  de  considérer  les  expressions  négatives  comme  des 
quantités,  il  faut  qu'en  les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que 
les  nombres  absolus,  on  puisse  parvenir  à  des  résultats  exacts. 
Or  on  peut  regarder  comme  un  axiome,  que,  si  un  nombre  a  est 
plus  grand  qu'un  autre  b,  et  que  l'on  ajoute  à  chacun  un  même 
nombre  dy  le  premier  résultat,  a  -\-dy  est  plus  grand  que  le 
second ,  6  -4-  //. 

Cela  posé ,  en  admettant  les  inégalités  o  ^  —  a ,  et 
—  «  ^  —  (a  -{-  m)  [a  et  m  sont  ici  des  nombres  absolus],  si 


g4  IHSCUSSION 

i'on  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  dalles  a  -^m^  on 
trouve  /?  -H  /7i  ]>  wt  et  /M  ^  o ,  ce  qui  est  exact.  Au  contraire ,  si 
Ton  posait  o  <^  —  û  et  —  ^  <^  —  (cr  -H  w),  iï  en  résulterait 
a  -{-  m  <^  m  eX  m  <!^o  f  ce  qui  serait  absurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précédentes 
si  l'on  veut  pouvoir  opérer  sur  les  expressions  négatives  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  à  celles  dont  nous  nous 
servons  souvent  dans  le  langage  ordinaire.  Nous  disons  tous  les 
jours  :  Telle  personne  a  moins  que  rien,  pour  exprimer  qu'elle  doit 
plus  qu'elle  ne  possède;  et  de  deux  personnes  qui,  ayant  la  même 
fortune,  doivent  plus  qu'elles  ne  possèdent  :  la  plus  riche  est  celle 
qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à  deux  ou  plusieurs 

inconnues. 

64.  Lorsqu'on  a  résolu  un  problème  généralement,  c'est-à-dire 
en  représentant  les  données  par  des  lettres,  on  peut  se  proposer 
de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour 
des  hypothèses  particulières  faites  sur  les  données.  La  détermi- 
nation de  ces  différentes  valeurs,  et  l'interprétation  des  résultats 
singuliers  auxquels  on  parvient ,  forment  ce  qu'on  appelle  la  dis- 
cussion du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à  peu  près  toutes  les 
circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du  premier 
degré  : 


.-  / 


R'  A  B  R 

Teeiziâme  peoblkmb.  —  Deux  courriers  partent  en  même  temps 
de  deux  points  différents  A  et  B,  d'une  même  ligne  AR,  et  se  dirigent 
dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du  point  kfait  m  kilo* 
mètres  par  heure ,  et  le  courrier  qui  part  du  point  B  en  fait  n.  — 
On  demande  h  quelles  distances  des  points  Keth  les  deux  courriers 
se  rencontreront* 
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Solution,  —  Soit  R  le  point  de  rencontre;  appelons  x  et  j^  les 
distances  inconnues  AR  et  BR ,  exprimées  en  kilomètres,  et  a  la 
distance  ÂB  qui  sépare  les  deux  courriers  au  moment  de  leur 
départ.  On  a  évidemment ,  pour  première  équation  , 

X  —  y  ==  û. . .  .  (i). 

Mais  171  et  /i  exprimant  les  nombres  de  kilomètres  faits  par  heure 
(ce  sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s'ensuit  que 
les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  xetj  sont  marqués 

par —  et-;  d^ailleurs,  ces  deux  temps  sont  éc;aux.  Ainsi,  Von  a, 
^     m      n  1  o 

pour  seconde  équation  du  problème,  —  = -5 

ou  bien  ,  nx  —  my  =  o .  .  .  .  (2). 

Combinant  les  équations  (i)  et  (2)  entre  elles,  diaprés  les  mé- 
thodes connues  d'élimination  ,  on  obtient 

am  an 

X  =: ,      y  = 


m  —  n  m  —  n 

valeurs  quUI  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion. — Tant  que  l'on  supposera  rn'^n,  d'où  m  —  /i^o 
ou  positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera  résolu 
dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  effet ,  si  le  courrier  A  est 
supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B  ,  on  conçoit  qu'à  chaque 
instant  il  gagne  du  chemin  sur  celui-ci;  l'intervalle  qui  les  séparait 
d'abord  diminne  de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  qu'enfin  il  s'anéan- 
tisse tout  à  fait;  et  alors  les  deux  courriers  doivent  se  trouver  au 
même  point  de  la  ligne  qu'ils  parcourent. 

Mais  si  l'on  suppose  m  <^  /? ,  d'où  m  —  n  ^o  ou  négatif,  les 
valeurs  sont  à  la  fois  négatives  et  deviennent 

am  an 

x  = ,     r= 

n  —  m  n  —  m 

Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  qu'il  est  impossible 
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que  les  deux  courriers  se  rencontrent  s'ils  sont  partis  en  même 
temps  des  points  A  et  B,  comme  on  Ta  supposé,  Tintervaliç  qui 
les  séparait  ne  faisant  qu*au{^menrer  à  chaque  instant.  Mais  cette 
condition  de  leur  départ  simultané  n'étant  pas  de  nature  à  être 
exprimée  algébriquement,  n'entre  pour  rien  dans  les  équations 
du  problème,  qui  sont  restées  tout  à  fait  indépendantes  de  cette 
i^striction.  Si  donc  on  suppose  que  les  courriers,  parvenus  en 
même  temps,  Tun  au  point  A,  Tautre  au  point  B,  se  meuvent 
dtjà  depuis  un  temps  indéfmi  sur  la  ligne  et  dans  le  sens  AB,  alors 
il  est  clair  qu'ils  auront  dû  se  rencontrer  antérieurement  en  un 
point  R'  du  prolongement  de  BA,  qui  est  précisément  celui  que 
déterminent  les  valeurs  de  x  et  de  j.  En  effet ,  si  Ton  met  le  pro- 
blème en  équation  d'après  la  nouvelle  hypothèse ,  ce  qui  revient  à 
changer  les  signes  de  x  et  j  dans  les  deux  équations  ,  conformé- 
ment au  principe  établi  n**  tf9,  on  obtient 

X  Y 

y  —  x  =  a,      —    =  ^. , 

in  n 

équations  qui,  résolues,  donnent 

nm  an 


n  —  w  '     "         n  —  m 


Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  suppose 
(|ue  les  courriers  se  sont  déjà  rencontres  avant  d  être  parvenus 
aux  points  A  et  B. 

Soit  maintenant  ///  =  // ,  d'où  m  —  w  =  o  ;  les  valeurs  géné- 


,  ,  ,    .  ,  oni  an 

raies  se  réduisent  a  j:=  — ,   y  zi=— ■ 

G  '  *         o 


Comm.ent  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

En  remontant  d'abord  à  l'énoncé ,  on  voit  qu'il  y  a  impossibi- 
lité absolue  d'y  satisfaire,  c'est  à-dire  qu'il  ne  peut  exister  de  point 
de  rencontre;  car  les  deux  courriers  étant  à  un  intervalle  a  l'un 
de  l'autre,  et  allant  également  vite,  doivent  toujours  conserver 
entre  eux  la  même  distance.   On  peut  donc  regarder  le  résultat 

ont 

—  comme  un   nouveau  signe  d  impossibilité.   En  effet,  si  Ton 
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reprend  les  équations  du  problème ,  elles  deviennent ,  dans  les  cas 
de  m  =  /? , 

X        Y  ;  OU  < 

m       m  \         \x  — y  =:  o, 


équations  évidemment  incompatibles. 


am 


Cependant  les  algébristes  regardent   les   résultats   x  =  — , 

o 

/=  — ,  comme  formant  une  espèce  de  valeur  à  laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 
Lorsque  la  différence  m  —  n  ^  sans  être  tout  à  fait  nulle ,  est 

supposée  très-petite,  les  deux  résultats    ,    ,  sont 

^^  *^  m  —  n     m  —  n 

très-grands. 
Soit,  par  exemple,     m  —  /?  =  o,oi ,     w  =  3  ;  d'où 

/!=:  3  —  o,oi  =  2,99. 
Il  vient 

am  3a  ^  an 

=  =  000  a^      =  299^- 


m  —  n       0,01  m  —  n 

Soit  encore  m  —  «  =  0,0001 ,  //i  =  3,  d'où  n  =  2 ,9999 ;  il 

,    .        am  ^  an 

en  resuite =  oooooa, =  20000 <?. 

m  —  n  m  —  n  ^^^^ 

En  un  mot ,  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n^est  pas 

nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du 

point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de 

plus  en   plus  grandes  à  mesure  que  cette  différence  diminue. 

Donc,  .«  l'on  suppose  cette  différence  moindre  qu'aucune  gran- 

am  an 

deur  donnée  n  l€S  distances    ?      sont  plus  grandes 

'  m  —  nm  —  n. 

qu*aucune  quantité  donnée  ^  ou  infinies»  On  dit  alors,  pour  abré- 
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^er ,  que  si  m  —  «  =:  o ,  les  valeurs  qui  en  résultent, 

am  an 

sont  infinies. 

Gomme  o  est  moindre  que  toute  grandeur  absolue ,  il  s^ensuit 
que  Ton  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d'une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  Ton  veut.  De  même , 
comme  un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand  que  son 
numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  dénominateur  y  il 

s'ensuit  qu'une  expression  telle  que  -  (A  étant  un  nombre  absolu 

quelconque  )  est  très-propre  à  expiîmer  une  quantité  infinie  y  cest- 
à-dire  une  quantité  plus  grande  qu'aucune  quantité  assignable. 

TJ  infini  s'exprime  encore  par  un  huit  couché  oo  ;  et,  par  consé- 
quent y  une  quantité  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée ,  ou  o , 

A 
peut  aussi  s'exprimer  par  — ;  car  une  fraction  est  d'autant  plus 

petite  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à  son  mimc- 

A 

rateur.  Ainsi  o  et  —  sont  des  symboles  synonymes  ;  il  en  est  de 

O 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions ,  parce  qu'il  y  a 
des  questions  d'une  nature  telle,  que  V infini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réponse  à  l'énoncé.  On  en  voit  des  exemples 
fréquents  dans  V application  de  V Algèbre  aux  questions  de  Géométrie, 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire,  dans  le  cas  de  m  =  /i , 
on  voit  qu'il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler ,  de  solution  du  pro- 
blème, en  nombres  finis  et  déterminés  ;  mais  on  trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si ,  à  l'hypothèse  m  =  n  j  on  ajoute  celle-ci ,  a  =  o ,  les  deux 

o  o 

valeurs  deviennent  a:  r=  -,    r  =  ~.  Quel  sens  doit-on  attacher  à 

o    •^        o 

ce  nouveau  résultat  ? 

Reprenons  l'énoncé  ,  et  observons  que ,  si  les  deux  courriers 

partent  dn  même  point  et  vont  également  vite ,  ils  doivent  être 
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toujours  ensemble  ,  et ,  par  conséquent ,  se  rencontrer  en  tous  les 
points  de  la  ligne  qu^its  parcourent.  Et,  en  effet,  les  équations 
deviennent,  dans  la  double  hypothèse  de /n  =  /z ,  a  =  o, 


X  —  ^=oJ  /.r-:-^=ro 


9 


X       y >         ou 

m       m  \  \x  —  y  •=,  o  y 

équations  qui  rentrent  Tune  dans  Tautre.  Ainsi  la  question  est  tout 
à  fait  indéterminée  (n^  i$5),  puisqu'on  n*a  réellement  qu'une  équa- 
tion entre  deux  inconnues. 

L'expression  -  est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  d'une  inârter- 

mi  nation  dans  l'énoncé. 

Si  les  deux  courtiers  ne  vont  pas  également  vite,  c'est-à-dire 
que  Ton  ait  /w  ^  ou  <C1  "  j  msiis  qu'on  suppose  «  =  o ,  on  trouve 
pour  valeurs  x  =  0,  y  =:o. 

En  effet»  les  courriers,  partant  du  même  point,  et  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble 
qu'au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à  des 
résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d'ailleurs  pour  faire  voir 
aux  commençants  de  quelle  manière  TAlgèbre  répond  à  toutes  les 
circonstances  de  Ténoncé  d'un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente  ;  mais 
auparavant  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  impor- 
tance dans  les  applications  algébriques. 

6tt.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  généralement,  on  peut, 
an  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  , 
obtenirpar  de  simples  changements  de  signe  y  celles  qui  conviennent 
à  de  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
de  celui  du  problème  proposé  que  par  le  sens  de  certaines  quan- 
tités qui ,  d^additîves  qu'elles  étaient,  sont  devenues  soustractives , 
et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvrier ,  résolu  n°  47. 
En  snppc^nt  que  l'ouvrier  i^^nve  pour  son  décompte  une  somme 
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r  ,  on  a  les  équations 

ax—by=cy  ri -h  h  a -\- b 

Mais  si  Ton  suppose  au  contraire  que,  tout  décompte  fait ,  Tou- 
vrier,  au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c,  les  équations 

seront  alors  ,  \     ^^     \  ^^       Av—       -     ^^"  * 

by  —  ax^=  c)  \ax  —  oy  —  —  <?  » 

changé  les  signes  de  la  seconde  équation). 

Or  il  est  visible  que,  sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations  , 
on  peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  j?  et  de^  qui  leur  cor- 
respondent ,  en  changeant  simplement  le  signe  de  c  dans  les  valeurs 
précédentes ,  ce  qui  donne 

bn  —  c  an-^c 

Afin  de  le  prouver  rigoureusement ,  désignons  ,  pour  le  mo- 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celles  du  premier  énoncé  qu'en  ce 
que  c  est  changé  en  d.  Ainsi ,  Ton  trouvera  nécessairement 

bn  -t-  cl  an  —  d 


Actuellement,  si  Ton  remplace  £?  par  sa  valeur  — c,  il  vient 

bn  4-  ( —  c)  an  —  f —  c) 

a-^b      '    •^~      «4-6      ' 

ou  bien ,  en  appliquant  les  règles  établies  n"  68 , 

bn  —  c               an-^c        ^  ^  „  ^ 
0?  = r,     r  = =-...  C.Q.F.D. 

On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules  les  résultats  qui 
conviennent  aux  deux  énoncés ,  en  écrivant 

a-^b  '      "^         /ï-4-6 
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(Le  double  signe  =k  s*énonce  pltis  ou.  moins;  les  signes  supérieui*s 
correspondent  au  cas  où  l'ouvrier  reçoit  la  somme  r,  et  les  signes 
inférieurs  à  celui  où  l'ouvrier  la  doit.) 

Ces  formules  embrassent  encore  le  cas  où^  tout  décompte  fait , 
l'ouvrier  et  la  personne  qui  l'emploie  sont  quittes  Tun  envers 
l'auti'c.  Il  suffit  de  supposer  c  =  o,  ce  qui  donne 


bn  an 


ictx  "4^  bY  —  c 
dx  -\-  jf  —  gf 
provenant  de  la  traduction  algébrique  d'un  problème  quelconque. 
En  multipliant  la  première  équation  par  y*,  la  seconde  par  b,  et 
soustrayant  la  seconde  de  la  première ,  on  a 

(af-bd)x  =  c/^bg,      d'où     a.  =  SÇlL^ 

a/—  bd 

^  ...  as  —  cd 

On  trouverait  de  même  r  =  -~ —  • 

^        af—bd 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 
1°.  à  celles   qui    conviennent  aux    équations 
il  sufBt  de  changer  ^  en  —  6 ,  ce  qui  donne 

_  cf-^  bg  _  ag  —  cd 

'^  af-^bd'     ^''^  af-hbd'^ 

2'.  aux   formules    relatives    aux    équations  {    ,  ^  ' 

\dx  —  ff  =  g, 

il  suffit  de  changer  ^  en  —  b  et/en  — /,  ce  qui  donne  les  for- 
mules 

—  g/  -^bg  _bg^  cf  ^ag  ^cd 

^  ""  —  fl/4-  bd"  bd  —  r?/'     ^^  bd^  af 

La  démonstration  serait   absolument  la  même   que   celle  de 
lexemple  précédent  ;  nous  pouvons  donc  la  passer  sous  silence. 


ax  —  by  =z  c  y 
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§  IV.   —  Discussion  générale  des  problèmes  et  des 

équations  du  premier  degré. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes  du 
premier  degré  à  une  ou  plusieurs  inconnues ,  nous  allons  nous 
proposer  d'établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  va- 
leurs des  inconnues,  pour  un  système  quelconque  d'équations  ren- 
fermant un  pareil  nombre  d'inconnues. 

Mais,  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général 
applicable  aux  équations  de  tous  les  degrés ,  et  dont  le  principe 
du  n°  50  n*est  qu'un  cas  particulier. 

Si  Ton  a  deux  ou  plusieurs  équations 

A  =  B  I  C=D  I  E  =  F  I  G=H  I   ,...,  (r) 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  Xy  jr^  z^  u,  . .  (le  nombre  de 
ces  inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équations), 

i**.  On  peut,  à  i'une  fie  ces  équations,  substituer  le  résultat  de 
la  combinaison,  par  addition  ou  soustraction,  cie  deux  ou  plu- 
sieurs d! entre  elles,  pourvu  que  l'équation  remplacée  soit  une  de 
cefles  qui  ont  été  combinées. 

Ainsi ,  à  l'équation  A  =  B ,  par  exemple ,  on  peut  substituer 
Pune  des  équations  suivantes  : 

A-f-C=rB+D,  ou  A--C=B— D,  ou  A-hC— E=:B-f-D-— F...  (2} 

En  effet,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  ;r,  j*,  z,  m,  .  . .,  il  est  clair  que  chacune  des  équa- 
tions (2)  doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement, 
tout  système  qui  vérifie  Tune  des  équations  (2),  et  les  équations 
C  =  D,  E  =  F,  G=H,  doit  nécessairement  vérifier  l'équation 
A  =  B  ;  car  si  Ton  considère  les  équations  C  =  D,  E  =  F,  G  =  H, 
en  même  temps  que  Téquation  A-f-C— E  =  B-t-D  —  F,  par 
exemple,  on  trouve,  en  retranchant  de  celle-ci  l'équation  G  =  D , 
membre  à  membre,  et  ajoutant  au  rcsultiït  l'équation  E  =  F,  aussi 
membre  à  membre  ;  on  trouve ,  dis-je, 

A  H-  C  —  R  —  C  ■+-  E  =  B  -h  D  ~  F  —  D  4-  F, 

ou,  réduisant,  A  --^  B. 
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2®.  On  peut  même  y  avant  de  combiner  les  équations  (i)  par 
addition  et  soustraction,  multiplier  d'abord  les  deux  membres 
d'une  ou  de  plusieurs  des  équations  (i)  par  un  nombre  connu. 

Car  si  Ton  a  A  =  B,  C  =  D,  E  =  F,  on  a  également 

mA=:mBf     nC  =  nD,     pE=pFy 

et  réciproquement  :  ce  qui  veut  dire  qu'au  système  des  équations 
A  =  B,  C  =  D,  E  =  F,  on  peut  substituer  celui-i!i  : 

7wA  =  wB,     /iC  =  /2D,     />E=/;F; 

et  alors  rien  n'empcche  d'opérer  ensuite  sur  ces  dernières  équa  - 
tioos  par  addition  et  soustraction. 

67.  Venons  maintenant  à  notre  objet.  D'abord  ^  toute  équation 
iiu  premier  degré  à  une  seule  inconnue  peut,  au  moyen  des  trans- 
formations usitées ,  être  ramenée  à  la  forme 

ax  =:  b'y 

a  désigoant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient 
rînconnoe,  et  b  la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

Cette  équation  donne  x  •=.-\ 

et  il  est  bien  évident  qu'aucune  quantité  différente  de  celle  qui  est 

exprimée  par  -  ne  peut  vérifier  l'équation  proposée. 

Observons,  en  second  lieu,  que  toute  équation  du  premier  degré 
à  deux  inconnues  peut  être  représentée  par 

ax  -y-  bf  ^=  c^ 

^j,  Â,  c  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

En  effet,  si  Téquation  proposée  renferme  des  dénominateurs, 
on  les  fait  d'abord  disparaître  (n°  44)  ;  réunissant  ensuite  tous  les 
termes  alTectés  de  .r  et  tous  les  termes  affectés  de  y  dans  le  premier 
membre,  puis  faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second 
membre,  on  peut  désigner  la  somme  algébrique  (n®  02)  des  pre- 
miers par  axj  la  somme  algébrique  des  seconds  par  by^  et  la  somme 
.il^'pbrîque  des  derniers  par  r. 
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Soient  donc  proposées  les  deux  équations 

ax  -1-67  =c,  (i) 

a'x  -k-h'y  =zc',  (2) 

On  obtient,  en  multipliant  la  premièi*e  par  h' y  la  seconde  par  h^ 
et  retranchant  le  second  résultat  du  premier, 


d'où 


{ah'  —  ha')x=^  cW  —  hc'-,  (3^) 

ch'  —  bc' 


ab'-^ba' 


Observons  ici  qu'en  vertu  du  principe  n^86y  les  équations  (1) 
et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (i)  et  (3).  Or 
cette  dernière  donne  pour  x  une  valeur  unique,  qui,  substituée 
dans  l'équation  (i),  ne  peut  donner  qu^Une  seule  valeur  pour  x- 
Donc,  les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre  qu^un  seul 
système  de  valeurs  pour  les  deux  inconnues. 

La  valeur  de  jr  peut  d'ailleurs  s'obtenir  directement  par  Télimi- 
nation  de  x,  II  suffit  pour  cela  de  multiplier  la  première  équation 
par  a' y  la  seconde  par  a ,  puis  de  retrancher  le  premier  résultat 
du  second  (afin  de  conserver  pour  jr  le  même  dénominateur  que 
pour  x).  Il  vient  (ab'  —  ba')  y  z=  ac'  —  ca'; 


d'où  / 


ac'  —  ca' 


a 


b'  —  ba' 


Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 
Soient  les  équations 

ax -{- bjr    -\-cz    =fi,  (i) 

a  'x  -h  by  -h  r'z  =  r/',  (2) 

a^"x-^by-hc''z=:d".  (3) 

Pour  éliminer  z,  multiplions  la  première  équation  par  c',  la 
seconde  par  r,  et  retranchons  le  second  résultât  du  premier;  il 
vient  ainsi 


^ac'  —  ca')x  +  {bc'  —  ch')y  =  de'  —  cd' .  (4) 
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Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième ,  on 
trouve 

«  Ton  doit  déjà  observer  (n°66)  que  les  équations  (i),  (2),  (3) 
peuvent  être  remplacées  par  les  éc|uations  (  1  ) ,  (4)9  (S). 

Actuellement  y  pour  éliminer  j,  il  faut  multiplier  réquation(4) 
par^'c" — c'b'\  Téquation  (5)  psir  bc'  —  cb\  puis  retrancher  le 
second  résultat  du  premier,  ce  qui  donne 

[(ûc'  —  ca')  (b'c\^c'b'')  —  {a'c"  —  c'a")  (Ac'  —  cô')]x 
=z{dc'  —  cd')  [b'c"  —  c'b")  —  [d'c"  —  c'd")  (bc'  —  c//), 

ou  y  effectuant  les  calculs,  réduisant,  et  divisant  par  c', 

[ah'c"  —  ac'b"  +  ra'  b"  —  ba'c"  -f-  bc'a"  —  cb'a")x\ 
=  Hb*c"  —  dc'b"  4-  crf'A''  —  bd'c"  -+-  *cV/"  —  cb'd\     y     ^  ^ 

équation  qui  donne  pour  x  la  valeur  unique 

'  "■  ab'c"  —  ^/c'6"  4-  frz'ô"  —  ba'c"  -|-  6c'rt"  —  cb'a"  ' 

D'ailleurs,  comme  les  équations  (1),  (4)9  (5),  et,  par  consé- 
quent, les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  parles 
équations  (1),  (4),  (6),  si  Ton  reporte  la  valeur  unique  de  x  dans 
Téqnation  (4)  9  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  y\  et  si 
l'on  substitue  le  système  unique  des  valeurs  de  jt:  et  de  j  dans 
Téqoation  (  1  ) ,  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  z.  On  voit  , 
donc  que  les  équations  proposées  admettent  un  seul  système  de 
valeurs  pour  x,  /,  z. 

Les  valeurs  de  ^  et  de  z  peuvent,  au  reste,  s'obtenir  directe- 
ment en  effectuant ,  pour  éliminer  x  et  z,  ensuite  x  et  ^,  des  cal- 
culs analogues  à  ceux  qu'on  a  effectués  pour  éliminer  y  et  z. 

On  trouverait  ainsi 

__  ad'c"^ac'd"^ca'd''^da'c"  -^ de' a" -^ cd' a^ 
^"^  ab'c"^ac'b"-^ca'b"  —ba'c"  ^bc'a"^  cb'a"' 

•  _  f^b'd"  —  ad'b"  -f-  da '  b''-^  ba'd"  -f-  bd' a  "  —  db'a " 
^  ~*   ab'c"  —  ne' b"  -ir  ca' b"  —  ba' c"  H-  bc' a"  —  cb'a"' 
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On  voit  assez  la  marche  qu'il  faudrait  suivre  si  l'on  avait  quatre 
équations  et  quatre  inconnues ,  etc. 

68.  L'emploi  des  accents,  dans  les  notations  des  coefficients , 
a  donné  lieu  à  l'observation  d'une  règle  d'après  laquelle  on  peut 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé 
d'effectuer  l'élimination. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
On  a  trouvé,  pour  les  valeurs , 


cb'  —  bc'  ac'  —  ca 


I 


X  =  -71 r— ;î 


ab' --ba'         -"        ab'-^ba' 

i**.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à  ces  deux  valeurs, 
formez  as^ec  les  lettres  a  et  b,  qui  désignent  les  coefficients  de  x 
et  de  y  dans  la  première  équation ,  les  deux  permutations  ah  ethsL, 
puis  interposez  le  signe  — ,  ce  qui  donne  ab  —  ba  ;  enfin  ,  accen- 
tuez dans  chaque  terme  la  dernière  lettre:  il  vient 

ab'  —  ba\ 

2**.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  h  chaque  inconnue,  rem- 
placez,  dans  le  dénominateur^  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 
de  cette  inconnue,  par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
connue,  en  laissant  toutefois  les  accents  à  la  même  place.  D'après 
cette  règle,  ab'  —  ba'  se  change  en  cb'  —  bc',  pour  la  valeur  de  x , 
et  en  ac'  —  ca'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3  équations  à  3  inconnues, 
a,  by  c  désignant  respectivement  les  coefficients  de  x,  Xy  z,  et  d 
les  quantités  toutes  connues,  i**.  Pour  avoir  le  dénominateur 
commun ,  prenez  le  dénominateur  ab  —  ba,  qui  convient  au  cas 
de  deux  inconnues  [abstraction  faite  des  accents) ,  introduisez  la 
lettre  c  dans  chacun  des  deux  termes  ab  et  ba  à  toutes  les 
places,  savoir:  a  droite,  au  milieu,  et  h  gauche  ;  puis  interpo- 
sez  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  il  en  résulte 
abc  —  acb  -f-  cab  — bac-f-  cab  —  cba.  Mettez  ensuite  dans  chaque 
terme  l'accent  '  sur  la  deuxième  lettre,  et  raccent  "  sur  la  troi' 
sîème  lettre  ;  //  vient ,  pour  le  dénominateur, 

ab'c"  —  ac'l/'  -+-  va'h"  -  ba' e"  -+-  bc'a"  —  vb'a\ 
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a".  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez , 
dans  le  dénominateur^  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette 
inconnue  par  ia  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en 
laissant  les  accents  à  la  même  place.  Ainsi ,  pour  x ,  changez  a 
en  d ;  pour  y,  h  en  ày  et  pour  z^c  en  d. 

Ce  qae  noas  venons  de  dire  peut  être  regardé  comme  un  ré- 
sultat d'observation  pour  deux  et  pour  trois  équations.  Il  serait 
fàdle  d'établir  une  loi  générale  applicable  à  un  nombre  quel- 
conque d*équations;  mais  la  démonstration  en  est  très^compli- 
qnée,  et  sort  tout  à  fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à  la  seconde  partie  de  V Algèbre  de  Garnier,  à  un 
ouvrage  intitulé  :  Complément  de  la  théorie  des  équations  du  pre- 
mier degré  y  par  M.  Desnanot,  au  Manuel  d* Algèbre  A%  M.  Ter- 
qiiem,  etc. 

69.  Voyons  l'usage  qu'on  peut  faire  de  ces  formules,  dans  les 
applications  particulières. 
Soient  les  deux  équations  Sx  —  77  =  34 ,  3x  —  13/  =  —  6. 
Kn  les  comparant  aux  équations  générales, 

«jr  •+-  6/  =  c ,      a'x  -^  b'y  =  r ', 

oDaa=:5,^=:-— 7,<?  =  34  I  rt'=3,^'=— i3,  c'  =  — 6. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules 

cb'  —  bc'  ac'  —  ca   ^ 

""^TF^J^''     ^-^  ab'^ba'' 
il  vient 

34x— i3—(— 7) X  — 6  _-- 34x13  —  7x6 
'~    5X— i3  — (— 7)X3  —  5xi3-t-7X3 

-442-42  _-484 

5X  — 6  — 34x3     _  —  3o  — i02_  —  i3a_^ 
•^""SX— i3  — (-7)x3""-65-+.2i    "-—44-    ' 

^\  ji»  dis  que  x  =  1 1 ,  j^  =r  3,  sont  les  valeurs  propres  à  satisfaire 
Jux  deux  équations  proposées. 
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Nous  pourrions  d'abord  nous  en  assurer  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 

passer  des  formules  relatives  aux  équations  <    ,    ^.i^t'Z.    / 1    ^ 

celles  qui  conviennent  aux  équations <    ,         , ,    ,{ ? 

il  suffit  ( n®  65}  de  changer  ^  en  —  ^ ,  6'  en  —  6',  et  c'  en  —  c'y 
ce  qui  donne 


et  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs 
<ini  conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  faire 

«  =  5,     ^  =  7,     c=34;    «'  =  3,     A'=i3,     c'mô. 

Donc,  en6n,  on  obtient  les  valeurs  relatives  aux  équations  pro- 
posées, en  faisant  dans  les  formules  générales , 

^/  •=  5,    A  = —  7,    c  =  34  I  û'  =  3,  A'  =  —  i3,   c'  =  —  6, 

et  effectuant  ensuite  les  calculs  d'après  les  règles  établies  pour  les 
quantités  monômes. 

La  règle  consiste,  en  général,  ^  substituer  à  la  place  des  coeffi- 
cients a ,  b ,  a',  b', .  . . ,  leurs  valeurs  considérées  avec  les  signes 
dont  elles  sont  affectées  dans  les  écfuations  particulières ,  et  à  effec- 
tuer toutes  les  opérations  indiquées,  d*après  les  préceptes  établis» 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d'étendre  aux 
quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  poly- 
nômes ,  puisque  c'est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du 
premier  degré  applicables  k  tout  exemple  particulier. 

Passons  à  la  discussion  de  ces  formules. 

70.  Il  résulte  de  leur  inspection  que,  dans  les  applications  par- 
ticulières, on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  réponse 
à  des  problèmes  du  premier  degré,  savoir  :  des  valeurs  positives  y 
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A 
des  valeurs  négatives,  drs  valeurs  de  la  forme  ^^  enfin ,  des  va- 

o 

leurs  de  la  forme  —  Le  problème  des  courriers  a  donne  lieu  à  ces 

quatre  sortes  de  résultats  que  nous  nous  proposons  maintenant 
d'interpréter  d'une  manière  générale. 

D*abordy  les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses 
ans.  questions,   dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous 
observerons  que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  po- 
sitives ne  satisfont  pas  à  Ténoncé.  Si,  par  exemple,  la  nature  du 
problème  exige  que  les  nombres  cherchés  soient  entiers ,  et  qu'on 
trouve  des   nombres  fractionnaires,  le  problème  ne  peut   être 
résola.  Quelquefois  encore  la  nature  du  problème  ne  permet  pas 
que  les  nombres  inconnus  surpassent  des  nombres  connus  et 
donnés  à  priori,  ou  soient  au-dessous  d'autres  nombres.  Si  les 
valeurs  obtenues,  quoique  positives,  ne  satisfont  pas  à  cette  con- 
dition que  comporte  Fénoncé ,  mais  q*ii  ne  peut  s'exprimer  par  une 
équation,  le  problème  ne  peut  encore  être  résolu.  Ainsi,  les  va- 
leurs positives  des  inconnues  sont,  à  proprement  parler,  des  réponses 
directes  aux  équations;  et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question 
qu'autant  que  leur  nature  se  concilie  avec  les  conditions  qu'exige 
Vénoncé.  Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vérifier  une 
équation   sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique,  il  suffit  de  remarquer  qu'u/z^  même  équation  est  la 
traduction  algébrique  d'une  infinité  de  problèmes ,  dont  les  uns 
admettent  tous  les  norobi^es  absolus  possibles  pour  solution,  et  les 
autres  n'admettent  que  des  nombres  d^une  certaine  nature. 

71.  Nous  savons  déjà  à  quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs 
négatives,  pour  les  problèmes  à  une  seule  inconnue.  Afin  de  ne 
rien  laisser  à  désirer,  nous  allons  démontrer'  le  principe  du  n°  89 
pour  un  problème  u  plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d'abord  que,  si  l'on  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  pro- 
blème ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  éta- 
blies; car  si  un  système  de  nombres  absolus,  mispour  x,  j^,  2,..., 
pouvait  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la 
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méthode  d'élimination  devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  sys- 
tème. Ainsi  réquation  qui  ne  renferme  plus  qu'une  des  inconnues 
pour  lesquelles  on  a  obtenu  un  résultat  négatif,  devrait  être  vé- 
rifiée par  un  nombre  absolu ,  ce  qui  serait  contre  Thypothèse.  U 
faut  donc  rectifier  l*  énoncé  du  problème  y  ou  du  moins  les  équations 
qui  en  sont  la  traduction  algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a  obtenu  des  résultats  négatifs,  les 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de 
signe,  et  Ténoncé  du  problème  sera  généralement  modifié  en  ce 
que  certaines  quantités ^  d'additives  qu'elles  étaient ,  deviendront 
soustractii^es,  et  réciproquement. 

Je  dis  enfin  que,  ces  modifications  ané  fois  faîtes,  le  nouvel 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d'abord  pour  les  incon- 
nues, abstraction  faite  de  leurs  signes.  Prenons ,  pour  fixer  les 
idées,  trois  équations  à  trois  inconnues  : 

fljc-+-^r-H«  =  ^>    a' X -^  by  :Jr c' z=id\   a" x-^b'y^c"  zz=d'\ 
et  supposons  que  ces  équations  aient  donné 

^  =  P>     r  =  —  7>     2  =  —  r. 

Changeons,  dans  ces  équations,  jr,  z,  en  y'y^'  (y'^z*  désignant 
pour  le  moment  — y^  —  z)\  il  vient 

ax'{-bx'+cz'=d,  a'x-hby-^c'z'zzzd',  a"x-^b'y-hc"z'=zd\ 

Or  ces  équations,  ne  différant  des  précédentes  qu'en  ce  que  y 
et  z  sont  remplacés  par/'  et  z',  donneront  nécessairement  pour 
résultats 

x=p,     jr'=:-^q,      z*=^^r', 

d'où,  remettant  — y  et  —  z  à  la  place  dey'  et  de  z', 

X=p,      -^y  =  ^q^      ^zz=i^r, 

ou  bien  ,  enfin , 

X  =  />,     y  :=.  q^      z  zn  r.  C.  Q.  F.  D. 
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Ainsi  y  le  principe  du  n°  S9  est  vrai  pour  ies  problèmes  du  pre- 
mier degré  à  plusieurs  inconnues. 

N,  £,  —  Quelquefois  l'énoncé  d'un  problème  n*est ,  par  su 
nature  y  susceptible  d'aucune  modification  ;  dans  ce  cas,  les 
wileurs  négatives  ne  sont  que  des  solutions  des  équations  modifiées, 
qui  peuvent  d^ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction  algé- 
brique d'autres  problèmes  susceptibles  de  modiQcation. 

79.  Il  nous  reste  maintenant  h.  interpréter  les  expressions  telles 

A    o  «^ 

nue- ?  — 
o    o 

Soit  d'abord  Téquation  à  une  inconnue , 

ax=  b  :     d'où     a:  =  — 

a 

i".  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données 
de  la  question ,  on  a  a  =  o ,  il  en  résulte  x  =  ~> 

Or  Féquation  devient,  dans  ce  même  cas,  o  X  «2^  =  ^  9  et  ne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que,  Téquation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme  -  =  o  ,  si  Ton  remplace  x  par  des  nombres  de  plus 

X 

en  plus  grands,  -  différera  de  moins  en  moins  de  o ,  et  Téquation 
approchera  de  plus  en  plus  d'être  exacte;  en  sorte  qu'on  peut 

prendre  pour  x  une  valeur  assez  grande  pour  rendre-  moindre 

qu'aucune  quantité  assignable. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire 
que  l'infini  satisfait,  dans  ce  cas ,  à  l'équation  ;  et  il  y  a  des  ques- 
tions  pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable 
solution.  Du  moins ,  il  est  certain  que  l'équation  ne  peut  ad- 
mettre de  solution  en  nombre  fini  ;  et  c'est  tout  ce  qu'on  veut 
prouver. 

2**.  Si  l'on  a  en  même  temps,  n  =  o,  /;  =  o,  la  valeur  de  .r 

prend  Ja  forme  — 


» £. 
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Or  réquation  devient ,  dans  ce  cas ,  o  X  a:  =  o  ;  et  tout  nomb  rc 
fini,  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à  cette  équation. 

Ainsi  V équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction 
algébrique)  est  indéterminée, 

73.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l'ex- 
pression - ,  qui ,  dans  certains  cas ,  est  le  symbole  de  Texistence 

d'un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction ,  lequel  fac- 
teur devient  nul  par  l'effet  d'une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé,  pour  résultat  de  la 

a}  —  h^ 
solution  d'un  problème ,      x  =  -^ j^ 

Si  Ton  fait^  dans  cette  formule ,  a  =  ^ ,  il  en  résulte  or  =r  — 

o 

Mais  remarquons  que  a^  —  h^  peut  (n°  51)  se  mettre  sous  la 

forme   (a —  h)  [a^  -i-  ab  -{-  b^),    et   que    a^  —  b*  est  égal  à 

{a  —  ^)(û-f-^);  ainsi ,  la  valeur  de  x  revient  à 

_(a  —  b)  {a^^ab-^  b^) 
~~         {a  —  b)  (a^b) 

Or,  si,  avant  de  faire  l'hypothèse  a=  by  on  commence  par 

supprimer  le  facteur  commun  a  —  b  y  la  valeur  de  x  devient 

a^-^-ab-^b*  .  . 

X  = -. ,  expression  qui ,  dans  1  hypothèse  de  «  =  ^ , 


se  réduit  à  xr= ,     ou     x  =  — • 

Soit,  pour  second  exemple,  l'expression 

a^  —  b^  __  {a  -i^b){a  —  b) 
(a  —  by  ""  («  — ^)(a— ft)' 

En  faisant  a  =  b,  on  trouve,  pour  valeur  de  x,  x  =  - ,   h 

o 

cause  de  l'existence  du  facteur  commun ,  ^  —  ^  ;  mais  si  Ton 
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supprime  d*abord  ce  facteur,  il  vient  x  = ^ ,  expression 

2  a, 
qui  se  réduit  à  x  =  —  lorsque  Ton  fait  a:=  b. 

Concluons  de  là  que  le  symbole  -  est  quelquefois  en  Algèbre 

Vindiee  de  l'existence  d'un  facteur  commun  entre  les  deux  termes 
de  la  fraction  qui  se  réduit  à  cette  forme.  Ainsi  y  avant  de  rien  pro- 
noncer sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction ,  il  faut  s'assurer  si  ses 
deux  termes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu'il 
nVn  existe  pas ,  on  conclut  que  Téquation  est  réellement  indéter- 
minée. S'il  en  existe  un ,  on  le  supprime ,  puis  on  fait  de  nouveau 
l'hypothèse  particulière;  et  Ton  arrive  à  la  vraie  valeur  de  la 

A 

fraction ,  laquelle  peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes  ,  ~ 

B 

A    o 
(A.  pouvant  être  nul  sans  que  B  le  soit),  -9  -;  auquel  cas  l'équa- 
tion est  déterminée ,  impossible  en  nombre  fini ,  ou  indéterminée. 

Cette  observation  est  très- utile  dans  la  discussion  des  pro- 
blèmes. 

74.  Revenons    à  notre  sujet;  et  considérons  maintenant  les 
deux  équations  à  deux  inconnues  I     ,         //    H   /P 

pour  lesquelles  on  a  trouvé  (n®  67  ) 

cb'  —  bc'  ac'  —  ca' 

'^'^ab'^ba''     ^^  ab'^ba'' 

Supposons  que  l'on  ait  ab^  —  6a'  =  o , 

f^'  —  6c',  ac'  —  cû'  étant  différents  de  o.  Les  valeurs  de  a-  et 
de/  se  réduisent  à 

A  B 

o  o 


Pour  interpréter  ces  résultats ,  observons  que ,  de  Téquation 

ib 
b 


ab'  —  ba'  =  o,   on  tire   a'  =  -r-  ;    <l'où  ,  substituant  dans 


Àlg.  B.,  iO«  éd. 
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réquadon  a'x^  b'y^ic'y  et  divisant  par  -7-» 

bc' 
ax'^bx  =  -py 

équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  la 

première 

ax-^  bx  =  Cy 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  :  car  de 
rinégalité  cb'  —  bc'  ^o^     on  déduit    <?  ^^-77* 

On  voit  donc  que  les  deux  équations  proposées  ne  peuvent  être 
satisfaites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies 
de  \  et  de  y. 

Si  Ton  a  en  même  temps  :     ab'  —  ba'  =  o  >     ^^'  —  ^c'  =  o , 

la  valeur   de  x  se  réduit  à  x  =  -,  valeur  qu*il  faut  inter- 

o  * 

prêter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relation 

ax  -h  */  =  Cy 

ab'  —  ba'  =  o,  se  mettre  sous  la  forme  l  ,  bc' 

^  ax  ^  by  =-p-j 

équations  qui  rentrent  nécessairement  Pune  dans  Tautre  :  car  de 

bc' 
la  relation  cb'  ^  bc'  z=  o ,  on  déduit  c  =  -77- 

a 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n^a  réellement  qu^une 
seule  équation  entre  deux  inconnues:  donc  la  question  est  indé- 
terminée, 

ba' 
Comme  la  relation  ab'  —  ba'  =  0  donne  b'  =  —  ,    d'où  . 

a    '  * 

substituant  dans  la  relation     cb'  —  bc'  =  Oy     et  réduisant, 

ac'  *^  ca'  =  0, 

on  peut  en  conclure  que,  si  la  valeur  de  x  est  de  la  forme  -?  la 

o 
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valeur  de  y  est  cénkralemekt  de  même  forme;  et  réciproque- 
ment. 

75.  Cette  proposition  ,  relative  au  système  de  deux  équations^ 
cesse  d*étre  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  :  c'est  celui  où  les 
coelBcients  d'une  même  inconnue  sont  nuls  à  la  fois  dans  les  deux 
équations.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite  quelque  atten- 
tion. 

Supposons,  par  exemple,  6  =  0,  ^'  =  o  ;  auquel  cas  les  valeurs 
de  j:  et  de  j^  se  réduisent  à 

o  ac'  —  ca' 


X  =-•)     et     r  = 

Ou 

Si  nous  remontons  aux  équations ,  elles  deviennent,  dans  l'hy- 
pothèse que  nous  considérons , 

ox  :^z  e   l  ,  ,  c  c' 

,  >,  d'où  l'on  déduit     x=  -     et     x=  — ;• 
a'x  ■=.  c'  y  a  a' 

Or  il  arrive  nécessairement  de  deux  choses  Tune  : 

Oa  bien  -'^  -7:  alors  les  équations  sont  incompatibles;  et  la 
a<^  a' 

A 

valeur  de  y  est  de  la  forme  -  ou  infinie,  tandis  que  x  est  de  la 

forme  — 
o 

c       c' 
Ou  bien  -  =  — :  :  alors  les  deux  équations  s'accordent  entre 
a      a 

ce'. 

elles.  De  plus ,  comme  la  relation  -  =  — ,  donne  ac'  —  ca'  -=0. 
^      ^  a       a' 

il  s'ensuit  que  la  valeur  de  j  prend  la  forme  -7  comme  celle  de  x'y 

mais  il  y  a  cette  différence  essentielle ,  que  y  est  réellement  indé- 

terminé^  tandis  que  x  a  une  valeur  déterminée,  — 

Au  surplus,  dans  l'hypothèse  qui  nous  occui>e,  savoir,  é  =  o, 
//  =r  o,  ar'  —  en'  z=:  OjW  cst  facile  de  faire  ressortir  l'existence 

8. 
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d^un  facteur  commun  qui  rend  nuls  à  la  fois  les  deux  termes  de  la 
valeur  générale  de  x. 

Soit  pose,  pour  cela  ,w  =  — ==  — ?     et     n=z  —  : 


il  en  résulte  fl'  = /wrt,  c' =: /wr,     et     b'=znh\ 

r         cb'  —  bc'  "I 
d'où,  substituant  dans  la  valeur  générale  de  a:,    a;  =     .  ^ ,  — >  1  » 

ces  valeurs  de  a',  c',  ^',  il  vient  : 

bcn  —  cbm       cb  (n  —  m) 

X  = =  — ^^ t 

abn  —  bam       ab  \n  —  ni) 

expression  qui^  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 

c 
b  et  n  —  m  y  se  réduit  à  x  =  -• 

a 

Quant  à  la  valeur  générale  de/  1  j^  =  -ji — jri  P  elle  devient, 

par  les  mêmes  substitutions , 

acm  —  cam       ac  [m  —  m\       c  (m  —  m) 

TT       -,    -        ,       ^^— ^  '  -■»■»■        ■—  -    ■■  _^^       »  ■■  ■    w         ■    I  w.™    ■■  * 

abn  —  bam       ab[n — m)       b^n  —  w) 
expression  qui,  à  cause  de  6  =  o  et  /n  —  m  ==  o,  se  réduit  toujours 
à— 9  sans  qu^il  y  ait  aucun  facteur  commun  à  supprimer;  et  nous 

avons  vu  qu'en  effet ,  y  doit  rester  indéterminé. 

N,  B,  —  Le  cas  particulier  où  les  coefBcients  des  deux  incon- 
nues dans  la  même  équation  sont  nuls  à  la  fois  n'inGrme  pas  la 
proposition  établie  au  n*^  7^. 

_                                                1                          cb*             — ca' 
On  trouve,   i®.  pour  «  =  o,  «>  =  0,...,  jf= — 3  y  = \ 

2**.  pour  a=  0,0==  o,...,  X  = ?/  = 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

76.  Nous  venons  de  voir  que,  pour  deux  équations  à  deux 
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iDcoDnneSy  à  l'exception  d*un  seul  cas  particulier,  si  Tune  des 

A       o 

inconnues  a  une  valeur  de  la  forme  -  ou  -  )  l'autre  a  néces- 

o        o 

sairement  une  valeur  de  la  même  forme;  de  plus,  que,  dans 

A 
l'hjpothèse  où  les  valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  -j  les 

équations  sont  incompatibles,  et  que,  si  elles  sont  de  la  forme  —9 

les  équations  sont  indéterminées. 

On  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  Ton  a 
plus  de  deiuc  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'agit  de 
trois  équations ,  si  Ton  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux 
valeurs  des  trois  inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant  les  circon^ 
stances  :  ou  bien  que  les  numérateurs  soient  tous  trois  différents 
de  o  ;  ou  bien ,  qu'ils  soient  tous  trois  égaux  à  o  ;  ou  bien ,  enfin , 
que  l'un  des  deux  étant  égal  à  o ,  les  deux  autres  soient  différents 
de  o;  ou  réciproquement. 

Gela  s'explique  assez  bien  par  l'observation  que ,  pour  deux 
équations,  le  dénominateur  ab'  —  ba'^  étant  composé  de  deux 
termes  seulement ,  ne  peut  être  nui  que  de  trois  manières  princi- 
pales ,  savoir  :  lorsque  l'on  a 

a        b 

2"...a  =  o,  fl'=:o,     OU  bien,     b  =0,  A'  =  o, 
3**...a  =  o,  ^  =ro,     ou  bien,     a'=:o,   à'  =  oj 

tandis  que ,  pour  trois  équations ,  le  dénominateur  D  étant 
ab'c''  —  ac'b"  -f-  ca'b''  —  ba' c"  +  bc'a''  —  cb'a''^ 

peut  être  mis  sous  différentes  formes,  telles  que 

a[b'c"  —  c'b")  +  a'  [cb"  —  bc")-^  a'' {bc' -^cb'), 
h  [ç'a^  —  a'c'')  H-  b'  [ac"  —  ca'')  -h  b"  (ca' -^  ûc'), 
c{a'b'' -^  bW)  -h  c'  {ba" ^  ab'')  -hc'' {ab' -- ba'), 

et  est  ainsi  susceptible  de  devenir  nul  d'un  très-grand  nombre  de 


Il8  DISCUSSION    GÉNÉRALE 

manières,  sans  que  les  valeurs  des  numérateurs  dépendent  les  unes 
des  autres. 

Par  exemple ,  en  supposant  qu'aucune  des  quantités  a ,  ^,  c ,  a'^ 
b\  c',  fl",  b'\  c",  d,  d'y  d'\  ne  soit  nulle ,  admettons  que  Ton  ait  : 

h'c"  —c'V  z=zo,     ch"'-be"=zo,     d'où     bc'—cb'=:0', 

le  dénominateur  D  devient  o  ;  et  comme  le  numérateur  de  la 
valeur  de  x  se  déduit  de  D  (n**  68)  en  changeant  «,  a\  a"  en 
dy  d\  d'\  il  est  clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à  o; 
mais  rien  ne  prouve  que  les  numérateurs  qui  correspondent  à  ^'  et 
à  «deviennent  nuls  dans  la  même  circonstance,  puisque  les  quan- 
tités  b'c"  ^c'b'\  cb"--bc'\  et  bc' ^  cb'  n'entrent  pas  dans 
leurs  expressions. 

Toutefois,   dès  qu'on  obtient   pour  la  valeur  de  Tune  des 

A 

inconnues  une  expression  de  la  forme  -  >   on  peut  conclure , 

SANS  AUCUNE  RESTRICTION ,  que  Ics  cquatious  sont  incompatibles  en 
nombres  finis ,  au  moins  pour  cette  inconnue.  En  effet ,  comme  il 
résulte  de  ce  quia  été  dit  n^  07,  que  Tune  des  équations  proposées 
peut  être  remplacée  par  Téquation  qui  ne  renferme  plus  que 

l'inconnue  pour  laquelle  on  a  trouvé  un  résultat  de  la  forme  -  j 

il  n'y  a  que  ce  résultat  qui ,  combiné  avec  certaines  valeurs  des 
autres  inconnues,  puisse  vérifier  les  trois  équations  proposées. 
Mais  de  ce  qu'on  obtient  pour  Tune  des  inconnues  un  i*ésultat 

delà  forme -9  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont 

indéterminées  ;  car,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  les 

A 

autres  inconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  de  la  forme  -• 

Il  y  a  plus;  c'est  qu'il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient 

de  la  forme  -9  sans  que,  pour  cela,  l'on  soit  en  droit  de  conclure 

que  les  équations  sont  indéterminées  ;  elles  peuvent  même ,  dans 
ce  cas,  être  incompatibles. 
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Prenons  9  pour  exemple ,  les  trois  équations 

ax  ^  by     -4-  es      =  ûf , 

a*x-\'  h* y   -+-c'»     ==  rf', 

/wfl'jrH-  mh' y  -^  me' z:=z  md' y 

dont  la  dernière  résulte  de  la  multiplication  des  deux  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  m  ;  ce  qui  revient  à  supposer  dans  les 
équations  générales  à  trois  inconnues, 

a"z=a'm,      f^b'm^     c"=ic'm,     d''  =  d'm, 

a"       h"       c"       d" 
et,  par  conséquent ,  -7-  =  -^r  =  — r  =  -tt  î 

a         b         c'       d' 

on  déduit  de  ces  dernières  relations, 

b'a"  —  a'b"  =  o,     c'a"  —  a'c"  =  o,     d'à"  —  a'd"  =  o, 
c'b"  —  b'c"  =  o,     d'b''  —  b'd"  =:  o,     d'c''  —  c'd"  =  o. 

Or,  si  Ton  désigne  par  D  le  dénominateur  commun  aux  trois  va- 
leurs de  x,  j,  z,  et  par  N,  N',  N",  leurs  numérateurs  respectifs, 
valeurs  dont  la  loi  de  formation  a  été  établie  n<*  68,  on  trouve,  en 
vertu  des  relations  ci- dessus, 

D  =:a{b'c"^c'b")  ^  b  (c'a" -^a'c") -^c{a'b" --- b'a")  =  o, 
N  =:  dÇb'c"—  c'b")  4-  b (c'd"  —  d'c")  '\'c[d'b"  —  b'd")^ o, 
N'  z=ia[d'c"—c'd")^d{c'a"^a'c")'\-c[a'd"-^d'a"):=0, 
fi''=:a{b'd"—d'b")-hb{d'a"-^a'd")-hd(a'b"  —  b'a")=:o. 

Ainsi ,  les  valeurs  de  ;r,  /,  s  se  réduisent  toutes  les  trois  à  la 
même  forme  °- 

O 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peut,  jusqu'à  un  certain 
point,  regarder-  comme  un  symbole  d'indétermination,  caria 
troisième  équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  seconde  ^ 
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ainsi ,  Ton  n^a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois 
inconnues.  Cependant,  observons  que  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  auraient  encore  lieu ,  lors  même  que  la  secondé  équation 
serait  incompatible  avec  la  première ,  si  Ton  avait,  par  exemple, 
pour  cette  seconde  équation , 

pa.x -j'pb,x -h pc,z=z  qd     {/?  étant  >  ou <[  9). 

On  voit  donc  que  les  trois  résultats  -  peuvent  quelquefois  cor- 
respondre à  une  incompatibilité  entre  les  écjuations. 

Uabsurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  de  la 

forme  ~)  bien  qu*aucunc  des  trois  équations  ne  puisse  être  consi- 
dérée comme  rentrant  dans  Tune  des  deux  autres  :  c*est  ce  qui 
arriverait  pour  les  trois  équations  suivantes  : 

ax  ^  bjr  -i-  cz  =  dj  ax  '•\-  bjr  -j- cz  z=2  d\  ax  '\'  bjr  -i-  cz  z=z  d*^. 

En  considérant  ce  système ,  on  reconnaît  facilement  qu^il  ne  peul 
'  exister  en  nombres  finis,  à  moins  que  Ton  n'ait  d=.d'  z=zd".  Il 
est  vrai  que,  du  moment  où  cette  dernière  relation  existe,  le  sys- 
tème des  équations  devient  indéterminé ,  puisqu'il  se  réduit  à  une 
seule  équation  entre  trois  inconnues.  Mais  il  n'en  est  pas  moins 
certain  que,  dans  leur  état  actuel ,  les  équations  sont  incompatibles, 

quoique  les  trois  valeurs  soient  de  la  forme  -^  ainsi  qu'on  peut 

s'en  assurer  en  remontant  aux  valeurs  de  D,  N,  N',  N",  établies 
ci-dessus. 

Prenons,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 

ax    -f-  ^j  -h  c«  =  dy 
a'x  -h  ^/  +  <?2  =  d'y 
a''x  -^by  -^cz-=:  d'% 

que  Ton  déduit  des  équations  générales  en  supposant 

b=:i/z=b\     et     r  =  r'  =  f;". 
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On  trouve  pour  les  valeurs  de  D ,  N ,  N' ,  N", 

D  =  £/  (^r  — .  ch)  +  a'  [ch  —  bc)  -+-  a"  {hc  —  c^)  =  o, 
N  =  rf  (Ac  —  ch)  H-  r/'  (c^>  —  le)  -h  £/"  (ôc  —  cZ»)  =  o, 
N'  =  c(fl£/'—  flrf" -f-  r/fl"      —  da'     +  «' '^"    —  cVa"), 

Les  deux  expressions  de  N' ,  N"  doivent  être  généralement  diffé- 
rentes de  o;  ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  la  valeur  de  x 

est  de  la  forme  -  y  tandis  que  celles  de  j^  et  de  z  sont  de  la 

forme  -• 
o 

Pour  interpréter  ces  résultats  ,  observons  que  les  équations  ne 

peuvent  exister  simultanément ,  à  moins  que  Ton  n'ait 

d  —  axzzz  d'  —  a'xy     d  —  ax  z=,  d"  —  a" x\ 

Il  »  i«       .  d'  —  d  d'  —  d 

d  ou  1  on  tire     x  =  —, ,     et     jc  =  —r. • 

a'  —  a  a    —  a 

Ici  y  comme  au  n<*  7)S ,  il  peut  arriver  de  deux  choses  l'une  : 
Premier  cas  :  Les  deux  valeurs  de  x  ne  s'accordent  pas ,  c'est- 
à-dire  que  Ton  a 

r/^  — rf      d''-^d  > 

ou,  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur,  et  supprimant 
les  deux  termes  +  ad^  —  ad^  qui  se  détruisent, 

d'à''  —  da''  —  ad'  —  a'd"  4-  da'  -h  ad"  ^  o 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  n'est  autre  chose  que 
le  facteur  entre  parenthèses ,  dans  les  valeurs  de  N'  et  W  (au  signe 
près  toutefois  pour  N').  Donc  les  valeurs  de  y  et  de  z  se  prosen- 

A 

tent  sous  la  forme  injinic ,   ou  ~ ,  quoique  celle  de  x  soit  de 

la  forme  — 
o 
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Second  cas  :  Les  deux  valeurs  de  x  s'accordent  entre  elles,  ce 

d'-^d      d"  —  d 

qui  entraîne  la  relation  — ; ;; =0, 

a'  —  a       a"  —  a 

ou  d'à''  —  da"  —  ad*  —  a'd"  +  da'  4-  ad"  =  0; 

et  alors  les  deux  valeurs  de/  et  de  z  se  réduisent  à  -  comme  celle 

de  X,  Mais  tandis  que  la  valeur  de  x  est  déterminée  et  égale 

d'  —  d         d"  — —  d 

à    -; ou  —T, ,  celles  de   r  et  de  ^  sont  indéterminées , 

a' — a         a   — a 

puisque  Ton  n'a  plus,  entre  ces  deux  inconnues,  que  Téquation 

unique 

da'  —  ad' 

hy  '\-  cz'=id  —  ax  =   — -, • 

•^  a'  —  a 

Ce  cas  particulier  est  analogue  à  celui  du  n°  75  ,  qui  se  rapporte  à 

deux  équations  à  deux  inconnues. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que,  si  le 

A 
symbole  -  dénote  toujours  un  système  d*éqnations  auxquelles  il 

est  impossible  de  satisfaire ,  du  moins  en  nombres  finis ,  le  sym- 
bole -  est  tantôt  un  caractère  à'' indétermination .  tantôt  un  carac- 
o 

tère  &' absurdité.  Quelquefois  aussi  (n°  75)  il  annonce  la  présence 
d'un  facteur  commun  ;  et  ce  qu'on  a  de  mieux  à  faire  pour  inter- 
préter de  pareils  résultats ,  c'est  de  remonter  à  l'équation  ou  aux 
équations  qui  y  ont  conduit. 

77.  Lorsqu'on  opère  directement  sur  des  équations  particu- 
lières ,  on  parvient  à  d'autres  caractères  d'absurdité  ou  d'indéter- 
mination. 

Premier  exemple.  —  Soient  les  trois  équations 

2x  4-  3j  —  z  z=  16, 
Sx  —  2/  -h^z  ==  21  , 
70:  H-     j  4-62  =  37, 

dont  la  dernière  résulte  de  l'addition  des  deux  premières,  membre 
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à  membre.  En  calculant  D,  N ,  N',  N" ,  d'après  les  formules  géné- 
rales, et  conformcment  aux  principes  du  n*'  00,  on  trouve  suc- 
cessivement D  =  o,  N  =  o ,  N'  =  o ,  N"  =  o.  Ainsi  les  valeurs 

(le  or,  j,  z  sont  toutes  trois  de  la  forme  -.  Mais  opérons  direc- 
tement sur  ces  équations. 

Si  Ton  élimine  z  entre  la  première  et  la  seconde  équation  , 
puis  entre  la  première  et  la  troisième,  d'après  les  méthodes 
coomies ,  on  parvient  aux  deux  équations 

190:+  i9J^=  i33, 
19^7-1*19^  =  133, 

d'où  ,  retranchant  de  nouveau  ces  deux  équations  Tune  de 
l'autre,  o  :=  o 

égalité  qui  n'apprend  rien  ni  pour  x  ni  pour  7 . 

En  remontant  à  l'une  des  deux  équations  précédentes ,  qui , 
toute  simplification  faite ,  devient 

^-+-r  =  7» 

on  pourra  donner  à  x  toutes  les  valeurs  imaginables ,  ce  qui 
fournira  pour  jr  des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  der- 
nière équation.  Reportant  ces  valeurs  de  x  et  de  jr  dans  l'une 
des  trois  équations  proposées ,  on  obtiendra  autant  de  valeurs 
corrrespondantes  pour  z. 
Soit  fait ,  par  exemple ,     x=i,2,  3,  4>'*'» 

il  en  résulte  *  j=:6,5,4>3j'*-> 

d  où ,  substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné , 

et  tous  ces  systèmes ,  en  nombre  infini ,  vérifient  les  trois  équa- 
tions proposées. 

Le  symbole  - ,  obtenu  dans  cet  exemple  pour  les  trois  in- 

ronnues ,  correspond  donc   ici   à  une  indétermination  ,   comme 


124  DISCUSSION   G£NÉa4LE 

Tégalité  0  =  0,  à  laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directe- 
ment sur  les  équations. 

Deuxième  exemple,  —  Soient  les  équations 

2a:  H-  3^  —  2  =  16, 
5x  —  ny  '■{'']z=z  21, 
3x  —  5^H-8a=  12. 

Pour  former  la  troisième,  on  a  retranché  la  première  de  la 
seconde ,  en  ajoutant  toutefois  le  nombre  7  au  second  membre  de 
l'équation  résultante.  Le  système  est  donc  absurde;  aussi,  en 
calculant  les  valeurs  de  D,  N,  ^9',  N'%  au  moyen  des  formules 
générales,  on  obtiendrait  successivement 

D  =  o,     N=i33,     N'=— i33,     N"=  — i33, 

ce  qui  4onnerait  pour  les  trois  inconnues  des  valeurs  de   la 

forme  -• 
o 

Mais  en  éliminant  directement  z  entre  la  première  et  la  seconde 

équation  ,  puis  entre  la  première  et  la  troisième ,  on  parvient  aux 

équations 

194: -H  19^  =  i33,     et     19X -+- 19/ =  io8; 
d'où,  retranchant  de  nouveau  ces  équations  Tune  de  l'autre , 

o  =  25, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  Tincompatibilité  des  équations 
proposées. 

Troisième  exemple,  —  Soient  les  deux  systèmes 

X  -}-  9  V  -1-  Gz  =  16  \  X  -f-  ç^y  -f-  62  =  16  1 

'2^-|-3j  +  2z=     7  I  (l),    2X-H  3j  H- 2Z=     7>      (2), 
3  JT -f.  6j-4- 4*=  ï3  )  3j: -H  Gj  4- 4^  =  19   j 

que  Ton  peut  considérer  comme  un  cas  particulier  du  dernier 
exemple  général  discuté  n®  76;  car  en  divisant  les  deux  membres 
de  la  première  équation  de  chaque  système  par  3  ,  et  les  deux 
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membres  de  la  troisième  équation  par  2,  on  obtient  les  nou- 
Telles  équations 

1  o  16  1  ^  16 
-x-+-3^4-2«  =  -2Î            ~ar-h3^+22=  -^5 

2X  -+- 3j^   H-  2Z  =     7        et        2  07+3^-4-23=      7, 

-j:-|-3y  4-2a  =  — 9  - j?  +  3 r  +  2 z  =  -^« 

2  22  2 

Il  y  a  toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  différence  que , 

1              •         1        !•       d'  -^  d        d    —  d   ,  . 
pour  le  premier,  la  relation  -; =  —j-, (du  n°  76)  est 

satisfaite,  et  qu'elle  ne  Test  pas  pour  le  second. 

Cela  posé,  Télimination  de  z. entre  la  première  et  la  seconde 
équations,  puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (i), 
donne  les  deux  résultats  identiques,  x=  \,  x=  i.  Substituant 
cette  valeur  dans  les  trois  équations  du  même  système  (i),  on 
parvient,  toute  réduction  faite,  aux  équations 

3^-h2z  =  5,     3j^-+-2z  =  5,     3^4-22  =  5, 

qui,  par  Télimination  de  y  ou  de  z,  donnent  lieu  à  Tégalité 

0  =  0. 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  forme  -9  trouvées 

'^  o 

pour  les  trois  inconnues  au  moyen  des  formules  générales.  11 

o 
faut  se  rappeler  toutefois  (n**  76)  que  le   symbole  -5  obtenu 

pour  Xf  avait  une  valeur  déterminée  qui  est  ici  j?  =  1 ,  et  que 
le  même  symbole  obtenu  pour  7  et  z  indiquait  une  indétermi- 
nation» 

En  répétant  les  mêmes  calculs  par  rapport  au  système  (2), 

on  obtient 

x  =  I ,     et    X  =.  —  5. 

La  valeur  x  =  i  portée  dans  la  première  et  dans  la  seconde  des 
équations  du  système  (2)  donne 

3j  -H  2z  =  5; 
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et  la  valeur  jt  =  —  5  portée  dans  la  seconde  ou  la  troisième 
équation  du  même  système  donne 

3j  -h  2z  =  17, 


o 


égalité  absurde  qui  correspond  à  la  valeur  -trouvée  pourx, 

et  aux  valeurs  de  la  forme  -  obtenues  pour  y  et  pour  z. 

Les  résultats  0  =  0,  o  =  A  ,  auxquels  on  parvient  quelque- 
fois  en   traitant   directement   des   équations  particulières,    ont 

o     A 
donc  la  même  signification  que  les  symboles  -9  -9    que  Ton 

obtient  en  appliquant  les  formules  générales  à  des  exemples  parti- 
culiers. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  Texamen  d'un  cas  très-important  :  c'est  celui  où,  dans 
les  équations  générales ,  on  suppose  nulles  à  la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n°68),  que  ces 
numérateurs  s'anéantissent  tous  en  même  temps,  c'est-à-dire  que 
Ton  aAt=:o,  6  =  0,. .  ..  Comme  d'ailleurs  il  n'existe  aucune  rela- 
tion particulière  entre  les  coefficients  a,  ^,  c,  «',  ^',  c',. . .  des 
inconnues ,  la  valeur  de  D ,  qui  résulte  d'une  certaine  combinaison 
de  ces  coefficients,  est  généralement  différente  deo.  Ainsi  l'on  a  , 
pour  valeurs  des  inconnues  y  x  =  o,  ^=0,  «  =  o,...;et  ces 
valeurs  vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  Vhypothèse,  que  les  quantités  connues 
du  second  membre  soient  nulles  à  la  fois ,  on  a  encore ,  entre  les 
coefficients  des  inconnues ,  la  relation  D  £=  o ,  les  valeurs  géné- 
rales se  réduisent  à  la  forme  x  =  -  »   r  =  - ,  etc . 

o*  -^      p' 

Or  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
mais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déirr^ 
minés ,  qu'on  peut  obtenir  à  l'aide  des  équations  proposées. 
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Soient,  en  effet ,  les  trois  équations 
ax-h  bf-hcz  =  Oj   a'x+b'y-^c'z^zOy   a'^x-^-b" y-{-c" zz=io^ 

dans  lesquelles  on  suppose  (n°  67  )  que  Ton  ait  D  =  o,  ou 
ab'c"  —  ac'b"  +  ca'b"  —  ba'c''  H-  bc'a"  —  cb'a"  =  o. 

Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

z         z  z  z  z  z 

X      y 
Or  on  tire  des  deux  premières,  en  traitant  -  et  -  comme  deux 


X 


inconnues. 


bc'  —  cb'        Y       ca*  —  ac' 


z       ab'^ba''     z       ab' -^  ba' 


D'où  Ton  voit  quVn  donnant  à  z  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires, les  valeurs  de  x  et  de  y  s'obtiendront  à  l'aide  de  ces  deux 
proportions  dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux  à  des 
quantités  connues • 

Mais  il  reste  à  savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à  la  troisième  équa- 
tion, qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  Or  on  trouve, 
en  les  substituant  dans  cette  équation , 

/y       bc' — cb'        ...       ca'  —  ac'         ,, 

ou,  réduisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable, 

ab'c''  —  ac'b"  -+-  ca'b''  —  ba' c''  ■+-  bc'a"  —  cb'a"  =  o, 

condition  qui,  par  hypothèse,  est  satisfaite. 

79.  Ceci  nous  conduit  naturellement  à  l'examen  d\ine  circon- 
staoce  dcwt  le  second  problème  du  testament,  résolu  n^  40,  nous 
a  offert  un  exemple  :  c'est  celle  où  Ténoncé  de  la  question  conduit 
a  un  nombre  d'équations  réellement  différentes,  plus  grand  que 
celai  des  inconnues  à  déterminer. 
Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme 
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n  inconnues^  et  donne  lieu  à  m  équations  différentes  ^  m  étant  ^/i* 
Il  faut  d'abord  combiner  entre  elles  un  nombre  n  des  équations 
proposées,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  n  inconnues  ;  substituer 
ensuite  ces  valeurs  dans  les  (m  —  n)  équations  restantes,  ce  gui 
donne  lieu  à  autant  de  relations  entre  les  données;  et  ces  dernières 
relations  doivent  être  vérifiées,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
tel  qu'il  a  été  énoncé.  Les  {m  —  n)  relations  ainsi  obtenues  se  nom- 
ment des  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente, — II  résulte  de 
cette  discussion  :  i^.  Qu'un  système  d'équations  du  premier  degré  à 
pareil  nombre  d'inconnues  ne  peut  être,  en  général,  satisfait 
que  d'une  seule  manière  (n®67}; 

2°.  Que  toute  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue, 
répond  directement  aux  équations  du  problème,  sans  répondre 
toujours  à  l'énoncé  (n®  70)  ; 

3®.  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu'indirectement  à 
renoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique, 
mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens 

purement  algébrique  (n***  09  et  71  )  ; 

A 

4°.  Que  toute  expression  de  la  forme  -?  trouvée  pour  une  ou 

plusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  le  sys- 
tème d'équations  proposé,  du  moins  l'impossibilité  d'y  satisfaire 
en  nomhres  finis  pour  toutes  les  inconnues  (  n*^'  72 ,  74  et  76)  ; 

5°.  Que  le  symbole  -  >  obtenu  pour  une  ou  plusieurs  incon- 
nues, correspond,  soit  à  une  indétermination,  soit  à  une  incom- 
patibilité (n^'  72,  74,  7â,  76),  soit  à  la  présence  d'un  facteur 
commun  entre  les  deux  termes  de  chaque  fraction  qui  s'est  réduite 
à  cette  forme  (n**  75)  ;         ' 

6**.  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  nuls,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  à  o;  que 
si,  à  cette  hypothèse ,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  des  inconnues  soit  o,  le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  est  infini;  mais  ces  valeurs  sont  assujetties  à  avoir  entre 
elles  des  rapports  constants  (n°  78); 
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7*.  Que ,  lorsque  ie  nombre  des  équations  est  plus  grand  quo 
celui  des  inconnues^  le  problème  n'est  possible  qu'autant  que  les 
valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d'équations  égal 
à  celui  des  inconnues  satisfont  aux  autres  équations  (n®  79). 

81.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de 
discussion ,  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

QuATOKZiiiiE  PKOBLÂMB.  —  Un  banquier  a  deux  espèces  de  mon^ 
naie:  il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu  ;  il  faut  b 
pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quelqu'un  vient 
et  demande  c  pièces  pour  un  écu.  Combien  le  banquier  lui  don- 
nera^'il  de  pièces  de  chaque  espèce  pour  le  satisfaire? 


( 


«  '  «,        »        flf  (c  —  ^)  ^        ,        b(a  -^c) 

Rep. . .   I  "  espèce ,  — ^ r-^  :  2*  espèce ,  — ^ r— ' 

a  —  0  '^  a  —  b 


Qui5ziiME  PROBLEME.  —  Troupcr  les  deux  côtés  contigus  d'un 

rectangle,  en  supposant,  1°  —  que  ces  deux  côtes  soient  entre  eux 

dans  un  rapport  donné  m  :  n  ;  2°  —  que,  si  Von  augmente  ou  dimi^ 

nue  les  côtés  de  ce  rectangle  des  quantités  données  a  ^r  b,  la  sur- 

face  soit  augmentée  ou  diminuée  de  la  quantité  p. 

/■ 
En  supposant  les  côtés  augmentés ,  on  trouve 

^  ___  m[p  —  ab)  _  njp  —  ab) 

na  -^  mb    ^     *^        na-i-  mb 

Seizième  pROBLivE.  —  On  demande  les  biens  de  trois  personnes, 
A,  By  C,  sachant,  1°  —  que  la  somme  du  bien  de  A  et  de  \  fois 
les  biens  deB  et  C  est  égale  «  p  ;  2°  —  que  la  somme  du  bien 
de  B  et  de  m  fois  les  biens  de  A  et  C  est  égale  à  q\  3®  —  que  la 
somme  du  bien  de  C  et  de  nfois  les  biens  de  A  et  B  est  égale  à  r. 

(Cette  question  est  susceptible  d^étre  résolue  assez  simplement 
par  l'introduction  d'une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours  du  cal- 
cul :  cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix-septième  problème.  • —  Trouver  les  biens  de  6  personnes 
A,B,C,  D,  E,F,  d'après  les  conditions  suii>antes :  i"*  —  la 
somme  des  biens  de  A  et  B  est  a;  celle  des  biens  deCetJ)  est  h; 
Jlg.  B.,  10*^  éd,  .  9 
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la  somme  des  biens  de  Et  et  ¥  est  Cy  a°  —  le  bien  de  A  vaut  m /bis 
le  bien  de  Q\  le  bien  de  D  vaut  nfois  le  bien  de  Y» ;  le  bien  de  F 
vaut  ^fois  le  bien  €le  B. 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d'une  seule  équa- 
tion à  une  seule  inconnue.) 

Ces  différents  énoncés  sont  extraits  de  V Algèbre  de  M.  Lkuillicr, 
de  Genève ,  ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  questions 
qu'il  propose  pour  exercices. 


•w^mr^vmi  »  ^^^^^  I  ■■    I      ^F^i^— 


CHAPITRE  III. 

Résolution  des  Problèmes  et  Lquations  du  second 

degré. 


8S.  Introduction.  —  Lorsque  Fénoncc  d'un  problème  conduit 
à  une  équation  de  la  forme  ax^  =  by  dans  laquelle  Finconmie  est 
multipliée  par  elle-même,  Téquation  est  dite  du  second  degrés 
et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont 
insuffisants  pour  sa  résolution;  mais  comme,  en  divisant  les  deux 

membres  par  a ,  on  obtient  x'  =  -  9  il  s'ensuit  que  la  question 

se  réduit  à  trouver  un  nombre  qui  y  multiplié  par  lui-même,  peut 

produire  le  nombre  exprimé  par  -ic'e^t  l'objet  de  V extraction  de 

a 

la  racine  carrée. 

Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arithmétique,  avec  tous  les 
détails  convenables ,  les  divers  procédés  d'extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  particuliers ,  soit  entiers,  soit  fractionnaires; 
nous  n'avons  donc  à  développer  ici  que  les  règles  relatives  h,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  expressions  algébriques. 
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§  I.  —  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques, 

85.  Considérons  d*abord  le  cas  d'une  quantité  monôme ,  et  pour 
découvrir  le  procédé  de  l'extraction  de  la  racine  carrée ,  voyons 
comment  on  forme  le  carré  d'un  monôme. 

On  a,  d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes 

c'est-à-dire  que,  pour  élever  un  monôme  au  carré,  il  faut  élever 
son  coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposants  des  dif- 
férentes lettres.  Donc ,  pour  revenir  d'un  monôme  carré  à  sa  ra- 
cine, il  faut,  I®  —  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient  y  d'après 
les  règles  exposées  en  Arithmétique;  2®  —  prendre  la  moitié  de 
chacun  des  exposants. 

Ainsi  Ton  a       ^6^a''b*  =  8^^^';  et  en  effet, 

{Sa'b^y  =  8a^b'  X  Sa^b'  =  6^a'b'. 

De  même  \625a^b*c^z=:  ^Sab^c^y 

car  (!i5 ab' C'Y  =z  625 a' b'c^, 

II  résulte  de  la  règle  précédente ,  que  pour  qu'un  monôme  soit 
le  carré  d'un  autre  monôme ,  il  faut  que  son  coefficient  soit  un 
carré  parfait  y  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  cfiab* 
n'est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  g8  n'est  pas  un  nombre  carré 
parfait ,  et  que  a  est  affecté  d*un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas ,  on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  ,  en  l'af- 
fectant du  signe  v/     j  et  on  l'écrit  ainsi  :  \^ab*. 

On  appelle  ces  sortes  d'expressions,  des  monômes  irrationnels, 
et,  plus  spécialement,  des  radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subir  à  ces  expressions  quelques 
simpUficatioDA  fondées  sur  le  principe  suivant  :  La  racine  carrée 
du  produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des 

9- 
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racines  carrées  de  ces  facteurs  ;  ou  ,  en  langage  algébrique  , 

^ahcd, ,  ,  •=:  sfâ.sfb ,\c.  y J. . . . 

Pour  démontrer  ce  principe ,  observons  que ,  d'après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d'un  nombre ,  on  a 

( sjabcd.  .  .  .y  =z  abcd  .  .  . 
D'un  autre  côté, 

(v^  X  v/^  X  V^ . . .)'  =  (v^«)'  •  W •  (v^)' . . .  =  «^c. . . . 

Donc ,  puisque  les  carrés  de  sjabcd, . .  elde  ^.^b  .^c.  \d, . . . 
sont  égaux ,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé^  l'expression  ci-dessus,  ^cjdab^y  peut  se  mettre  sous 
la  forme  ^/\Qb^  X  2  «  =  \/49^*  X  v^a^. 
Or  ^49^*  s®  réduit  (n*»  85)  à  7^';  donc 

V^gS/ïft*  =  7  b^,sl^a. 
On  a  de  même 

\/^5a^b'c'd=:  s/ç^a'b'c'>:5bd=  ^abc.\Kbd, 

\/86^a'b'c''  =  sJi^^a^b*c''y<6bc=:  iiab^&',yj&bc. 

£n  général,  pour  simplifier  un  monôme  irrationnel,  mettez  en 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaitSy  et  extrajrez-cn  (a  racine 
(n°  83);  puis  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en  avant 
du  signe  radical  y  sous  Icfjuel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs 
non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expressions  7  b^  sj^a,  ^abc  ^5 bd^  1 2  ab^c?"  sfià  bc^  les 
quantités  7^%  3«^r,  i2a^'r*,  s'appellent  les  coefficients  du 
radical, 

82>.  Jusqu'à  présent  nous  n^avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la  réso- 
lution des  questions,  on  est  conduit  à  considérer  des  quantités 
monômes  précédées  du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  il  faut  savoir 
comment  opérer  *nr  ces  sortes  de  quantités.  Or  le  carré  d'un 
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iDonôme  étant  le  produit  de  ce  moDÔroe  par  lui-même ,  il  s'en- 
suit (n^  69)  que ,  quel  que  soit  son  signe ,  le  carré  de  ce  monôme  est 
positif.  Ainsi ,  le  carré  de  +  5  a'  b^  ou  de  —  5  a'  b^  est  -f-  aS  û*  ^'. 
D'où  Ton  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif  y 
sa  racine  carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  -h  ou 

du  signe — .  Ainsi,  ^9<ï*  =  ifc3«*;  car  -h  3û'  ou  —  3a%  élevé 
au  carré,  donne  également  +9a\  Le  double  signe  ±  dont  on 
affecte  la  racine  s'énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  Textraction  de  sa  racine 
est  impossible,  puisqu'on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
quantité,   positive  ou  négative ,  est  essentiellement  positif.  Ainsi 

V^ — 9i  V'  —  4^'>  ^  —  5  sont  des  symboles  algébriques  qui  repré- 
sentent des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom 
de  quantités,  ou  plutôt  A^ expressions  imaginaires:  ce  sont  des  sym- 
boles d'absurdité  que  l'on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
des  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à  ces  symboles  les 
mêmes  simplifications  qu'aux  expressions  irrationnelles  qui  offrent 
des  opérations  exécutables.  C'est  ainsi  que 

^^^  revient  (n**  84)  à  v/g  .  v^—  i ,  ou  3  v^^; 
de  même,  ^ — ^à*  =^4^*  •  ^ — i=i2a^ — i, 

86«  Tâchons  maintenant  de  découvrir;  pour  le  carré  d'un  poly- 
nôme quelconque,  une  loi  de  formation  dont  nous  puissions  dé- 
duire un  procédé  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée. 

On  a  déjà  vu  (n®  19 )  que  le  carré  d'un  binôme,  a  -h  ^>  est  égal 
ka^-h  2ab  4-  à*- 

Soit  actuellement  à  former  le  carré  d'un  trinôme  a  +  6  -+-  c. 
Désignons,  pour  le  moment,  a  -^  b  par  une  seule  lettre  5;  il  vient 

{a  -h  b-hcY=:  (s  -}-  cy  =  5»  -h  2  5c  -f-  c\ 
Or  on  a 

i'  =  (rt  +  ^)  2  =  fl'  H-  2 aô -h^',     2  5f  =  2  («4-  b)cx=7L  ac  4-  2  ^r . 
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Donc  (û4- ^ -f- c)'=a*  4-2fl6^4-^'-t-2£ic-ha^c-|-c';  c^est- 
à-dire  que  le  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  fies  carrés 
des  trois  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes  multipliés 
deux  à  deux. 

Je  dis  que  cette  loi  de  composition  est  applicable  à  un  poly- 
nôme quelconque.  En  effet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  poly- 
nôme d'un  nombre  quelconque  de  termes ,  et  prouvons  qu'elle 
peut  s'étendre  à  un  polynôme  renfermant  un<  terme  de  plus. 

Afin  d'y  parvenir,  soit  a-+-6  +  c  +  rf-t-...H-i-+-X*un  poly-: 
nôme  composé  de  m  +  i  termes;  et  désignons  par  s  la  somme 
des  m  premiers  termes,  a-^b  -h c+ rf-+-.. .-+- 1  ;  ^  -f-  X-  représente 
le  polynôme  proposé,  et  l'on  a  [s-^k  )^  =  5»  -f-  2 ^A-  -f-  /%  ou ,  re- 
mettant à  la  place  de  ^  sa  valeur, 

(j4-^)'=:(a4-*-|-c-f-</-f-. .  .-♦-0'-i-2(a-h^-|-c4-^.  . .  -^i)k-^k\ 

Or  la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par 
hypothèse ,  des  carrés  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme  et 
des  doubles  produits  de  tous  ces  termes  multipliés  deux  à  deux; 
la  seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes  du 
premier  polynôme  par  le  nouveau  terme  introduit  ]l\  enfin ,  la  troi- 
sième partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc  la  loi  de  composition 
énoncée  ci-dessus  est  encore  vraie  pour  le  nouveau  polynôme. 
Mais  elle  a  été  reconnue  vraie  pour  un  trinôme;  donc  elle  a  lieu 
pour  un  polynôme  de  quatre  termes  :  étant  vraie  pour  quatre , 
elle  l'est  nécessairement  pour  cinq,  et  ainsi  de  suite.  Donc  elle  est 
générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d\ine  autre  manière  :  Le  carré  d*un 
polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme,  plus  le  double  pro- 
duit du  premier  terme  par  le  second,  plus  le  carré  du  second  ;  plus 
les  doubles  produits  de  chacun  des  deux  premiers  termes  par  le 
troisième ,  plus  le  carré  du  troisième;  plus  les  doubles  produits  de 
chacun  des  trois  premiers  termes  par  le  quatrième ,  plus  le  carré 
du  quatrième  ;  et  ainsi  de  suite.  Cet  énoncé,  qui  est  évidemment 
compris  dans  le  premier,  nous  conduira  plus  aisément  au  procédé 
de  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme. 
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On  trouvera ,  d'après  cette  loi , 

ou,  réduisant,        90* —  120^^  +  28 ri' 6' —  1606'+  16^*; 

{Sa^b  —  /i  abc  -h^  bc^—S  a*cyz=  nS  a*  b^  ^  ^oa^  b^c  -{-'jGa^b^c^ 
—  ^8aù^c*  +  36  ^ V  —  3o 0*  ^r  -+-  240»  ^c'  —  36 a'  ^c»  H- 9 a* c'. 

Passons  h  Textraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  par  N  le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  racine, 
cl  par  R  cette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment  dé- 
iermlnée;  concevons,  en  outre,  cjue  ces  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  l'une  des 
lettres  qu'ils  renferment,  a  par  exemple. 

Gela  posé,  j'observe  d'abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  N  (en  le  supposant  ordonné)  peuvent  donner  sur-  le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R  ;  en  effet ,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (n°  80),  i*>  —  que  le  carré 
du  premier  terme  de  R  renferme  un  exposant  de  la  lettre  a ,  plus 
grand  qu'aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans  la  composi- 
tion du  carré  de  "R;  2°  —  que  le  double  produit  du  premier  terme 
de  K  par  le  second  renferme  aussi  un  exposant  plus  élepé  que 
dans  les  jfarties  suipantes.  Ainsi,  les  deux  parties  dont  nous 
venons  de  parler,  n'ayant  pu  se  réduire  avec  les  autres,  sont 
nécessairement  les  deux  termes  de  N  affectés  du  plus  haut  expo- 
sant de  0 ,  et  de  l'exposant  immédiatement  inférieur.  D'oà  il  suit 
que,  si  N  est  réellement  un  carré  parfait,  1°  —  son  premier 
terme  doit  être  un  carré  parfait,  et  la  racine  de  ce  terme,  extraite 
d'après  le  procédé  du  n°  85,  est  le  premier  terme  deK  ;  2®  —  son 
seconil  terme  doit  être  divisible  par  le  double  dn  premier  terme 
de^^ety  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient  le  second 
terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants, yôrmo/u  le  carré 
du  binôme  déjà  trouvé,  et  retranchons -le  de^\\e  reste ,  qne  nous 
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désignons  par  N',  reafenne  encore  les  doubles  produits  du  pre- 
mier terme  de  R  par  le  troisième,  du  second  terme  de  R  par  le 
troisième  >  plus  une  suite  d'autres  parties.  Maïs  \e  tloubie  produit 
du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfermer  a  a^^ec  un  expo- 
sont  plus  grand  que  dans  les  parties  suivantes,  et  ne  peut,  par 
conséquent,  avoir  été  réduit  avec  ces  parties.  Donc  ce  double 
produit  est  le  premier  terme  de  N';  ainsi,  ce  premier  terme  doit 
être  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  K'j  ct^  si  l'on 
effectue  cette  division,  le  quotient  est  le  troisième  terme  de  R. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième ,  plus  le 
carré  du  troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  N', 
ce  qui  donne  un  reste  N''  qui  renferme  encore  le  double  produit 
du  premier  terme  de  R  par  le  quatrième,  plus  une  suite  d'autres 
parties.  Mais  on  prouvera,  comme  précédemment,  que  le  pre- 
mier  terme  de  N  "  est  nécessairement  le  double  produit  du  premier 
terme  de  R  par  le  quatrième.  Ainsi ,  en  divisant  le  premier  terme 
de  N  "par  le  double  du  premier  terme  r/e  R ,  on  a  pour  quotient  le 
quatrième  terme  de  R  ;  et  ainsi  de  suite. 

N,  B.  —  Il  est  absolument  indispensable,  après  avoir  ob- 
tenu les  deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le 
carré  du  binôme  trouvé  du  polynôme  N;  car,  ordinairement, 
le  carré  du  second  terme  de  R  renferme  a  avec  le  même  exposant 
que  dans  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième; 
par  conséquent,  il  a  dû  se  réduire  avec  ce  double  produit. 
Ainsi,  ce  n'est  qu'après  avoir  soustrait  ce  carré,  du  polynôme 
N,  qu'on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est  égal  au 
double  produit  du  premier  terme  de  R  par  le  troisième.  La 
même  remarque  s^applique  aux  trois,  quatre, . . .  premiers  termes 
trouvés. 

Nous  laissons  aux  élèves  studieux  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nements précédents  le  procédé  général  de  Textraclion  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme;  il  leur  sufBra,  pour  cela,  de  réunir  toutes 
les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous  allons  d'ailleurs  en 
faire  l'application  à  un  exemple  particulier. 
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Soit  proposé  d*cx traire  la  racine  carrée  du  polynôme 

25fl^  — 3oo'^ -4-49  a'^'  — 24^6=» +16^*  )    Sa^  —  Sab-^^b^ 
—^Sa^-h^o  a^b —    ga^b^  Jioa» 

i«' reste...  ^oa^b^—2^ab^-hi6b* 
—  4oa'^'-f-24«^^— i6ft* 

a*  reste. . .  o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à  a ,  on  extrait 
la  racine  carrée  de  25 a%  ce  qui  donne  Sa*  que  l'on  écrit  à  la 
droite  du  poljmôme;  puis  on  divise  le  second  ternie  —  3o  a^b 
par  ioa%  double  de  5  a' (on  écrit  loa'  au-dessous  de  5  a');  le 
quotient  est  —  3ab  que  Ton  place  à  la  droite  de  5/i'.  Les  deux 
premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a^  —  3ab,  Carrant  ce 
binôme,  on  trouve  25  a*  —  3oû^ô  4-  c^a^b^y  qui,  retranché  du 
polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  premier  terme  est 
4oa'^'.  Divisant  ce  premier  terme  par  ioa%  double  de  5a% 
on  obtient  pour  quotient  -|-  4  ^'  •  ^*^^  ^^  troisième  terme  de  la 
racine,  que  l'on  écrit  à  la  droite  des  deux  premiers  termes.  For- 
mant le  double  produit  de  5  ^i'  —  Zab  par  4  ^%  et  le  carré  de  4  b^y 
on  trouve  4o«*  b-  —  24 ab^  -h  16  b\  polynôme  qui,  retranché  du 
premier  reste,  donne  o  pour  reste  final.  Ainsi  5«' —  Zab  -^^b^ 
est  la  ranne  demandée,  ou  plutôt  (n*'  81)  Tune  des  valeurs  de  la 
racine  demandée.  L'autre  valeur  est  —  5a'  -l-  Zab  —  4 ^%  ^^  ^"^ 
Tobtiendrait  en  écrivant  —  5  a'  pour  la  racine  carrée  de  +  25  a% 
puis  divisant  —  3oa'^  par  —  10  a',  et  continuant  l'opération 
comme  ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple,  dès  qu'on  a  obtenu  la  pre- 
mière, d'écrire  ensuite,  pour  la  seconde,  —  (5a'  —  3  a^  4-  4  ^*). 

Les  commençants  peuvent  s'exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  n**  86. 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  afTec- 
tés  de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer 
le  polynôme  comme  il  a  été  prescrit  pour  la  division  (  n°  89  )  ;  puis 
on  appliquera  le  procédé  ci-dessus ,  en  regardant  comme  une  seule 
cl  même  partie  ta  somme  algébrique  des  termes  affectés  «le  la  même 


]38  EXTRACTION    DE    LA    RACINE    CARREE    DES    POLYNOMES. 

puissance,  et  remplaçant,  dans  Tcnoncé  de  ce  procédé,  les  mots  : 
premier  terme  du  polynôme,  premier  terme  du  reste,  premier' 
terme,  second  tenne,., .,  de  la  racine ,  par  les  expressions  :  première 
partie  du  polynôme ,  ou  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance, 
première  partie  du  reste  ^  première  y  seconde  y,  partie  de  la  racine. 
An  surplus,  ces  sortes  d'exemples  se  présentent  fort  rarement. 

89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 
1®.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu'on 
sait  que  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c'est-à-dire  d'un 
binôme,  renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éprou- 
ver aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi ,  l'expression  u*  -h  h^  n'est 
pas  un  carré;  il  lui  manque  le  terme  ±  2â^  pour  qu'elle  soit  le 
carré  de  a  rt  ft. 

2*^.  Pour  qu'un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait,  il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui  à\x 
milieu  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres. 
Alors  la  racine  du  trinôme  peut  s'obtenir  immédiatement.  Ex- 
trayez les  racines  des  deux  termes  extrêmes,  et  affectez  les  deux 
racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  le  terme 
moyen  est  positif  ou  négatif.  Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit 
de  ces  deux  racines  donne  le  terme  moyen  du  tçinômc. 

Ainsi,  9«'  —  48^*  ^'  -h  64  «' b' 

a  pour  racine  carrée ,     V^9 û"*  —  \/64 a' ^S  ou  ±  (3 û^  —  8 ab')\ 
car  3  «^  X  —  i6  ab^  =  —  48 a<  b\ 

4«*-f-  i2«^  —  9^^  ne  peut  être  un  carré  parfait,  quoique  4^^ 
et  9  b"^  soient  les  carrés  de  2  a  et  de  3  ^,  et  que  I2rt6=2ax6^; 
mais  —  9  A'  n'est  pas  un  carré. 

3".  Lorsque,  dans  la  série  d'opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé général ,  le  premier  terme  de  l'un  des  restes  n'est  pas  exacte- 
ment divisible  parle  double  du  premier  terme  de  la  racine,  on 
peut  en  conclure  que  le  polynôme  proposé  n'est  pas  un  carré  par- 
fait. CVst  une  conséquence  évidente  des  raisonnements  que  nous 
,  avons  faits  pour  parvenir  à  ce  procédé. 
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4*'«  Enfin  y  on  peut,  quand  il  y  a  lieu,  appliquer  aux  racines 
carrées  des  polynômes  non  carrés  parfaits  les  simplifications  du 

n»«4.  

Soit,  par  exemple  «  l'expression  sla^b  -\-^a-b'^-^^ab^, 
La  quantité  sous  le  radical  n'est  pas  un  carré  parfait  ;  mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ab  (a^  +  4^^  +  4  ^^)*  ^>*  ^^  facteur 
entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a  +  2  6;  d'où  Ton 
peut  conclure  (n*  84) 

sja^b-h^à'b^'^^ab^  =  ±(a -H  2 ^)  >fâb. 

00.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré,  —  L'extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à  de  nouvelles  expressions  algé- 
briques, telles  que  v^,  3  y'^ ,  7  \/2 ,  connues  sous  le  nom  de  fj/iian- 
tités  irrationnelles  ou  de  radicaux  du  second  degré,  il  faut  établir 
des  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations 
fondamentales. 

Définition»  —  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  sem^ 
blables  lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même  pour 

les  deux  radicaux.  Ainsi,  Za\fb  eiSc  sfb,  9  /â  et  7  s]^^  sont  dits 
des  radicaux  semblables. 

Addition  et  soustraction.  —  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  radi- 
caux semblables,  on  ajoute  ou  Von  soustrait  les  deux  coefficients, 
puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence  du  radical  commun. 
Ainsi  l'on  a 

3flV^-4-5cv^=(3û4-5c)v^,  3flV^  — 5cv^  =  (3a  — 5c)  v/^; 
de  même 

7  yâ^-h  3y2«  =  io^2fl,     7  y^2^  —  3^Tâ=4v^2rt* 

Deux  radicaux  peuvent,  au  premier  abord,  n'être  pas  sem- 
blables, et  le  devenir  par  les  simplifications  du  n"*  84. 
Par  exemple , 

V^48«^ -H  b  v^tSÂ  =  4  ^  \JZâ -^Sb  sJZ^  =  9^  sJzZ-, 
2  V'^S  —  3  v/5  =  6  v^5  —  3  v/5  =  3  v'S. 
Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fait  qu'indiquer 
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Faddition  ou  la  soiislraclion.  Ainsi ,  pour  ajouter  3  v6  k  S  ^a,  on 
écrit  simplement,  S^a  -\-  3  sjb. 

Multiplication,  —  Pour  multiplier  deux  radicaux  entre  eux, 
on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  quantités  comprises  sous  le 
signe  radical,  et  l'on  affecte  le  produit  du  signe  radical  commun. 

Ainsi  v^  X  V^  =  V^fl  X  ^  ; 

c'est  le  principe  du  n"  84,  énonce  dans  un  ordre  inverse. 

S'il  y  a  des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier  entre 
eux,  et  l'on  écrit  leur  produit  en  avant  du  radical. 

Par  exemple,  3  \j 5 ab yc.^ s/ 2.0 a :=z  12  ^  100 a^b  =2  120a  y^, 

2a  )Jbcyc.3a\[bcz=.&a^^b^c^  =:^&a^bc^ 

2.  a  sja^  -h  b^  X  —  3a  ^a^-^b*  =— 6/i'(fl»-f-^'). 

Division.  —  Pour  diviser  deux  radicaux  l'un  par  l'autre,  divisez 
les  deux  quantités  comprises  sous  le  signe ,  l'une  par  l'autre ,  et 
affectez  le  quotient  du  signe  radical  commun. 

En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à  la 

même  quantité  ■y\  donc  ces  deux  expressions  sont  égales. 

S'il  y  a  des  coefficients,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient 
du  radical,  —  Par  exemple , 


\2ac 


sj&bc  :  ^csfîb  =  3«l/ — Y  =  3«  v^3r. 


01 .  Il  existe  deux  transformations  d'un  usage  fréquent  dans 
l'évaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à  faire  passer  sous  le  radical  le  coeflicicnt  de 

ce  radical.  Soit,  par  exemple,  l'expression  3a  ^50;  on  observe 
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qu'elle  revient  ( n»  90)  à  V'gâ^X  ^Sl ,  ou  )/ga\Sb  =  ^^S a" h . 

hmsi  y  pour  faire  passer  sous  le  signe  d'un  radical  \e  coefficient 
de  ce  radical j  il  st^ffit  d*élever  le  coefficient  au  carré. 

Voici  Tusage  principal  de  celte  transformation  ;  —  Que  Ton  ait 
à  évaluer,  à  une  unité  près,  l'expression  6  y/ 1 3.  Comme  i3  n'est 
pas  un  carré  parfait ,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  valeur  approchée 
de  sa  racine.  Celle-ci  est  égale  à  3,  plus  une  certaine  quantité  plus 
petite  que  i  ;  mais  en  multipliant  cette  racine  par  6,  on  a  i8, 
pins  le  produit  par  6  de  la  quantité  plus  petite  que  i  ;  et  le  résultat 
total  peut  avoir  une  partie  entière  plus  grande  que  1 8.  Afin  de^ 
déterminer  exactement  cette  partie  entière^  on  met 

6  ^73     sous  la  forme     \/6*.i3  =  v/36  X  1 3  =  v^468- 

Or  la  racine  carrée  de  468  a  21  pour  partie  entière;  donc 

6v^]3  est  égal  à  21,  plus  une  partie  d'unité  qui  ne  peut  être 
déterminée  exactement. 

On  trouvera  de  même  que  12  ^  :=  3i,  à  moins  d'une  unité 
près. 

La  seconde  transformation  a  pour  but  de  rendre   rationnels 

a  a 

les  dénominateurs  d'expressions  telles  que r-  '  r-  » 

*  P-^Sl    P  —  Sj^ 

a  y  p  étant  des  nombres  entiers  quelconques ,  ainsi  que  7,  qui  est 
d'ailleurs  supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à  ces 
sortes  d'expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Or  on  atteint  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion par  p  —  ^  si  le  dénominateur  est  /?  +  V^9  et  par/?  +  ^ 

si  le  dénominateur  est/?  —  y^.  En  eflet,  la  somme  de  deuxquan^ 
tités  multipliée  par  leur  différence  donnant  (n®  6)  pour  produit  la 
différence  des  carrés  y  on  a ,  par  la  multiplication  indiquée, 

a  ^(/^  +  V^?)         _  a(/7-h  v^)  __  ap  -^  a\fq 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 
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Pour  donner  une  idée  de  rutilitc  de  cette  transformation ,  sup 
posons  que  Ton  ait  à  évaluer  approximativement  l'expression 


3  — V^5 

Elle  revient  à  2li±^,     ou  bien  à     ii+WS. 

9-5  4 

Or  7  ^  est  la  même  chose  que     ^49  X  5 ,     ou     ^24^  > 
quantité  dont  la  valeur  est  i5,  à  une  unité  près  [*).  Ainsi 

7             21 -4- 1 5 -h  une  fraction      36  *  •       1 

3371  = 4 =j  =  ^,klPr^^- 

Si  Ton  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expression , 

//  suffirait  de  calculer  y  ^45  avec  un  certain  degré  d'approximation, 
d'ajouter  11  à  ia  racine  obtenue,  puis  de  diviser  la  somme  par  4  > 
ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons  pour  second  exemple  Texpression 


v^ 


—  9 


V^n  4-  v^3 

et  proposons-nous  de  l'évaluer  à  0,01  près. 

Ona       JV^5      _  7  y^SÇy^- ^)_  7  V55  -  7  y/TS 
'     v'iH-v'3  "—3  8 

Or       7  v'55  =  v''55x  49=^2695  =  Si  ,91,  à  0,01  près, 

et  7  v/Ï5  =  v/T5l<~4g  =  v'735  =  27  , 1 1  ; 

donc        ^^      =  5i,9i-27,i._g4  8o_  à-L-„rès 

et  même  à  ~f  près ,  à  cause  de  la  divisioh  par  8. 


(*)  Vnyci  In  fiote  au  bas  de  la  page  i33,  n°  93,  Arith.,  sa*  édition. 
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On  trouverait,  par  nn  procédé  analogue, 

-        =  3,io,  a  o,oi  près. 


5  ^n  — ;6  v'B 

N,  £.  —  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d'expressions  en 
évaluant  approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'aurait 
pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas 
aussi  facilement  une  idée  précise  du  degré  d'approximation  ob- 
tenu, tandis  que,  par  le  moyen  indiqué,  le  dénominateur  étant 
rendu  rationnel^  on  sait  tout  de  suite  à  quoi  s'en  tenir  sur  le  degré 
d'approximation. 

Les  principes  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
vons passer  à  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§  II.  —  Résolution  des  Équations  du  second  degré. 

9S.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré,  les 
é«]ualions  à  deux  termes  ou  incomplètes,  et  les  équations  à  trois 
termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 
affectés  du  carré  de  l'inconnue ,  et  des  termes  tout  connus:  telles 
sont  les  équations 

On  les  appelle  équations  h  deux  termes,  parce  qu'au  moyen  des 
deux  transformations  générales  des  n"*  43  et  44  ,  on  peut  toujours 
les  ramener  à  la  forme 

nx"^  =z  b. 

En  effet,  considérons  la  troisième  équation ,  qui  est  la  plus  com- 
pliquée: on  a  d'abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

8  Jr'  —  •;  a  -h  I  o  j:'  :=r  7  —  24  ^'  +  299 , 
puis,  réduisant ,  4^"^'  =  ^^B. 
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Les  équations  à  trois  termes  ou  complètes  sont  celles  qui ,  outre 
le  carré  de  Tinconnue ,  renferment  la  première  puissance  de  cette 
inconnue  :  telles  sont  les  équations 

'^624  3  12  ' 

elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à  la  forme  ax^  -+•  ba::=  c^ 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Remarque,  —  Souvent  une  équation  du  premier  degré  en 
apparence  se  trouve  élevée  au  second  degré,  après  la  disparition 
des  dénominateurs. 

5  ■""  2  J7  U.JC 

Soit,  par  exemple,  Téqualion  5 =  — -î —  ^ 

O  -f-     X         2  '—  X 

si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  elle  devient 

(5 —  20:)  (2  —  or)  =  4^  (3  -h  x)y 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

2j:'  -h  21  j?  =  10. 

En  général,  toutes  les  fois  que  x  entre  dans  les  dénominateurs 
d'une  équation ,  on  ne  peut  juger  du  degré  de  cette  équation 
qu'après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  (  n*^  44)  et  opéré 
toutes  les  réductions. 

95.  Équation  à  deux  termes ax^  =  b. 

La  résolution  de  cette  équation  n'offre  aycune  difficulté. 
On  en  déduit  d'abord 

X*  =  —  (2) 

a  ^  ' 

Cela  posé,  si  -est  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire, 

on  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soit  par 
approximation ,  d'après  les  procédés  exposés  en  Arithmétique  ;  et 

si  -  est  algébrique ,  on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine 

carrée  des  quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  dans  chaque 
cas  exprimera  une  valeur  de  x  propre  à  vériûer  Téquation  (2). 
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Mais  si  Ton  observe  que ,  le  carré  de  -h  m  ou  de  — m  étant  éga- 
kment  +  /w^  (n"  8») ,  on  peut  prendre  indifFéremment  le  résultat 
dont  nous  venons  de  parler,  soit  avec  le  signe  +  y  soit  avec  le 
signe  — ,  on  doit  conclure  que  l'équation  (a)  a  réellement  deux 
solutions  représentées  par 


X  = 


(le double  signe  db  se  prononçant/?/»^  ou  moins). 
En  effet  y  substituons  séparément  dans  Téquation  (i) ,  à  la  place 

de  X,  chacune  des  valeurs  -h  i/-»  —  \/~5  '^  vient 

«xl-+-y-)    =b,     ou     aX~  =  *,     ou     b=zb^ 


et         .x(-v/!y:=^, 


ou      a^-=  b,     ou      b  z=:  b. 
a 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puis- 
sent vérifier  Téquation  (2),  et  par  conséquent  Téquation  (i). 

2V.  £.  Lorsque  -  est  une  quantité  négative ,  les  deux  valeurs 

de  X  sont  imaginaires  (n*^  811)  ;  ce  qui  veut  dire  que  Téquation ,  ou 
le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algébrique ,  ne  peut  être 
satis£3Lite  par  aucun  nombre,  soit  exactement,  soit  approximati- 
vement. 
Soit  pour  exemple  l'équation 

3  12  24  24 

on  a  déjà  reconnu  (n^  9fi)  que  cette  équation  se  réduit  à 

42*'=  378; 

donc  x*=:-/- =  0,     et     ^  =  ±3. 

42        ^ 

j4ig.  B,y  iO«  éd,  10 
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Soit  encore  réquation         3x'  =  5  ; 

on  en  déduit  x  =  ±  y  ô  =  —  5  V"^- 

Comme  x5  n*est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  x  que  par  approximation. 

94.  Équation  complète, ax^  ~\-  bx=  c. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  divisons  les  deux  membres  par 
le  coefficient  de  x%  et  posons-,  pour  plus  de  simplicité , 

b  e 

il  vient  *'  -f-/>x  =  q.  (i) 

Gela  posé ,  observons  que ,  si  l'on  pouvait  ramener  le  premier 
megibre,  x^-hpx^  au  carré  d'un  binème,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l'équation  à  une  équation  du  pre- 
mier degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  bi- 
nôme (x  H-  tf) ,  c'est-à-dire  à  x*  -h  2/ix  -|-a%  on  voit  que  x'  -h  px 
se  compose  du  carré  d'un  premier  terme  x,  plus  du  double  pro- 
duit de  X  par  un  second  terme  qui  est  alors  nécessairement  -  (car 


on  SL  px 


=  a«  -  -x). 


D'où  il  suit  que ,  si  l'on  ajoute  kx^-j-pxle  carré  de  -  9  ou  ^  t 

2  4 

le  premier  membre  de  l'équation  deviendra  (^  +  -  )  * 

Mais,  pour  ne  pas  troubler  l'égalité,  il  faut  aussi  ajouter^  au 

4 
second  membre  ;  et  il  vient ,  par  cette  transformation , 

d*oà ,  extrayant  la*  racine  carrée, 
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(On  met  ici  fe  double  signe  ± ,  par  la  raison  que  le  carré  de 

-*-y  j-l-«7,oude  —  y  4+^>  est  également^  -^9-) 
Tirant  enfin  la  valeur  de  a: ,  on  obtient 

Gomme  il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  Téquation  (2),  qu'il  nW 
a  que  -h  %/ Y  -h  y  j  ou  —  V/ Y  "^  ^  •  ^^^  puisse  représenter  la 
valeur  de  j:  -h  - ,  il  s*ensuit  nécessairement  que 

sont  les  seules  valeurs  de  x  qui  puissent  vérifier  Téquation  (2},  et , 
par  conséquent  y  la  proposée  (i)  dont  Téquation  (2)  n'est  qu'une 
transformée. 

Ainsi,  l'inconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a  deux 
valeurs  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d'ailleurs  établir  cette  règle  générale  pour  résoudre 
une  équation  complète  du  second  degré  :  —  Après  avoir  ramené 
inéquation  à  la  forme  x'  -h  px  =  q,  ajoutez  aux  deux  membres  le 
carré  de  la  moitié  du  coefficient  dex,  ou  du  second  terme;  extrayez 
la  racine  carrée  des  deux  membres  en  ayant  soin  d'affecter  la 
racine  du  second  membre ,  du  double  signe  dtl;  tirez  enfin  la  valeur 
dexde  cette  nouvelle  équation. 

La  double  valeur  de  x,  à  laquelle  on  parvient  par  ce  moyen  , 
peut  s'énoncer  ainsi  en  langage  ordinaire  :  la  moitié  du  coefficient 
de  X  ,  pris  en  signe  contraire ,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la 
somme  algébrique  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x  ,  et  du 
terme  tout  connu. 

Soît ,  pour  premier  exemple  ,  l'équation 

624  3  12 


10. 
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On  trouve  d'abord  y  en  chassant  les  dénominateurs, 

ïox'  —  6a:-f-9  =  96  —  Sx  —  i2j:'-f-273, 

ou  ,  transposant  et  réduisant , 

22  jr'  -H  2x  =  36o , 

2  36o 

et  a:'  H X  = 

22  22 

Ajoutons  maintenant  I  —  j    aux  deux   membres  ;  l'équation 

devient 

2  /  1  \«      36o       /  1  V 

22  \22/  22  \22y 

d'où  ,  extrayant  la  racine  carrée , 

22  V     22  \22/ 

I     .   ,  /36Ô       /  I  \» 
Donc  x  = ±  V 1-  (  —  I  , 

22  V     22  \22/ 

résultat  conforme  à  renoncé  ci-dessus. 

Il  reste  maintenant  à  effectuer  les  calculs  numériques. 

Réduisons  d'abord h  1  —  )  à  un  seul  nombre  qui  ait  (22)» 

pour  dénominateur  commun  ;  on  a 

« 

36o      /  1  y 36o  X  22  4- 1 7921 

22  \22/  "~  {22)'  (22)*' 

Or  la  racine  carrée  de  7921  est  exacte  et  égaie  à  89  \  donc 


V     22  \22/  22' 


Cl ,  par  conséquent ,  a:  = =t  — • 
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Sé|)aroiis  chacune  des  valeurs  ;  il  vient 

1        89  88       , 

22      22  22 

22     22         22         II 

Ainsi ,  des  deux  valeurs  propres  à  satisfaire  à  réquation  pro- 
posée y  Tune  est  un  nombre  entier  absolu  ,  et  l'autre  un  nombre 
fractionnaire  négatif. 

Soit ,  pour  second  exemple ,  Téq nation 

6  x'  —  3'j  X  =z  —  57  , 
([ui  revient  a  jt' ^  x  =  —  7,-- 

Si  Ton  ajoute  (  — ^  )  aux  deux  membres,  il  vient 

"-?-(S)=-§H-(|2y. 

d'où ,  extrayant  la  racine  carrée , 


-  ?i = *  \/-  ?  -  (ï) 


Pour  réduire  (  ~  ) j^  à  un  seul  nombre ,  observons  que 

{12)'=  lax  12  =  6X24;  ainsi ,  il  sufût  de  multiplier  67  par 
^4  9  puis  37  par  lui-même ,  et  de  diviser  l'excès  du  second  pro- 
duit sur  le  premier  par  (  1 2  )^ 

Or  37x37=1869/    57X24=1368; 
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ainsi 


\iij        6       (12)' 


137  1  38  19 

12  12  12  6  ' 

37  ï  36  ^ 

12  12  12 

On  remarquera,  dans  cet  exemple,  que  chacune  des  deux 
valeurs  est  positive  et  répond  directement  à  l'énoncé  de  la  ques- 
tion ,  dont  réquation  proposée  peut  être  considérée  comme  la  tra- 
duction algébrique. 

Soit  maintenant  Téquation  littérale 

4fl*  —  2  A-'  -h  2flx=  i8ab  —  i8b^; 

on  a  d'*abord,  en  changeant  les  signes,  transposant,  puis  divisant 
par  2  ,  x'  —  fljr  =  2  rt'  —  gab  -h  ç^b^i 

d'où ,  complétant  le  carré , 

j?'  —  flx  -+-  -7  =  ^T gab  -4-90'; 

extravant  la  racine  et  transposant, 


^l^V^^^"^  '^^^ 


ûél*  ,  T'.l  .3ii^- 

Or  ^ 9«o  -h  9«>-  a  évidemment  pour  racine  —  —  3o  ; 


donc  x  =  ^±(^-3*\,       d'oui  *=       ^^ 


3Ô, 
36. 


Ces  deux  valeurs  seront  positives  à  la  fois  si  Ton  a  2tf  ^  36 
et36>«,  c'est-à-dire  si,  ^  et  6  étant  tous  deux  positifs,  on  a 

h  plus  grand  que  ^ ,  mais  plus  petit  que  -^  • 
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Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 


X*  —  7:r  4-  lo  =:  G.. .  valeurs 


l*  =  5!' 


^x-4-j;»-,-2j:-|x'=45-3x'+4x j^ - _  7''^  jà o ,01  près j 


m^x* 


fl'  +  />'  —  aior  -+-  a:'  = . . . ,      donne 


/i' 


n} —  m}  ^  '  ' 

95.  On  peut  résoudre  l'équation  ax^  -h  bx=zc  sans  faire  dis- 
paraître le  coefficient  de  x»;  mais  les  transformations  sont  plus 
compliquées* 

Le  terme  ax^  peut  être  mis  sous  la  forme  (a  v^)%  et  le  terme  bx 

r-  b 

sous  celle-ci  :  nx  \/a  X  — t=  ;  d'où  il  suitque«a7»H-  bx  représente 

les  deux  premiers  termes  du  carré  de  xsfâ-^        ■:  ainsi    en 

ajouunt  {  — j=\  ou  j-  aux  deux  membres,  on  rendra  le  premier 

membre  un  carré  parfait. 
Effectuons  cette  transformation  j  Féquation  devient 

«X» -h  Z>JC  H- 7- r=  c+7— : 

4«  4" 

t'XU^ayant  la  racine  ,  xsfâ  ^ =  ±  i /i7  _|_  _ . 

il  ou  a,Vâ[=: p±:\/cH-y-. 

2  ^a      V        4^ 

Divisant  les  deux  membres  par  sfâ ,  et  observant 

^         r  *  à 

i".  que p  :  V rt  =  — 


2  v^         ^{^^y 


— > 

2^ 


^         ^  -* 
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20.  que     \/-  +  ^:V«  =  \/^  +  4^('''»o), 

b  le  b^ 

on  obtient  enfin         .r  = "àzK/  — h  7—7  ? 

2  a        \  a       4" 

ou  bien  encore ,         x  = ? 

211 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  d'abord 

b  c  • 

l'équation  sous  la  forme  x^-\ —  j?  z=  -  ;  et  nous  n'avons  exposé  la 

a  a 

méthode  précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur 

les  radicaux  du  second  degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à  la  résolution  de  quelques  pro- 
blèmes. 

PcEUiER  PROBLÈME.  —  Troiivcr  Ufi  Hombrc  tel  que  le  double 
de  son  carré  y  augmenté  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour 
somme  65 . 

Soit  X  le  nombre  inconnu  ;  on  a ,  pour  Téquation  du  pro- 
blème , 

2  A*'  -H  3a:  =  65, 


»,  V  3  _.    ^  /65       9  3 _.   23 

d'où  .=  _-dzY/--  +  ^  =  -^±^: 

3       23       ^                          3       23            i3 
donc       j;  =  —  y  -\ — 7-  =  5,     et     xzr:  —  -7 —z= 

4      4  442 

La  première  valeur  satisfait  à  la  question  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 

2X(5)'-+-3x5=:2X25-h  i5  =  65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d'abord  que,  si  Ton 
remplace  x  par  —  x  dans  Téquation  2a:'-4-  3d?  =  65 ,  il  n'y  a  que 
le  coefficient  de  3x  qui  change  de  signe,  car  { —  j?)'=  x'.  Ainsi , 


DE    QUIOQUES    PROBLEMES   DU    SECOND    DEGR^.  ]53 

3  23  3  23 

au  lieu  d'obtenir  .r  =r  —  •jdb-r^  on  trouvera  x  =  -7  ±  -7-9 

4        4  4        4 

oux=  —  etx=  —  5,  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes 

que  par  le  signe.  Ainsi,  Ton  peut  dire  qne  la  solution  néga* 

,3 
tive ,  considérée  indépendamment  de  son  signe ,  satisfait 

au  nouvel  énoncé  :  Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son 
carré  y  diminué  du  triple  de  ce  même  nombre,  donne  65  pour  diffé- 
rence. En  effet,  on  a 

2Xt  — )  — 3x— =-^ =^  =  66. 

\  2  /  2         2  2 

Deuxième  problème.  —  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 
de  mètres  de  drap  pour  2/^.0  fr.  Si,  avec  la  même  somme  y  elle  avait 
eu  3  mètres  de  moins  du  même  drap ,  le  mètre  lui  aurait  coûté  £^  fr, 
de  plus.  —  On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

Soit  07  ce  nombre  ;  --—  exprime  alors  le  prix  du  mètre.  Si, 
pour  240  fr.,  elle  avait  3  mètres  de  moins,  c'est-à-dire  x —  3  mè- 
tres, le  prix  du  mètre  serait  alors  représenté  par -»  Mais, 

d'après  l'énoncé,  ce  dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4>  ^^  ^ 
donc  l'équation 

240         240 - 

X  —  3         j;    "^ 

d'où  Ton  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant, 

x^  —  3  x  =  180. 


=  ;±\/t 


3±:27 


Donc  *  =: -±  i/Ç -H  180  = 

ce  qui  donne  a?=i5     et     x'=  —  12. 

La  valeur  x=  1 5  satisfait  à  Ténoncé;  car  i5  mètres  pour  240  fr. 
donnent--^  ou    16  fr.  pour  le  prix  du  mètre;  et  12  mètres 
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pour  240  fr.  donnent  pour  le  prix  du  mètre,  20  fr.,  nombre  qui 

surpasse  16  de  4* 

Quant  à  la  seconde  solution,  on  peut  former  un  nouTel  énonce 
auquel  elle  convienne.  En  effet,  remontons  à  l'équation,  et  chan- 
geons j;  en  —  «;  il  vient 

240  240        ,  , .         240         240  , 


équation  qui  peut  être  traduite  en  langage  ordinaire  de  deux  ma- 
nières différentes:  1°.  Une  personne  a  acheté  un  certain  nombre 
de  mètres  de  drap  pour  n^ofr.;  si  elle  avait  payé  la  même  somme 
pour  3  mètres  de  plus ,  le  mètre  lui  aurait  coûté  4  fr,  de  moins.  — 
On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

2°.  Une  personne  a  vendu  un  certain  nombre  de  mètres  de  drap 
pour  'i^o  fr,;  si^  pour  la  même  somme ,  elle  apaiî  vendu  3  mètres 
de  plus  y  le  mètre  lui  aurait  été  payé  l^fr.  de  moins.  —  On  demande 
le  nombre  de  mètres  vendu. 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement 
au  changement  de  signe  de  x,  puisqu'un  achat  négatif  peut  être 
considéré  comme  une  vente. 

En  résolvant  d'ailleurs  Téquation  de  Tun  de  ces  énoncés,  on 
trouverait  évidemment  jr=  12,  x  =  —  i5;  car  Péquation  ré- 
duite deviendrait  x' -f-  3«r  =  180,  au  lieu  de x* —  3x  =  180. 

N.  B.  —  Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n^  iS9  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  ;  et  nous  en  donnerons  (  n®  99)  une  démonstration  pour 
toute  équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue. 

Tboisième  problème. —  Un  négociant  escompte  deux  billets^  tan 
de  8']^6/r.  payable  dans  g  mois,  l'autre  de  'j^SS/r.  payable  dans 
8  mois;  il  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second, 
1200  fr.  —  On  demande  le  taux  d'intérêt  d'après  lequel  il  a  du 
escompter. 

Solution.  —  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignons  par  x 
rintérét  de  100  fr.  pour  un  mois ,  ou  par  1 2  x  Tintérèt  ))Our  un  an  ; 
i)x  et  8x  sont  les  intérêts  pour  9  mois  et  8  mois  :  donc  100  +  Qx 
ot  100 -4- 8 X  représentent  ce  que  doit  devenir  le  capital  100  fr. 
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aa  bout  de  9  mois  et  8  mois.  Ainsi ,  pour  déterminer  les  valeurs 
actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr.  et  7488  fr.,  il  fiiut  établir  les 
proportions 

o     ^       877600 

100  -H  qx  :  100  ::  8776  :  — '-^ , 

^  "        100 -hgx 

100 -hSo::  100::  7488  : -54???^ ; 

'^        ioo-f-8x 

et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que  le 
négociaDt  a  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc^  en  vertu  de 
renoncé  y  on  a  l'équation 

877600     748800  

100 -h  90?*  ioo-+-8jf 

ou,  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4oo, 

a'94 ^87^      ^  ^ 

100  4- 9^      100  4- 8  j? 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant ,  on  trouve 

216  j:'  -H  4396^  ==  2200  ; 


''''"       -^"^    216 —y ^^    {216)' 

Donc  X  z=  -2i98±:v^53o64o4 

216 


,.  ..     ,                             —  2io8±v/53o64o4 
ou ,  multipliant  par  12,     1 2  j:  =r ^ -^ -!--=■  • 

Pour  obtenir  la  valeur  de  i2xào,oi  près,  il  suffît  d'extraire 
la  racine  carrée  de  53o64o4  à  o,  i  près ,  puisque  cette  racine  doit 
être  ensuite  divisée  par  1 8. 

La  racine  carrée  de  53o64o4  est  23o3,5  ; 

,                                          —  2108  it:  23o3,5 
donc  1 2  j:  = 2 — _ :_  -. 

10 

io5,5       ^  o^ 
par  conséquent ,      i2j:=  — ^  =  5, 00, 


j5(>    résolution    DR  QUELQUES    PROBLÈMES    DU    SECOVD    UEGRÉ. 

—  45o  1,5  *»       D 

et  i2ar  =  ï-g =  —  25o,oo. 

I^a  valeur  positive ,  iolx  =  5,86 ,  représente  donc  le  taux 
d'intérêt  cherché. 

Quant  à  la  solution  négative ,  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à  la  première  par  une  même  équation  du  second  degré. 
En  effet,  si  Ton  remontait  à  l'équation,  et  qu'on  changeât  a: 
en  —  X  ^  on  traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans 
un  énonce  analogue  à  celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  —  Un  homme  achète  un  cheval  qu'il  vend  y 
au  bout  de  quelque  temps ,  pour  24  louis,  A  cette  vente  ^  il  perd 
autant  pour  ioo,  du  prix  de  son  achats  que  le  cheval  lui  avait 
coûté,  —  On  demande  le  prix  de  rachat. 

Solution,  — Soit  x  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a  coûtés  ; 
X  —  24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu'il  a  faite.  Mais 
puisque,  d'après  l'énoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu'il 

X 

y  a  d'unités  dans  Xj  sur  i  louis  il  perd ,  et  sur  x  louis  il  perd 

100 

- —  On  a  donc  l'équalion 

ÎOO  * 

X'  / 


lOO 
d'où  .r^  —  1000:=  —  2400, 

et  X  =  5o  ±  V^25oO  —  2400  rr:  5o  ±  I O. 

Donc  j:  =  60     et     j:  =  /\o. 

Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à  la  question. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l'achat  ; 
comm^  24  est  le  prix  de  la  vente ,  36  est  la  perte  que  l'homme 
éprouve.  D'un  autre  côté ,  il  doit ,  en  vertu  de  l'énoncé,  perdre  60 

pour  100  de  60,  c'est-à-dire  les de  60  ,  ou ,  nombre 

'  lOO  100 

c|ui  se  réduit  à  36  ;  ainsi,  ijo  satisfait  à  l'énoncé. 

Soit  maintenant  ^o  le  prix  de  Tachât  ;  16  est  la  perte  qu'il 
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éprouve.  D'ailleurs,    il  doit  perdre  4^  pour-  loo   de  ^o,  ou 

4o  X  — -  9  nombre  qui  se  réduit  à  i6;  ainsi,  4^  vérifie  encore 
loo 

renoncé. 

Discussion  générale  de  l'équation  du  second  degré. 

JusquVi  présent,  nous  n'avons  résolu  que  des  problèmes  du 
second  degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres 
particuliers.  Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes 
généraux  et  d'interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  par- 
venir en  attribuant  aux  données  des  valeurs  particulières,  il 
faut,  en  reprenant  Téquation  la  plus  générale  du  second  degré, 
examiner  les  circonstances  qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses 
possibles  faites  sur  les  coefficients.  Tel  est  Tobjel  que  nous  nous 
proposons. 

97.  Mais  avant  de  passer  à  cette  discussion ,  nous  ferons  con> 
naître  un  fait  analytique  qui  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  dont  la  généralité  sera  démontrée  par  la  suite 
pour  toute  équation  d'un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnue. 

Soit  l'équation  générale 

x^  -\-  px=z  qy     ou  plutôt     x^-^px  —  q  =z  Oy 
pour  laquelle  on  a  trouvé  (n**  94  ) 

Transportons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  ces 
deux  dernières  égalités,  ce  qui  donne 

et  multiplions  ces  nouvelles  égalités,  membre  à  membre,  en  obser- 
vant que  les  premiers  membres  peuvent  être  considérés,  l'un 
comme  la  différence,  l'autre  comme  la  somme  des  deux  quantités 


?  "  v^ 


<?; 
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il  vient  (^"^")  "~(7"*'0~^' 

ou ,  réduisant,  x^  -^px  —  7  =  0. 

D'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du 
second  degré  ramenée  préalablement  à  la  forme  x'  -{-px  —  9=0, 
est  le  produit  de  deux  facteurs  du  1"  degré  en  x,  qui  ont  xpour 
partie  commune,  et  pour  partie  non  commune  chacune  des  valeurs 
de  X  changées  de  signes;  en  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  x\  x" 
ces  deux  valeurs,  on  a  l'identité 

x^-hpjc  —  y  =  (x — x')  (x  —  X*'). 

C'est  probablement  cette  propriété  qui  a  fait  donner  le  nom  de 
racines  aux  valeurs  de  l'inconnue  [  puisque  ces  valeurs  étant  obte- 
nues, on  peut  recomposer  Téquation]. 

En  général ,  on  appelle  eacinb  d'une  équation ,  toute  expres- 
sion numérique  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substi- 
tuée à  la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation ,  rend  le  premier 
membre  identiquement  égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans 
uae  acception  différente  de  celle  qu'on  lui  avait  attribuée  jus* 
qu'alors  par  rapport  aux  nombres. 

98.  La  propriété  précédente  peut  encore  être  démontrée  par 
nn  moyen  susceptible  de  conduire  à  des  conséquences  assez  im- 
portantes. 

Appelons  a  une  quantité  de  nature  quelconque ,  et  divisons  par 
X  —  fl  le  premier  membre  de  l'équation  x'  -f-  f?x  —  q  =  o, 

!x  —  a 

x-^a-i-p 

1*' reste.    .      -\-{a-\-p)x  —  q; 

2."'  reste. .  .      -\-  a^  -hpa  —  q. 

La  division  du  premier  terme  x^  du  dividende  par  le  premier 
terme  X  du  diviseur  donne  pour  quotient  x,  et  pour  i^*"  reste 
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{a  +  p)x  —  q'y  la  division  du  i®'  terme  {a^p)x  de  ce  reste 
par  X  donne  pour  nouveau  quotient  a  '^-  p^  et  pour  nouveau 
reste  à*-\-pa  —  q^  quantité  indépendante  de  x. 

Cela  posé  y  si  a  est  racine  de  Téquation  x^-^px  —  q  z=zOy  on  a 
nécessairement  a^  -hpa  —  ^  =  o;  ainsi,  le  2'^  reste  de  la  division 
ci -dessus  étant  nul  y  la  division  totale  est  exacte ,  et  le  premier 
membre  tin  l'équation  proposée  est  divisible  par  x  —  a. 

Réciproquement,  si  la  division  de  x''  -h  px  —  q  par  x  —  a  est 
exacte,  on  a  nécessairement  a^  -{-pa  —  9  =  0,  c'est-à-dire  que  a 
at  racine  de  l'équation. 

Comme ,  dans  le  cas  où  a  est  racine  ^  x  —  a  divise  exactement 
x^-hpx — ç,  et  donne  pour  quotient  x-^a-hpy  réciproquement 
x-f-  û  4-/?  divise  exactement  x-  -i-px  -^  q^  et  donne  pour  quo- 
tient X  —  a;  d*où  Ton  peut  conclure  que  la  quantité  —  a  — p  est 
dle-méme  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi,  ridenlité  x^-hpx  —  q  =  {^  —  a)(x-\'a  -f-  /?)  démontre 
la  propriété  du  n**  97. 

Voici  maintenant  les  conséquences  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a  est  racine  de  l'équation  j?'-f-//ar — 7=0, 
^a  — p  est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 

Or,  1".  si  Ton  ajoute  les  deux  quantités  a,  — a  — p,  il  vient 
ponr  résultat  — p, 

2?.  La  relation  a* '\- pa  —  q  =0  revient  à  celle-ci , 

«(— a— /?)  =  — 17. 

D'où  Ton  voit  que,  dans  toute  équation  du  second  degré, 
ramenée  à  la  forme  x^  -hpx  —  ^/  =  o ,  le  coefficient  p  du  second 
terme,  pris  en  signe  contraire,  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  racines  ;  et  le  dernier  terme  —  q  est  égal  au  produit  de  ces 
mêmes  racines. 

C'est ,  au  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n*'  93  : 
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En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  on  trouve 
et  y  en  les  multipliant, 


■■'•=f-(î+')=-'- 


N.  B,  —  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  tontes  ces  pro- 
priétés   supposent    que    Téquation    soit    ramenée   à    la    forme 
x^  -\-  px  —  qzzzo'y  c'est-à-dire,  i°  qu'on  ait  d'abord  divisé  toute 
.l'équation  par  le  coefficient  de  x';  2**  que  tous  les  termes  soient 
transposés  et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 

Discussion. 
99.  Reprenons  l'équation  générale  x^  -h px  =2  qy  qui,  étant 

résolue,  donne  x  =  —  -±w^+y- 

Pour  que  cette  expression ,  qui  renferme  un  radical ,  puisse  être 
évaluée,  soit  exactement,  soit  par  approximation,  il  faut  (n**  8iS) 

que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  c'est-à-dire  7  -f-  ^  ?  soit 

positive.  Or,Ç  étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  le  signe 

P^ 
de  /?,  il  s'ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  7  -h  V  dépend  princi- 
palement de  celui  de  7,  ou  de  la  quantité  toute  connue. 

Cela  posé  ,  soit  d'abord  ç\  positif; 
auquel  cas  Téquation  est  de  la  forme  x'  ±  /?»r  =  -4-  y  (  les  signes 
des  coefficients  sont  mis  ici  en  évidence); 


on  en  déduit  j:  =  zp  -  :±:  i  /  7  -+-  7-  • 

Or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  toujours  réelles 
et  pourront  être  déterminées,  soit  exactement  si  7  4-  ^  est  un 
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carré  parfait,    soit   avec   toi   degré   d'approximation   que  Ton 
voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive  et 
répondra   directement  à  Téquation   [ou  au  problème];   car   le 

radical  \/  7  +  7-    ^^^ï^'    numériquement  plus   grand  que  ~ , 

Texpression  zp  — h  i/  ^  -f-  -r  est  nécessairement  de  même  signe 

que  le  radical. 

La  seconde  valeur  est  y  par  la  même  raison,  essentieflement  né^ 
gative,  puisqu'elle  doit  avoir  le  même  ,signe  que  celui  dont  le 
radical  est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe, 
cette  valeur  répond,  non  plus  à  Téquation  telle  qu'elle  a  été  établie, 
mais  à  cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacée  par x, 

c'est-à-dire  à  x-  zjp:px:=  q. 


En  efiet ,  celle-ci  donne    j:  =  ±  -  ±  i/  «y  +  ^  , 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

H  est  d^aillenrs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entre 
elles  deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins  par  le 
sens  de  certaines  conditions.  (  Ployez  les  deux  premiers  problèmes 
du  n""  96.  ) 

Soit  a€:uellement  q  négatif; 
auquel  jas  l'équation  est  de  la  forme  x-  "iz  px  =  —  </ , 


et  donne  jc=:rp-±i/y-  — </. 

Pour  que  l'extraction  de  la  racine  puisse  s'effectuer,  il  faut  que 

l'on  ait  7  <C  7"' 

Cette  condition  étant  satisfaite,  les  deux  valeurs  sont  réelles. 
Comme  d'ailleurs,  1/  7  —  7  ^s'  numériquement  plus  petit  que 
Àfg.  B.,  \o*  é(L  ïi 
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-î  il  s'ensuit  que  ces  valeurs  sont  toutes  dciix  négatives  si  p  est 

positif  dans  1  équation ,  c'est-à-dire  si  cette  équation  est  do  la 

forme  x'  -^px  =  —  7. 

Et  elles  sont  toutes  deux  positwcs  si  p  est  négatif,  c'est-à-dire  si 

r  équation  est  de  la  forme  x^  — px  =  —  q. 

Les  propriétés  du  n""  08  conduisent  au  même  résiritat.  En 
effet,  soient  /z  et  6  les  deux  racines  de  Téquation  du  second  degré 

on  a  entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  relations 

a-\-b=. — /?,     ab  =  —  9. 

Cela  posé,  si  q  est  positif  dans  le  second  membre,  et,  par  con- 
séquent, négatif  âains  le  premier,  il  s'ensuit  que  les  deux  racines 
sont  de  signes  contraires,  puisque  leur  produit  est  négatif.  D'ail- 
leurs, leur  somme  algébrique  est  négative  ou  positive,  suivant 
que  p  est  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que ,  des  deux 
racines ,  la  plus  grande  numériquement  est  de  signe  contraire  au 
coefficient  p.' 

Si,  au  contraire,  q  est  négatif  d^ns  le  second  membre,  et,  par 
conséquent ,  positif  dans  le  premier,  comme  le  produit  des 
deux  racines  est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu'elles  soient 
lie  même  signe,  savoir  :  toutes  les  deux  négatives  quand  p  est 
positif,  et  toutes  les  deux  positives  quand  p  est  négatif. 

iOO.  Le  cas  oCi  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une  atten- 
tion particulière. 

L'équation  étant  alors  de  la  forme         x^  — px  =  —  q, 

devient,  par  un  simple  changement  de  signe, 

px  —  X*  =i  qy      ou     x(p  —  jr)  =  q, 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  pro- 
blème : 

Partager  un  nombre  donné  p  en  deux  parties  dont  le  produit 
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vrt/f  égal  à  un  autre^  nombre  donné  c[{p  ei  q  sont  supposés  ici  des 
nombres  absolus). 

En  effet,  x  désignant  Tune  des  parties,  />  —  x  est  l'expression 
de  l'autre  partie,  et  j?  (p  — x)  l'expression  de  leur  produit,  qui, 
par  hypothèse,  doit  être  égal  à  q. 

Cela  posé,  comme  l'équation  est  toujours  la  même,  soit  que 
l'on  désigne  par  x  la  plus  grande  partie,  soit  que  x  représente  la 
plus  petite ,  il  s'ensuit  qu*elle  ne  doit  pas  donner  l'une  des  parties 
])huôt  que  Tautrc;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  deux  à  la 
fois.  Ceci  explique  pourquoi  l'équation  admet  deux  solutions  di- 
rectes. 

Toutefois,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles,  c'est- 
à-dire  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 

Et,  en  effet,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on 
peut  toujours  désigner  leur  différence  par  rf;  et  comme  leur  somme 
«■sty?,  on  aura  (n°  4)  pour  les  expressions  de  ces  deux  parties, 

P        d               P       d 
-  -+-  -      et      ^ 

2  2  2  2 

Effectuant  le  produit  de  ces  expressions ,  on  trouve  (  n°  U  ) 

p^       r/' 

<juantité  essentiellement  moindre  que  ^9  à  moins  que  l'on  ne  sup- 
pose d  =  0;  auquel  cas  les  deux  parties  sont  égales,  et  leur  pro- 
duit  est  Y*  lï  ^'  ^onc  absurde  d'exiger  que  le  produit,  qu'on 

avait  d'ailleurs  représenté  par  7,  soit  plus  grand  que  y* 

De  là  résulte  cette  conséquence  : 

Le  plus  grand  produit  qu'on  puisse  obtenir  en  décomposant  un 

1 1. 
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nombre  absolu  en  deux  parties,  et  multipliant  ces  deux  parties  rnti< 
elles»  est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre. 
Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  i  partager. 

On  a     56  =  36  -f-  20,  et  36  X  20  =:  720; 

56  =  3i  -h  25,  et  3i  X  25  =  775; 

56  =r  29  -H  27,  et  29  X  27  =  783; 

56  :=  28  H-  28,  et  28  X  28  =  784. 

On  voit  ici  que,  plus  la  différence  des  deux  parties  est  petite, 
plus  leur  produit  est  grand;  et  ce  produit  atteint  son  maximum 
quand  les  deux  parties  sont  égales. 

Examen  de  quelques  cas  particuliers, 

loi.  1®.  Si ,  lorsque  q  est  négatif,  c*est-à-dire  lorsque  Téqualion 
est  de  la  forme  x^  -\- px  =  —  q  {p  étant  de  signe  quelconque),  on 


suppose  q  égal  à  -^9  le  radical  i /  V  —  <7  des  deux  valeurs  de  .r 
devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  Tune  et  l'autre  à  x  =r —  - . 


On  dit  alow  que  les  deux  racines  sont  égales. 

En  eftet,  si  Ton  remonte  à  l'équation,  et  qu'on  y  remplace  y 

par  ~5  elle  devient       .t'  -h  «.r  =  —  -z-x       d'où  Ton  tire 
4  4 

P^  (        pV 

.r'  -h  px  -\-  -y  •=.  Oy      ou      1  J7  -f   -  )   =r  o. 


4--'       y-  ■  , 

Dans  ce  cas ,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  réquation  sont 
égales,  puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à  zéro  donnent  la 
même  valeur  pour  x, 

2®.  Si,  dans  Téquation  générale  x'  -h/?x  =  7,  on  suppose  7  =  0, 
les  deux  Viileurs  de  x  se  réduisent  à 


P      P                            .                  P      P 
—  ~-f--»oux  =  o,     et  a     x  =  — -,  ou  j:  =  —  />. 

22  22  ' 

Et,  en  effet,  Téquation  est  alors  de  la  forme  x'  -^ px  •=.  o,  ou 
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r(.r-|-y^)  =  o,  ôquation  que  Ton  peut  vérifier,  soit  en  posant 
jT  =  G ,  soit  en  posant  x  -i-  y»  =  o ,  d'où  x  =:  —  p, 
3".  Si,  dans  l'équation  générale  x-  -h  /^j:  =  7 ,  on  suppose^  =  o , 

il  en  résuite  .r '  =  ^ ,         d*où         x  =  ± y^  > 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  x  sont  égales 
et  de  signes  contraires ^  réelles  si  q  est  positif,  et  imaginaires  si 
q  est  négatif. 

L'équation  rentre  dans  la  classe  des  équations  à  deux  termes 
111°  1»). 

4".  Supposons  à  la  fois  A»  =  o ,  7  =  0; 

réquation  devient  x'  ±=  o ,  et  donne  pour  x  deux  valeurs  nulles. 

109.  Il  nous  reste  à  examiner  un  cas  singulier  qui  se  ren- 
roDtre  souvent  dans  les  applications ,  particulièrement  dans  la 
Géométrie  analytique. 

Pour  cela ,  il  faut  reprendre  Téquation        ax^  -\-bx:=c. 

Cette  éciuation  résolue  donne     x  = -î — • 

Supposons  maintenant  que,  d'après  une  hypothèse  particulière 
faite  sur  les  données  de  la  question  ,  on  ait     az=Oj 

10 
X  =  -^ 
o 
__  2,1) 

O 

La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  V infini ,  et  peut 
tire  regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question  pro- 
posée i)eut  admettre  des  solutions  de  cette  sorte  (n**  73). 

Quant  à  la  première  -,  il  faut  tâcher  de  Tinterpréter. 

D'abord ,  si  l'on  remonte  à  l'équation ,  on  voit  que  ^hypothèse 
a  =  o  la  réduit  à  bxz=ic\  d'oii  x  =  y  ,  expression  y?/ifc  et  déter- 
minée 1^1  doit  être,  dans  le  cas  actuel ,  re^zardée  comme  reprc- 

s^ntam  la  vraie  valeur  de  -• 

o 
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Or  cette  valeur  -?  peut  être  déduite  de  Texpression 

au  moyen  d'une  transformation  convenable.  A  cet  effet,  multiplions 
les  deux  termes  de  cette  expression  par  —  b  —  sjb"^  -{-^ac ;  clic 
devient 

\        ^     '      ,     ou 


^a[—  b  —  \l  b^  -\-  ^ac)  2/ï( — b  —s/b^-^^ac) 

ou ,  supprimant  le  facteur  2<i  commun  aux  deux  termes  , 

—  2C 

^>—    ■■■■■  ■!■  ■■  M^.      • 

—  b  —  y  6'  —  ^ar 
Maintenant  Thypothèse  «  =  o,  introduite  dans  celte  dernière 

expression,  la  réduit  à  — --  ,  ou  ^,  résultat  trouvé  ci-dessus. 

I  Cette  transformation  a  eu  pour  objet  de  faire  ressortir  dans 
les  deux  termes  le  facteur  a^  dont  la  présence  avait  réduit  l'ex- 
pression à  la  forme  -  •  1 

Soit  supposé  à  la  fois  a  =  o,  bz=o.  Les  deux  valeurs  de  x 
prennent  l'une  et  l'autre  la  forme  — 

Or,  si  l'on  remonte  à  l'équation  elle-même,  on  reconnaît  qu'elle 
se  réduit  à  c  =  o ,  et  qu'elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune 
valeur  finie  de  x ,  tant  que  c  n'est  pas  nul. 

Mais  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  x  sont  infinies. 


En  effet ,  la  première ,     .r  = —  > 

7.a 


c 


Mt  réduisant  d'abord  à  -y  9  par  l'hypothèse  <?  =  o , 
devient  -  lorsqu'on  y  joint  l'hypothèse  ^  =  o. 
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^  .    .  ,  —  b  Jb^  +  iflC 

Quant  a  la  seconde,     xr=: ^-- -!—  » 


2a 


en  faisant  subir  à  cette  expression  la  même  transformation  qu^'i 
la  première,  c'est-à-dire  en  multipliant  les  deux  termes  par 

—  64-v^'-f-4^c,  el  supprimant  ensuite  le  facteur  20  commun 

aux  deux  termes,  on  la  change  en  celle-ci  : 


—  ac 

ac 


—  ^  -+-  y/ft'  -h  4 


oxpi'essioD  qui  se  réduit  aussi  à par  la  double  hypothèse 

</=:o,  b  =  o. 
Enfin ,  lorsqu^on  suppose  en  même  temps  a  =  o,  6=:o,  c=ro, 

les  deux  valeui'S  de  x  se  présentent  sous  la  forme  - ,  sans  qu^au- 

riino  transformation  puisse  conduire  à  des  valeurs  déterminées 
Aux.  En  effet,  Téquatîon,  se  réduisant  alors  à  0  =  0,  est  tout 
à  fait  indéterminée. 

C'est  le  seul  cas  d^indétermination  que  présente  Téquation  du 
second  dogi*é. 

On  |)eut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen 
(rune  analyse  beauçotip  plus  simple,  qui  aura  d*ailleurs  Tavan- 
tagc  de  s'appliquer  par  la  suite  «\  des  équations  d'un  degré  quel- 
conque. 

Reprenons  réqualîon  ax^  -{-  bâp  =:c, 

I 
et  posons  .r  =  -  ; 

...  il        b  .  .  ,        / 

il  en  résulte  \ —  ==  '',      ou  bien ,  cy  —  by  —  </  rr  o 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 
Cela  posé,  soit  d'abord  a  =  0;  cette  dernière  équation  devient 

O''  — */  =  o, 

el  donne  deux  valeurs ,      j  =  o ,     j  =  - . 

c 
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Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x  ==  - ,  on  en  déduit 

y 

1  c 

o  b 

Si ,  outre  Thypo thèse         a  =  o ,         on  a  encore        ^  =  o , 

c  c 

la  valeur  x  =r  -  devient  elle-même  — 

0  o 

Et,  en  effet ,  Téquation  <?j'  —  hy  —  c  =  o  se  réduit ,  dans  cette 
double  hypothèse ,  à  c/'  =:  o,  équation  dont  les  deux  racines  sont 
égales  à  o.  Ainsi ,  les  valeurs  de  x  correspondantes  sont  toutes  les 
deux  infinies. 

Quant  au  cas  où  Ton  a  en  même  temps  a=:o,  6  =  0,  c=ro7 
l'équation  cj' — hy  —  û  =  o  se  réduit  à  0  =  0,  comme  l'équa- 
tion ax'-h  ^ar=c,  et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour/,  d'ofi 
il  résulte  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dis- 
cussion générale  à  divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à  toutes 
les  circonstances  qu'on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du 
second  degré. 

PROBLEME    DF.S    LUMIÈRES. 


__^.^ *, — : 1 1 I 

C'  A  C       B  C. 


105.  Cinquième  feoblèue.  —  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  A  ^r  B  d'intensités  différentes  y  le  point  où  elles 
éclairent  également. 

(On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique,  que  \ 

Les  intensités  relatives  d'une  même  lumière  à  deux  distances  I 
différentes  sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.    / 

Solution.  —  Nommons  a  la  distance  AB  des  deux  lumières,  b  Tin- 
tensité  de  la  lumière  A  à  Tunité  de  distance ,  c  Tintensité  de  la 
lumière  B  à  la  même  distance. 
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Soit  d'ailleurs  C  le  point  cherché;  et  faisons  AC  =  x,   d'où 

PuisquVn  vertu  du  principe  de  Physique  »  Tintensité  de  A  à  la 
distance  i  étant  bf  son  intensité  relative  aux  distances  2,  3,  4>'** 

«t  7  >  -  >  -7?î  •  •  •  î  il  s'-ensuit  qu'à  la  distance  x ,  elle  doit  être  expri- 
4   9    »6 

mée  par  — -On  a  de  même ,  pour  l'intensité  relative  de  B  à  la 

C 

distance  a — x,  ^ r:\  or,  d'après  l'énoncé,  ces  deux  inten- 

[a  —  xy  '^ 

sites  doivent  être  égales.  Ainsi,  Ton  a  Téquation 

b  c 

x^~  (a  —  x)''' 

doù  Ton  tiré,  en  développant  et  réduisant, 

(b  —  c)x^  —  2abx=:  —  a^'b. 


abdLsJa'b^-^iiHib  —  c) 

Donc  X  =  1 — ^ > i , 

b  —  c 

.,   .  a{b±Jbc) 

ou ,  réduisant ,  x  =  — i~, — - — ~  9 

b  —  c 

expression  qui  se  simplifie  encore  si  l'on  observe , 
I*.  Que  bdosjbc  peut  se  mettre  sous  la  forme 

\/b.)/'b±sfb,s/^,      ou      s/b,{^±fc)\ 

a».  Que  ^  — c  =  (\/S}'~(v^)'=(V^^-V^)  {^-s/c). 

Ainsi,  en  considérant  d'abord  le  signe  supérieur  de  l'exprès 
sion  ci-dessus ,  on  a 

as/b.i^b-h^c)       __     a\fb 

On  obtient  de  même  pour  la  seconde  valeur, 


I 


l'JO  niSCLSSlON 

Au  reste,  ces  vu)ours  simplifiées  pouvaient  s  obtenir  iiuniédia 
tcment  craprès  l'équation  proposée.  En  efTet,  Téquation 


revient  à 


Or,  si  Ton  exti^it  la  racine  carrée  des  deux  membres  ,  il  vient 

:v'c. 


X     —y  b 


, —  % 


d*oii,  en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


a\fb  —  r  ^b  =:dbx  \lc  ;     donc     x  = 


^fb±sli 


N.  B.  —  On  a  d*abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
tompliquée ,  parce  que  Téqnation  a  été  résolue  par  la  méthode 
;»énérale,  qui  est  moins  simple  que  la  |)récédente. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

asJb       \  [  a  Je 


Slb-^\rc  \      ,,   ,  ,,      ,.        )  sfb-^fc 

^         *      \     d  ou  I  on  Ure     l  ^ 

aJJ)\  \  ^ayJc 

?." xz=--A — -A  la  —  x:=:^ — I-p- 

\jb  —  sjc   j  \  y/b  —  Jc 

.SVi/Y  d'abord  b  ^  c. 

La  peemièbe  valkur  de.r,— tt-^^^ — -»  est  positive  et  ]ilus  petite 

S,fb  4-  s/c 

(  jue  a  ;  car  — ^r^^ =  est  une  fraction.  Ainsi  cette  valeur  donne ,  pour 

Jb-j-sjc 

le  point  également  éclairé ,  un  point  C  situé  entre  les  points  A  et  B. 

On  voit,  en  outre,  que  ce  point  est  plus  voisin  deB  que  de  A;  car, 

à  cause  de  ^  ^  c ,  on  a 

V  w  -h  V  t' î     ou     ?.  V  '^  ]>  V  '^  H~  V  ^'  î      d  ou      — = r>  -  1 

S^b-^-yJc       ^ 


(îdb  a 

et ,  par  conséquent, -—= r>--  Cela  doit  être  en  effet,  puis- 

V  6  -H  sjc       ^• 

qu'on  suppose  Vintensité  de  Â  plus  forte  que  ceDe  de  B. 

La  valeur  de  a  —  x  correspondante ,  — —  t  est  positive  et 

V^  +  V  ^ 

plus  petite  que  -  •»  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

La  seconds  valvur  de  -^/-p p?  est  encore  positive,  mais 

V  ^  —  V^* 

plus  grande  que  â  ;  car  on  a  -^ >  i . 

yjb  —  yjc 

Cette  seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C  situé  sur 
te  prolongement  de  AB,  et  à  droite  des  deux  lumières. 

On  conçoit ,  en  effet ,  que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tous 
sens,  il  doit  y  avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point 
également  éclairé;  et  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lumière  B, 
dont  l'intensité  est  la  moins  forte. 

On  peut  reconnaître  à  posteriori  pouixjuoi  ces  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  même  équation.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour  l'in* 
connue x,  on  prend  AC',  il  en  résulte  BC  =  4:  —  a\ 

b  c 

ainsi ,  Ton  a  l'équation         —^  = 


Or,  comme  [x  —  «)*  est  identique  avec  {a  —  *)*,  la  nouvelle  équa- 
tion est  la  même  que  l'équation  déjà  établie,  qui,  par  conséquent, 
ne  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC. 

La  seconde  valeur  de  a  —  Xy  — : -•>  est  négative,  ce  qui 

sjb  —  yc 

doit  être,  puisque  Ton  a    .r  [>  /z  ;    mais,  en  changeant  les  signes 

a  yc 


lie  réquatJon  a  —  a,-  =: 


fb-yfi 


a  Je 
on  trouve  .c  —  «  =r  —-=- 


sjb --Je' 
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vt  celte  valeur  de  x  —  a  repp^entc  la  valeur  absolue  île  BC 

Soii  b<c. 

La  première  vai^eur  de  .r,  — ?^L_,  est  toujours  positive, 
luais  plus  petite  que  -?  puisque  Ton  a 

v/ï  -f-  v^  >  V'^  -i-  V^  >  2  v/Â. 

La  valeur  de  ^  —  x  correspondante,  ou  — pi  est  positive 

V  y  +  V  ^ 

et  plus  grande  que  -• 

Ainsi,  dans  l'iiypothùse  que  l'on  considère,  le  poiat  C,  situé 
entre  les  points  A  et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A  que  de  B. 

a\'b  — a\'b 

La  seconde  valeur  de  a:,     -_         _?  ou  -r= j^^  est  esseu- 

y'^  —  ^c  vc  —  V^ 

tieliement  négative. 

Pour  rinterpréter,  changeons  x  en  —  ^  dans  Têquaiion  ;  elle 

b              c 
devient  —  =: r-* 

Or,  ft  —  x  exprimant  d'abord  la  distance  de  B  au  point  chcichc , 
a-hx  doit  maintenant  exprimer  cette  même  dislance;  ce  qui 
exige  que  le  point  cherché  soit  à  gauche  de  A ,  en  C"  par  exemple. 
Et,  en  effet ,  puisque  Tintensité  de  la  lumioreB  est,  par  hypothèse , 
plus  forte  que  celle  de  A ,  le  second  point  cherché  doit  être  plos 
voisin  de  A  que  de  B. 

La  valeur  de  a  —  x  cornîspondante ,  —= r^i  ou  -p ;=• 

est  positive;  et  cela  lient  à  ce  que,  x  étant  négatif  J  a  —  x  exprime 
réellement  une  somme  arithmétique. 
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Soit  b  =  C. 
Les  deux  premières  valeurs  de  x  et  de  a  —  .r  se  réduisent  à  -; 

2 

ce  cjuî  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 
éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à  Phypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à  — — 9  ou  deviennent///- 

o 

finies;  c'est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est  situé  à 

une  distance  des  points  A  et  B  plus  grande  qu^aucune  quantité 

assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à  Phypothèse  présente  ; 

car,  si  Ton  suppose  que  la  différence  b  —  r,  sans  être  tout  à  fait 

nulle,  soit  extrêmement  petite,  le  second  point  également  éclairé 

e\iste,  mais  à  une  distance  très-grande  des  deux  lumières:  c*est 

ce  qu^indique  l'expression  -= —  >  dont  le  dénominateur  est  ex- 

^b  —  v^ 

trèmement  petit  par  rapport  au  numérateur;  et  lorsqu'on  suppose 

enfin  b=:=Cy  on  \b  —  yc  =  o,  le  point  cherché  ne  peut  plus 
exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à  une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  ^  =  r,  si  Ton  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées , 

a{b  -\-  slbc)  a(b  —  s/bc) 

X=  r et       X=:-^'z ^ ^■', 

b  —  c  b  —  c 

la  première,  qui  correspond  à  x  =  ~ p?  deviendrait  , 

V^  —  \c  o 

et  la  seconde,  qui  correspond  k  ju  =  —= -1  deviendrait  -• 

^  ^  >/b-h^c  o 

Mais  on  n'obtient  la  forme  -  qu'à  cause  de  l'existence  d'un  facteur 

o  * 

commun,  ^b  —  v*^,  entre  les  deux  termes  de  la  valeur  dex.  {Voyez 
ce  qui  a  été  dit  n«»  75  et  102.) 
Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi   le 

facteur  commun  v^ -H  V^  ;  mais,  en  le  supprimant,  on  trouve 


1  ^4  DISCltSSION 

.r  =  -y— — r-)  expression  qui  se  réduit  encore  a dans  1  hv- 

v7>  — yc  ^ 

pothcse  de  ^  =  c. 

Soient  b  =  c     et     a  =:  o. 

Le  premier  système  des  valeurs  de  x  et  de  «  —x  se  réduit  à  o  , 

et  le  second  système  à  -• 

o 

Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  V indétermination  ;  car 

si  Ton  remonte  à  Téquation  du  problème 

( ^  —  c)  .r*  —  2  abx  =  —  a^  h , 

elle  se  réduit ,  dans  l'hypothèse  actuelle ,  à 

o,x.^  —  o . X  =r  o , 

équation  qui  peut  cire  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis 
pour  X,  Et,  en  effet,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  in- 
tensité et  sont  placées  au  même  point,  elles  doivent  êoiaircr  égale- 
ment  chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o  que  donne  le  premier  système  est  une  de  ces 
solutions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 

Soit,  enfin ,  a  =  o,  b  étant  diffétvnt  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à  o  ;  ce  qui  prouve  qu'il  n  V 
a,  dans  ce  cas,  qu'un  seul  point  également  éclairé:  c'est  celui  où 
les  deux  lumières  sont  placées. 

L'équation  se  réduit  alors  à 

{b  —  c )  x^  =  o , 

et  donne  les  deux  valeurs  égales ,         j;  =  o,     .7  =  0. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  préci- 
sion avec  laquelle  F  Algèbre  répond  à  toutes  les  circonstances  de 
l'énoncé  d'un  problème. 

104.  SixiKME  PROBLÈME.  —  Trom>er  deux  nombres  tels ,  que  la 
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différence  He  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  n  elh  soit 
€'gale  à  tin  nombre  donné  s,  et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit^ 
égale  à  un  autre  nombre  donné  q. 

Solution.  —  Soient  x  et  j  les  nombres  cherchés;  on  a  les  deux 

Îax  —  by  =  s  y 

De  la  première  on  lire  z  = ,  valeur  qui ,  substituée  dans 

a 

la  seconde,  donne 

[a^  —  è')  j'  —  2  bsy  =  .v'  —  a-f/  ;  f  i  ) 

bs^ay/s^  —  qia-'—b') 
donc  X  = ^^rzTi,. '  • 

Reportant  cette  valeur  dans  l'expression  de  x  en  j,  on  trouve 


r  ùs±a\/s^^r/{a^—b^}~\ 


a 


.V 

~"1 


d  OU  X  r=:  .— • 

a'  —  b* 

(Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que ,  dans  ces  valeurs  de  j  et  de  x , 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent ,  ainsi  quo  les  signes 
inférieurs.  ) 

Discussion.  —  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
que  a  y  by  g^s  soient  des  nombres  absolus  :  sMl  en  était  autrement , 
certains  termes  des  valeurs  de  .r  et  de  jr  changeraient  de  signe,  et 
il  faodrait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a  ^  b ,     d'où     a^  —  b*  positif. 

D'abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  et  de  j^  soient  réelles, 
il  faut  que  Ton  ait 
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Supposons  cette  dernière  condilion  remplie,  et  déterminons  les 
siiînes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


X 


(is-^  b  sjs^^q{a^—b') 


a^  —  b' 


Lr    PftKMlER    S\STKME    EST 


r  = 


bs^-a^Js^^qia^—b^) 


a 


'— ^' 


Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives , 
et  forment,  par  conséquent ,  une  solution  directe  àw  problème,  tel 

qu'il  a  été  établi. 

as  —  byjs^  —  qia^—b'') 

xzn i ' 

a'— A» 

T^K    SECOND    SYSTÈME    EST       (  _. 

hs  —  tf  V  5^  —  Q  [a}  —  h^  \ 

L»  valeur  de  x  est  essentiel lement  positive;  car  de  «^^  on 
tire       as  >  bs,     et  à  fortiori ,     as  '^  b  >J s* -- q  {a^  —  b^) , 

puisque  le  radical  est  plus  petit  que  s. 

Quant  à  celle  de  /,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 
Pour  qu'elle  soit  positive ,  il  faut  que  Ton  ait 

bs  >a\/s'^q{a^-^b^), 
doù,  en  élevant  au  carré,  b^s^  ^a^s^  —  a^q(a^—  b*). 

Ajoutons  à*q{a^ —  b^)  aux  deux  membres,  et  retranchons- en  6*j' ; 
il  vient  û'7(fl»— ^»)>fM«'— ^')» 

d'où ,  en  divisant  par  a^  [a'* —  b"^) ,  7  !>  "i" 

Ainsi ,  pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  réelle 
et  directe ,  il  faut  que  l'on  ait  en  même  temps      q  <  -^ y^  ' 

et  7^—,  c'est-à-dire  que  q  soit  compris  entre  les  deux  noni- 


a 
bres  ~    et 


5» 


a- 


a^-^b' 
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[Observons,  en  passant ,  que  la  condition  ^^  ^  pouvait  être 

obtenue  plus  facilement  au  moyen  de  l'équation  en  y. 

Cette  équation    étant    (a'  —  h^)  y^  —  2  bsy  =  f '  —  a'y ,   on 

voit  que ,    dans  Thypothèse  de  a^b  y  elle  est   de  la  forme 

s* 
i^  -^pxz=:  —  q  y  si  Ton  a  a^q  >  *S  ^^  ^  1>  ~i  î    ^^    ^'on  sait 

(n^  100)  qu*alors  les  deux  racines  sont  à  la  fois  positives.] 
Si  Ton  avait,  au  contraire,  9<C  1 9  auquel  cas  on  aurait ,  à  plus 

forte  raison ,  q<^  — — -^ ,  la  valeur  de  y  du  second  système  serait 

négathe;  et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de 7)  ne  serait 
plus  une  solution  de  l'énoncé  tel  qu^il  a  été  établi ,  mais  bien  de 

iax  -+-  by  =  s  \ 
,        \  U 

et  qui  ne  différerait  du  précédent  qu'en  ce  que  s  exprimerait  une 
somme  au  lieu  d^une  différence. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  ^  ^  &  ,  le  problème  admet  deux  Solutions 
rrelles  et  directes  toutes  les  fois  que  Ton  a 


et  elle  n'en  admet  qu'wwé?  seule  si  Ton  a  7  <[ 


5» 


Eo  prenant  pour  a,  by  s,  des  nombres  absolus  quelconques, 
lM>arvu  toutefois  que  a  soit  ^  ^ ,  et  choisissant  ensuite  pour  7  un 


s'  5' 


nombre  compris  entre  les  deux  limites  --   et    — '■ — j-,  on  sera 

rertain  d*obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient ,  par  exemple ,     a  =6,     /;  =  4,     ^=i5, 
d  où  Ton  déduit 

S^  225  î 

=   I  I  -r' 


225 

36  "^ 

«r 

^4lg  B., 

1  or  éd. 

«' — 6'      %o  4 

12 
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On  pourra  supposer  ^=  lo,  par  exemple,  et  il  viendra 

6xi5±4v^225 — 20X10      qo±:2o       11       7 

jr= -î-ï =^ = —  et  -» 

20  20  2        2 


4Xi5±6v^225  —  20X10 6ort3o 9      3^ 


20  20 


Les  solutions    jj?  =  —  ,^=2j  et  |x=-,  j=-| 
forment  évidemment  deiix  solutions  directes  des  équations 

x^ —  j'^=  10  ) 

Mais  si  Ton  supposait  /z=:6,  ù  =  ^y  s=:  i5 y  <y  =  5,  il  serait 
facile  de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à  l*hypothèse  de  a'^h. 

Soit     fj=    ,  ^    ,   ,     d*où     g(a^^b^)  =  sK 
*  a  ^—  if 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  f  se  réduisent  à 

as  bs  ...  1  1  »         -1     ♦ 

X  =  ;-,  Y  =  -: r  •  Amsi ,  dans  cette  hypothèse ,  il  n  y  a 

a'  —  b^  a^  —  b^  "^^ 

qu^une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 


s^ 


Soit  encore     ^=r  — ;     d*où     s^=:a^q     et    sz=asjq\ 

^as-^bsf¥~q _^a^-\~b^   r~ 

le  premier  système  «levient.  . .   ^  

bs-i-a^b^q zab      r~~ 

•^  —  ""^Tzr^r- — ^Tzip  V  ?  ; 

as^b\J¥~q         r- 

le  second <  

èj  —  asfWq 
y  = ; T~=o. 
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El ,  en  effet ,  supposons     5»  =  a^q     dans  Téquation  en  y  ;  elle 
se  réduit  à  {a^  —  ^')>'*  —  2.bsy=zo\  d'où  Ton  déduit 

2,bs  lab      r- 


Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans    x  = 

a 
>.3  ■  1.2 
il  en  résulte     x 


bjr^s 
a^  -h  b^     /- 


«SbfV  maintenant    a  <^  b  ;     d'où     a'  —  b'  négatif. 

Les  expressions  de  x  et  de  j  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

__  —aszpby/s^-hqib^-^a^) 
^»  — a' 


Ces  valeurs  sont  toujours  réelles ,  puisque  la  quantité  sous  le 
radical  est  essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes ,  la  première  valeur  de  x  est  essentiellement 
négative,  et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi 
ces  valeurs ,  abstraction  faite  de  leur  signe ,  répondent  non  anx 
équations  proposées ,  mais  aux  équations  by  —  ax'=.s^x^  — y"^  =  ^, 
dans  la  première  desquelles  V ordre  de  la  différence  entre  les  pro- 
duits ax  et  by  est  renversé, 

La  seconde  valeur  de  x  est  nécessairement  positive;  car  de 

b'^a  on  déduit  b  ^s^  •+•  ç{b^  —  «') >  ^^9  puisque  le  radical  est 
numériquement  plus  grand  que  s. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y  n'est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu'elle  le  soit^  il  faut  qu*on  ait  la  relation 

a  ^/s'-hqib'  —  a')  >  bs , 
d'où,  en  élevant  au  carré 9  a^s^-^a^q{b'  —  a')  >è'j', 
ou,  transposant  ^' 5%  fl'^(6»  —  aO  >(^'  — «')*', 

et  divisant  par  a^  (b^  —  a'),  7  >  — . 

12. 


l8o  TRANSFORMATIONS 

En  donnant  à /i y  by  .v,  r/,  des  valeurs  particulières,  telles  que 

l'on  ail  />  >  « ,  et  7  ^  ~  ,   le  problème  sera  encore  susceptible 

iVune  solution  direcie. 

Soit  y  enfin,    a  =  b;     tVoù     a'  —  b'  =  o. 
Le  premier  système  de  valeurs  devient ,  dans  cette  hypothèse , 

las  las 

et  le  second ,  a-  =  -         r  =  — 

CD 

Mais  si  Ton  remonte  à  l'équation  («*  —  ^')  j'  —  2  bsy=s^  —  à*qy 
qui ,  lorsqu'on  fait  a  =  Z» ,  se  réduit  à  —  2  asy  =  s^  —  a*^, 

a^g — ** 

on  en  déduit r  = ; 

las 

o  y  ~4~  s  a^  n  ~4~  f  ' 

et  Texpression  de  x  en  r,     x  =  — ,     donne     x  =  — • 

a  ii.as 


{' 


On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  Tun  des  pro- 
cédés suivis  n®  102  ,  c'est-à-dire  en  faisant  dans  Téqualion  en  fy 

r  =  - ,  ou  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  a'  —  b^ 
z 

dans  celle  des  expressions  de  j  et  de  x ,  qui  se  sont  réduites  à  la 

forme-'  ) 
o  ) 

Pour  que  la  solution     x=  — î ,      v  =  — ,  soit  //i- 


2  as  2  as 


s^ 


rectCy  il  faut  qu'on  ail  7  *>  — 


Des  transformations  qti* on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

102s.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré- 
cédents, nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inégalités,  sur 
lesquelles  ont  été  exécutées  des  transformations  analogues  à  celles 
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qu'on  exécute  sur  les  égalités.  C'est,  en  effet,  ce  qu'on  est  souvent 
obligé  de  faire,  lorsqu'en  discutant  un  problème,  on  veut  éta- 
blir entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que  le  pro- 
blème soit  susceptible  d'une  solution  directe  ou  du  moins  réelle, 
et  fixer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  limites  entre  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines  données  pour 
que  l'énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circonstance.  Or,  quoique  les 
principes  établis  pour  les  équations  soient,  en  général ,  applicables 
aux  inégalités,  il  y  a  néanmoins  quelques  exceptions  dont  il  est 
nécessaire  de  parler,  afin  de  mettre  les  commençants  en  garde 
contre  des  erreurs  qu'ils  pourraient  commettre  en  faisant  usage 
des  signes  d'inégalités.  Ces  exceptions  proviennent  de  l'introduc- 
tion des  expressions  négatives  comme  quantités,  dans  les  calculs. 
Pour  plus  de  clarté ,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses 
transformations  qu'il  est  permis  de  faire  subir  aux  inégalités ,  en 
ayant  soin  de  faire  ressortir  en  même  temps  les  transformations 
dont  remploi  doit  être  interdit. 

TRANSVOHMATIOn    PAR    ADDITION    ET   SOUSTRACTION.  —   On  peUt , 

sans  aucune  exception^  ajouter  aux  deux  membres  d'une  inégalité 
quelconque^  ou  en  retrancher  une  même  quantité;  l'inégalité  sub- 
siste toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi ,  soit  8>3  ;  on  a  encore  8-f-5  >  3-+-  5,  et  8—5  ^3—5. 

Soit  de  même  —  3  <^  —  2  ;  on  a  encore  —  3-h6<l  —  2-f-6, 
et  —  3  —  6<C!  —  2  —  6.  Cela  résulte  des  principes  établis  au 

La  transformation  précédente  sert,  comme  dans  les  é(|ualions,  à 
faire  passer  certains  termes  d'un  membre  de  l'inégalité  dans  l'autre  : 

Soit ,  par  exemple ,  l'inégalité  «'  4-  ft'  >  3  6'  —  2  a'  ; 

il  en  résulte  « •  -|-  2  a^  >  3  6»  —  ^'     ou     3  /i'  >  2  b\ 

On  peut,  sans  exception,  ajouter  membre  à  membre  deux  ou 
plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens;  on  obtknt  ainsi 
une  inégalité  de  même  sens  que  les  proposées. 

Ainsi,  /!>*,  ''>^,  ^>/,--    donnent  a -^^  c -\- r^  b '\- d -\~f. 
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Biais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  si  l'on  soustrait  membre 
à  membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens. 

Soient  les  inégalités  4  <C  7     ^^     2  <;^  3  ; 

on  a  bien  4  —  2<[7  —  3     ou     2<^4' 

Mais  soient  les  inégalités  9  <  i  o ,     et    6  <  8  ; 

il  vient ,  par  la  soustraction ,        9  —  6>io-^8     ou     3>2. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation; 
ou,  lorsqu'on  l'emploie,  s'assurer  s*il  y  a  inégalité  dans  le  résultat» 
et  de  quel  sens  est  celle-ci. 

TaANSrOBMATION    PAE    MULTIPLICATION    ET    DIVISION.  —  On  pCUt 

multiplier  les  deux  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  positif 
ou  absolu  :  il  y  a  inégalité  de  même  sens  dans  les  résultats. 

Ainsi  de  «  <;^  ^ ,      on  tire     3  a  <^  3  ^  ; 

et  de  — ^  <C — ^>     on  déduit     — 3a<^3b, 

Ce  principe  sert  à  faire  disparaître  les  dénominateurs. 

a* — b^       c^--d^ 

Que  Ton  ait  Tinécalité  r- > — ;; î  <>n  en  déduit,  en 

°  arf  3a 

multipliant  les  deux  membres  par  6a^, 

Même  principe  pour  la  division.  ' 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une  iné- 
galité par  une  quantité  négative,  on  obtient  une  inégalité  de  sens 
contraire. 

Soit,  par  exemple,  8^7;  en  multipliant  les  deux  membres 
par  —  3 ,  on  a  9  au  contraire ,  —  24  <  —  21. 

O  87  T 

De  même,  8  >7  donne  ?     ou  —  ^  <^  -^a  1     ou —  ^• 

^  —  3-      — 3  3 

Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d'une 
inégalité  par  un  nombre  exprime  algébriquemenr ,  il  faut  s*as- 
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surer  si  le  muitfpUcaieur  ou  le  diviseur  ne  peut  devenir  négatif; 
car,  dans  ce  dernier  cas ,  Tinégalité  serait  de  sens  contraire. 
Dans  le  problème  du  n^*  104,  de  Tinégalité 


s^ 


on  a  pu  déduire  7  >  —  ?  en  divisant  par  a^{a^  —  ^'),  parce  que 

Ton  avait  supposé       a^  by     ou     a^  —  b'^  positif. 

//  n'est  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 
d'une  inégalité,  à  moins  qu'on  établisse  Vinégalité  résultante  en 
sens  contraire;  cette  transformation  revient  évidemment  à  multi- 
plier les  deux  membres  par  —  i , 

Transformation  par  élévation  au  carré.  —  On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  d'une  inégalité  entre  des  nombres 
absolus,  et  r inégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  de  5^-3     on  déduit     25 ]>  9. 

De  /7-4-^>c     ontire     (û-+-^)'>r^ 

Mais  si  les  deux  membres  tle  l'inégalité  sont  de  signes  qucl- 
conqucSy  on  ne  peut  pas  assurer  d'avance  dans  quel  sens  l'inégalité 
résultante  aura  lieu. 

Par  exemple,       — 2<<[3     donne     ( — 2)'     ou     4'<9î 

et  —  3>  —  5  donne,  au  contraire,  ( — 3)'  ou  9<|[(  —  5)*  ou  25. 

On  doit  donc,  avant  d^éiever  au  carré,  s'assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

Transformation  par  extraction  ]>r  raginb  carrés.  —  On 
peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité 
entre  des  nombres  absolus;  et  l'inégalité  subsiste,  dans  le  même 
sens,  entre  les  -valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

Obseinrons  d*abord  qu'on  ne  peut  proposer  d'extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres  d'une  inégalité ,  i\\\  autant  qu'ils  sont 
essentiellement  positifs;  car  autrement  on  serait  conduit  à  des 
expressions  imaginaires  qu'on  ne  pourrait  comparer. 

Mais  que  Ton  ait  9  <^  25 ,  on  en  déduit  v'9  ou  3  <^  y  25  ou  5. 
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De  n-^b'^  on  déduit  n  ]>  ^,  si  a  et  6  expriment  des  nombres 
absolus. 

De  même,  rinégalité  a'Xc — by  donne 

a^c  —  ^ ,  si  l'on  suppose  déjà  c  plus  grand  que  b ; 

et        ^  ^  6  —  r,  si»  au  contraire,  b  est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d*une  inégalité  sont  com- 
posés de  termes  additifs  et  de  termes  souslractifs,  on  doit  avoir 
soin  d'écrire,  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  un  poly- 
nôme dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles, 

106.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  : 

SEPTiiM E  PEOBLSMB.  —  Dcux  marchands  vendent  chacun  d'une 

même  étoffe,  à  des  prix  différents  ;  le  second  vend  3  mètres  de  plus 

que  le  premier^  et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus  de  5  francs. 

Le  premier  dit  au  second  :  J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  :i^  écus  ; 

l'autre  répond:  Et  moi /aurais  retiré  de  la  vôtre  izécusj,  — 

Combien  de  mètres  ont^ils  vendu  chacun? 

/„,      i"  marchand  jr=  i5,  ,.         j?  =  5A 

[Rep.    ^  o       ou  bien,  '  ] 

\  2^ J=:l8,  •    j  =  8./ 

Huitième  problèhe.  —  Un  négociant  doit  un  billet  de  6240 /r. 
payable  dans  8  mois,  et  un  autre  billet  de  ']63ii/r.  payable  tlans 
9  mois.  Il  retire  ces  deux  billets,  et  remet  à  leur  place  an  billet 
de  14^56  fr.  payable  dans  un  an*  —  On  demande  le  tatix  de 

l'intérêt,      [Rép,     10  fr.  33  c.  pour-  par  an. 

[On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  à  sa 
véritable  valeur  (voy.  Arithm,^  n"*  228,  22®  édition)  à  l'instant 
même  de  l'échange  des  billets;  car  il  est  bon  d'observer  que  la 
question  peut  être  traitée  de  diverses  manières,  et  donne  lieu  à  des 
résultats  tout  à  fait  différents,  suivant  les  époques  auxquelles  on 
ramène  les  valeurs  des  billets.] 

Neuvième  paoblème.  —  Une  personne  possède  i3ooo/r.,  qu^ellc 
partage  en  deux  portions  placées  à  intérêt,  de  manière  qu'elle  en 
retire  des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion 
sur  le  même  pied  que  la  seconde,  elle  retirerait  pour  cette  partie 
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Xofr,  d'intérêt  ;  et  si  elie  faisait  valoir  la  seconde  portion  au 
même  taux  que  la  première ,  elle  retirerait  ^cfifr,  d'intérêt.  —  On 
defnande  les  deux  taux  d'intérêt,  (Rép.  7  et  6.) 

[ L'équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement 
que  par  la  méthode  générale.] 

Dixième  PROsLiMB.  —  Trou\*cr  deux  rectangles  dont  on  connaît 
la  somme  q  des  surfaces,  la  somme  a  des  bases,  et  dont  on  connaît 
les  surfaces  p  et  p',  quand  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  donne  la 
hauteur  de  l'autre,  c'est-à-dire  quand  on  alterne  1rs  hauteurs, 

Rep.  Base  du  premier,  x  =     '•   ^ — t-^ -r-^ -Z££L_-».  l 

[Résoudre  et  discuter  ce  problème.  ] 

Onzième  problème.  —  Partager  deux  nombres  a  /'f  b  ,  Vun  et 
Vautre  en  deux  parties,  fie  manière  que  le  produit  d'une  partie  de 
a  par  une  partie  de  b  soit  égal  à  un  nombre  donné  p,  et  que  le 
produit  des  parties  restantes  de  -ê  et  h  soit  aussi  égal  à  un  nombre 
donné  p'.  --«Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  —  Trouver  un  nombre  tel,  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nom- 
bres donnés  a  et  b,  dans  un  rapport  connu ,  p  I  q.  —  Résoudre 
et  discuter  ce  problème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seu- 
lement parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des 
principes  sur  les  inégalités,  mais  encore  parce  que  les  formules 
auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions 
d'une  foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  —  Propriétés  des 

trinômes  du  second  degré» 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu'on  rencontre 
surtoat  dans  la  Géométrie  analytique ,  et  qu'il  est  souvent  pos- 
sible de  résoudre  à  l'aide  dis  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux 
qui  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
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valeur  que  puisse  recevoir  le  résultat  de  certaines  opérations  arith- 
métiîiues  effectuées  sur  des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  :  —  Partager  un  nombre 
donné  2sl  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
siblc,  ou  un  maximum. 

Désignons  par  x  Tune  des  parties,  l'autre  sera  2  a  —  x^  et  leur 
produit ,  JT  (2  fl  —  x). 

Si  Ton  donne  à  .r  diflërcntes  valeurs,  ce  produit  passera  par 
différente  états  de  grandeur;  et  il  s*agit  d'assigner  à  x  la  valeur 
qui  doit  rendre  ce  produit  la  plus  grand  possible. 

Désignons  par  x  ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  incon- 
nue pour  le  moment;  on  aura,  d'après  l'énoncé,  l'équation 

x;2a  — x)  =jr. 

Regardant  r  comme  connu ,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur 
de  X,  on  trouve  x  =  a  ±  ^a^  —  y . 

Or  ce  résultat  fait  voir  que  x  ne  peut  être  réel  qu'autant  que 
Ton  aura  ^<;  «%  ou,  tout  au  plus,  x  =  a^\ 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 
donner  à  ^,  c'est-à-dire  au  produit  des  deux  parties,  est  a^. 

Mais  si  l'on  fait  y  =  û%  il  en  résulte  x  =z  a. 

Donc,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  di\fiser  le 
nombre  donné  2  a  en  deux  parties  égales;  et  le  maximum  7 «'o// 
obtient  ainsi  est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre; 

Résultat  que  Ton  a  déjà  trouvé  par  un  autre  moyen  (n<*  100). 

Solution  plus  simple.  —  Appelons  2  x  la  différence  qui  existe 
eBjtre  les  deux  parties;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  2/1 ,  la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (u°  4)  représentée  par 

^ 9  OU  £7  -f-  X,  la  plus  petite  par  a  —  x. 

Et  l'on  aura  pour  Téquation,       (a  H-  .r)  («  —  x)  =  r, 
OU ,  effectuant  les  calculs , 


/■ 


r/'  —  x'  =jr;      d'où     x  =  it  \ir  — j . 

Pour  que  cette  valeur  de  x  soit  rA*lle,  il  faut  que  r  soit  tout 
au  plus  éi^al  à  a-',  or,  en  faisant  r  =  a\  on  obtient  x  r=  o. 


SUR    LES   MAXIMUMS   RT   MINIMUMS.  187 

Ce  qui  prouve  que  les  detuc  parties  doivent  être  égaies. 
Ce  moyen  de  résolution  a  l'avantage  de  conduire  à  une  équation 
du  second  degré  à  deux,  termes. 

108.  N.  B,  —  Dans  les  équations 

j:(2û  — x)=/,     et     [a-\-x){a'-x)=zjry 

X  est  dite  une  variable ^  et  x{2.a  —  x)  ou  {a  -\-x)  (a  — x)  une 
certaine  fonction  de  la  variable. 

Cette  fonction,  représentée  par  7,  est  elle-même  une  autre 
variable  y  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu'on  attribue  à  la  pre- 
mière; et  c*est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quelquefois 
celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante ,  tandis  que  la  se- 
conde,  ou  /,  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles  qu'on 
attribue  à  x. 

En  résolvant ,  par  rapport  ù  x ,  les  deux  équations 

ce  qui  donne         x=z  ado^a^ — /,     et    x  =  ziz\a^ — y  y 

on  |)eut  regarder,  à  son  tour,  y  comme  une  variable  indépcn' 
dante,  et  x  comme  une  certaiine /onction  de  cette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de 

Diviser  un  nombre  lia  en  deux  parties ,  telles  que  la  somme 
(les  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  m/vximum. 

Appelons  x^  l'une  des  parties;  ^a—  x^  sera  l'autre  partie ,  et  ^ 
somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression, 


.r-f-  v*2tf  —  x'^  : 
c*est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum. 


Posons  j:  -f-  V  2«  —  x^  zrzy. 

Pour  résoudre  celle  équation ,  il  faut  chasser  le  radical.  On  a 
ilaboi'd,  on  transp<»sant  1c  ternie  .r  dans  Ir  second  nicniliro , 


^'>.  a  —  x"  = 


y  ■-  '^ 
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d'où  ,  élevant  au  carré ,  ia  —  .r' =/'  —  T^xy  4-  .r% 

ou ,  ordonnant  par  rapport  ùj:,         2jc=  —  -ixj  ■=z:ta  — /% 

équation  d'où  l'on  lire  x  =  -  dz  1/  ^  H > 

ou ,  simplifiant ,  x  =  -  ±  -  v^4  ^  — ^'* 

Pour  qne  les  deux  valeurs  de  x  soient  réelles ,  il  faut  que  j  '  soit 
tout  au  plus  égal  à  4  ^  î 

Donc  2  ^a  est  la  plus  grande  valeur  que  ]iuis$e  recevoir  y . 

Si  Ton  fait  ^  =  2  \/rt ,  il  en  résulte  j;  ■=:  v^; 

D'où  Ton  déduit  ar'  =  fl ,  et  2a  — «'=  a. 

Ainsi ,  le  nombre  donné  2  a  doit  être  divisé  en  deux  parties  égales 

pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un 

MAXIMUM. 

Ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  à  2  y/a. 
Soit^  par  exemple,  72  le  nombre  proposé; 

on  a  72  =  36-1-36;     d'où     v^36-i- v^=  12. 

C*est  le  maximum  de  valeur  qu'on  puisse  obtenir  pour  la  somme 
des  racines^carrées  des  deux  parties  de  72. 

Et,  en  effet,  décomposons  72  en  64+8;  on  a   y/64  =  8, 

et  ^  r=  2  -4-  une  fract.  ;  d'où  ^64  -î-  V^  =  i  o  -h  une  fracl. 

Soit  encore         72  =  49 -H  23;     on  a     y/49  =7, 

y/23  =1  4  -f-  une  fract.;  donc,  v49  "*"  ¥^3  =  1 1  H-  une  fract. 

m^x^  _i_  /i' 
Considérons,  pour  3"  exemple,  l'expression  j—- -r—t  f/n*il 


^  m'  .r'  -f-  /?' 

Posons 


s'agit  de  rendre  un  minimum  {m  étant  supposé  "^  n), 

— ^.  :::;  %•    d  OU  //j'o:'  —  (nr  —  n'*)y.x=  —  n^  ; 

(//j'--/t«)x      "^  ^  ^'^ 

on  en  déduit       x  =  ^ —  ± v^(  ''*'  —  '''V  >'  —  im'^n'* . 

2/«'  2W'^^  ^  -^  ^ 

Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  .r,  correspondant  h  une  valeur 
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ik  r,  soient  réelles ,  il  faut  évidemment  que 

(m^  —  n^y  X^     ^^  <"*  ^foins  égal  à     4"'^  ''S 

et,  pr  conséquent,  que^^  soit  au  moins  cgal  à 


/w'  —  w' 


Ainsi, est  le  minimum  des  valeurs  qu'on  puisse  donner 

m^  —  n^  1         r 


aj 


Si  Ton  fait  j=:  — :?  dans  l'expression  de  a?,  le  radical  dis- 


paraît,  et  la  valeur  de  x  devient 

m* — n*          nmn  n 

X  = X =  —• 

2W'  /7f' «'  /W 

Cette  valeur,  x=  — ?  est  donc  celle  qui  rend  Texpression  pro- 
posée  un  minimum ^  lequel  est  ogal  a  — 


m*  —  n^ 


f  10.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche 
qn^il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

jéprès  avoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité  sus^ 
ceptible  de  devenir^  soit  un  maximum,  soit  un  minimum,  on  régale 
n  une  lettre  quelconque  y.  Si  l'équation  que  ron  obtient  ainsi  est 
du  second  degré  en  x  [x  désignant  la  quantité  variable  qui  entre 
dans  l'expression  algébrique],  on  la  résout  par  rapport  h  x'^puis 
on  égale  à  zéro  la  quantité  soumise  au  radical,  et  l'on  tire  de  cette 
dernière  équntion  une  valeur  de  y  qui  représente  alors  la  maximum 
ou  le  MINIMUM  cherché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  y  dans 
^'expression  de  x ,  on  obtient  la  valeur  de  x ,  propre  h  satisfaire  à 
l'énoncé, 

^^  B,  —  S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  posi- 
tive, quelle  que  fût  la  valeur  de  y^  on  en  conclurait  que  l'ex- 
prrssion  proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles; en  d^autres  termes,  qu'elle a^  en  nombres  absolus,  l'infini 
f*»nr  MAXIMUM  et  o  pour  minimum;  ou,  plus  généralement,  qu*elle 
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peut  passer  par  tous  les  états,  depuis  Vinfini  négatif  yxs/fivCk  ïhi- 
fini  positif. 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  Tcxpression  -^. — ~ r — 

On  demande  si  cette  expression  est  susceptible  d^uii  maximum 
ou  d'un  minimum. 

Posons  ^^-pr-, — r-  =J'* 

6(2x4-1) 

Il  en  résulte  l'équation       ^x^  —  4  ( ^X  —  i ) -a?  =  6^  •+■  3 , 
d'où  l'on  déduit  x  =  — ±  -  v'9J'*"H4  * 

Or,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  y<,  la  quantité  sous  le  radical 
sera  toujours  positive.  Ainsi, ^,  ou  l'expression  proposée,  peut 
passer  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  —  00  jusqu'à  -h  00  . 

Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  soumise  au  radical 

de  la  valeur  de  x  ne  renfermait  que  deux  parties,  Tune  affectée 

de^ou  de /%  l'autre  toute  connue;  et  il  a  élé  facile  d'obtenir  le 

maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était  susceptible*  Mais 

il  peut  arriver  que  cette  quantité  soit  un  trinôme  du  second  degré 

de  la  forme 

my^-h  nj'  -h/^. 

Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  difficile;  et  pour  mettre 
en  état  de  la  résoudre  complètement,  il  est  nécessaire  de  démon- 
trer plusieurs  propriétés  relatives  à  ces  trinômes. 

Propriétés  ries  trinômes  du  second  degré. 

fil.  On  appelle  trinôme  du  second  degré  toute  expression  de  la 
forme  my  -{-  ny  -i-  p 

[/7i,  /i  et  p  étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques 9 
jr  désignant  d'ailleurs  une  variable,  c'est-à-dire  une  quantité  que 
l'on  fait  passer  par  différents  états  de  grandeur]. 

Ainsi  3j'  — 5^+7 — 9/^-4-2/4-5,  ou  — G/* — 3/-+- 12, 
(a  —  b  -\-  2c)  y^-\-  ^b^y —  9.ac^  H-  3a'^b , 
sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 
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Si  Ton  égale  à  o  le  trinôme  mj*  -f-  ny  -hp,  ce  <|ui  donne 
my^-hny-{-p  =  Of     d'où     y  =: ± —  ^/î'  —  ^'fff, 

217/  2/71 

on  peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à  la  nature 
des  valeurs  de  f  qu'on  vient  d'obtenir  : 

les  deux  racines  sont  alors  réelles  et  inégales  ; 

a°.  n'  —  ^mprzzo'^ 

auquel  cas  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales; 

3^  n^-^^mp<^o; 

tes  deux  racines  sont ,  dans  ce  cas ,  imaginaires. 
Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à  ces  différents  cas  : 

Premièrement,  —  Toutes  les  fois  qu'un  trinôme  du  second  degré 
est  tel  y  qu'en  régalant  à  o  et  résolvant  Téquation  qui  en  résulte,  on 
obtient  deux  racines  réelles  et  inégales  [désignes  quelconques], 
toute  7«^i/i///«?' [positive  ou  négative]  comprise  entre  les  deux  ra- 
cinrs,  substituée  à  la  place  de  y  dans  le  trinôme,  donne  néces- 
sairement un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  dont  le  coefficient 
(le  y'  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  entre  les  deux 
racines,  et  différente  de  chacune  d'elles ,  substituée  à  la  place  de  y, 
donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y'. 

En  effet ,  soit  l'équation 

/w/^4-/ï/ -1-/^  =  0; 

et,  pour  fixer  les  idées,  représentons  par^'  la  racine  qui  se  rap- 
proche le  plus  de  V infini  négatif,  c'est-à-dire  la  plus  petite  racine, 
et  ^^Tx"  l'autre  racine. 

Cela  posé,  le  premier  membre  peut(n®  97)  se  mettre  sous  la 
forme  m[x — y')  {y — j");  ainsi  Ton  a  l'identité 

iny^-\-ny-\-p=:m[y—y')  {y— y"); 

ce  qui  signifie  (n"  4ft)  que  cette  égalité  doit  exister,  quelque  valeur 
qu'on  donne  à  y. 
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Soit  maintenant  a  une  quantité  comprise  entre  ^''  ^^x'i  c'est-à- 
cKre  telle  que  Ton  ait        a!]>jS     tnaàs     a<C!^"; 
il  en  résulte  a — /'>o,     mais     a — x"  <Z^y 

d'où  Ton  voit  que  les  facteurs  a  — ^',  a  — x'\  *^Dt  de  signes  eon^ 
traircs:  ainsi  leur  produit  [v.—y')  (a — /'')  est  négatif. 

Donc   /iî{a — J'')(a — /")>   ®^   ma'H- /la -h/>,  est  de  sigoe 
contraire  à  celui  dont  m  est  affecté. 

Soit,  au  contraire,  °^<Cx'     ®^     à  fortiori     OL<^y''; 

d'où  Ton  déduit  a — y' <^o      et     a — j"<^o. 

Les  deux  facteurs  sont  de  même  signe;  donc  (a  — y*)  (a — j") 
est  positif;  par  conséquent , 

/»(a— jr')  (a— ^''j,     ou     waM-/îa-J-;?, 

est  de  même  signe  que  m. 

Même  raisonnement  pour  le  cas  de  a  ]>  j'',  et  a  fortiori  a  >^'; 

•  C.  <?.  /?•.  2>. 

Secondement.  —  Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales ,  toute 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à  o ,  substituée 
dans  ce  trinôme^  donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coeffi- 
cient //ff  y*. 

En  effet,  pui$c|ue  les  deux  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 

/î'  —  Lmp  =  o ,       d'où  l'on  tire       «  =  7—  : 

^m 

dès  lors ,  le  trinôme   my"^  -f-  ny  -h  /;     ou     miy"^-^ ^-4-  -■  \ 

devient 

m 


1    ,       n             n^\                  /             «  \' 
\y  -^ y-^  7 — ; I     ou     m\y  -\ )  ■ 


Or  il  est  évident  que,  pour  tonte  valeur  de  j  autre  que 9 


la  quantités  H j   sera  positive. 
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Ainsi,  WMJ  H 1    ou  tMx^ -{- nr -{- p  aura  le  signe  de  /;/. 

C.   Q.  F.  D. 

Troisièmement.  —  Enfin,  si  les  deux  racines  sont  imagi- 
naires, iotUe  quantité  réelle  ^  positive  ou  nc^gative  ,  substituée  ù  In 
place  de  y ,  donnera  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 
de  y'. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires ,  on  a  la  relation 

/*'  —  4  '^^P  <C  ^  9     ^'o"     4  '^/^  ^  ^^y 


OH  bien  (n°  i06) ,  divisant  par  4'^'  »         ~  >  7 — ;• 


«' 


Soit  donc  — =  7 — -,4-^'  [^"^  désignant  une  quantité  cssenliH- 
m      i\.tn 

lement  positive];  il  en  résulte 

quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que  m  ,  quelque 
valeur  réelle  que  l'on  y  substitue  pour  ^. 

IIS.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  ù  parler 
d'une  proposition  qui  est  d'un  fréquent  usage  dans  Tanalyse. 

Toutes  les/bis  qu'un  trinôme  du  2*^  degré ,  my-  -h  ny  -f-  p ,  ext 
tut  carré  parfait  y  on  a  entre  ses  coefficients  la  relation 

n'  —  ^^p  =  o. 

En  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait  et  de  la  forme 
(iw'^ -{-«')%  les  deux  racines  de  l'équation  y?îy* -h  «j -f- /?  =  o 
doivent  être  égales.  Or,  pour  qu'elles  soient  égales,  il  faut  que  la 
quantité  sous  le  radical ,  ou  /i'  —  ^mp^  soit  nulle, 

C.  Q,  F.  D, 

Réciproquement,  —  Si  Ton  a  entre  les  coefficients  la  relation   * 
il*  —  ^mp  =  o ,  le  trinôme  est  un  carré  parfait  ;  car  on  déduit  de 
Alg,  B.j  io«  éd,  i3 
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fl' 


cette  i*elatioii  p  =:  7 —  :  d*où 

4  '" 

mjr'  -^-  ny  +  /,  =  my  -^  ny  ^  ^^^(^y  ylm  +  ^ j  • 

115.  Voyons  actuellement  Tusage  de  ces  propriétés,  dans  la 
résolution  des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 

Soit  proposé   de  déterminer  si ,   lorsqu'on  fait   varier  x ,    la 

X^  —  2  .T  — f-  2  I 

fonction  — 7; — —  -  -,    -  iwiit  passer  par  tons  les  étals  de  {grandeur, 
o  .r  —  14 

^  j:*  —  2x4-21 

Posons  -  -A —, —  =  r  ; 

bx  —  14 

d'où  jt"  —  7  [  3^  -h  i)  xz=:  —  21  —  I ^r- 

Il  en  résulte  x  =  3/  -h  1  dz  ^9/'  —  8.1  —  20. 

Pour  que  x  soit  réel ,  il  faut  que  9^-'  —  Sy  —  20  soit  positif. 
f>r,  si  Ton  égale  cette  quantité  à  o  ,  il  vient 

8  20                 „   ,                                              10 
1' y =r  o,       a  ou       r  =  2      et       r  = • 

9  9  ^  9 

Ces  deux  valeurs  de  j*  étant  réelles  ,  il  suit  de  la  première  des 
propriétés  ci-dessus,  que,  dès  qu'on  donnera  à  y  des  valeurs 

comprises  entre et  2 ,  telles  que  —  1,0,  i ,  la  valeur  du  tri- 

nôme  sera  négative,  puisque  le  coefficient  de  j-  est  positif.  Mais 

en  donnant  à  x  des  valeurs  non  comprises  entre et  2, 

comme  —  2,  —  3,...,  3,  /{,.,.,  on  obtiendra  un  résultat /?oj/r//*. 
On  voit  donc  que  2  est ,  en  nombres  absolus ,  le  minimuw  des 
valeurs  que  doit  l'ecevoir  ^,  pour  que  x  soit  réel  ;  et  si,  dans  l'ex- 
pression de  X  ci-dessus,  on  fait  ^  =  2,  le  radical  disparaît,  et 
Von  trouve  j;  =  7 . 


Kn  effet,  l'expression 


x'^ —  2X-H  21 


X  — 14 


APPLICATIONS    DES    PKOPRI^.TÉS    PRÉCÉDENTES.  iq5 

j    •    .   1         ,  49— »4-H2i      56 

devient,  lorsqu  on  y  pose  .r  =  7,      ^-^^ — ^~~1 —  ^^  "q  ^^  ^• 

10 
La  racine  r  = est,   en  nombres  négatifs  ^  le  maximum  des 

y 

valeurs  que  y  peut  recevoir;  et  la  valeur  de  .r  correspondant  à  ce 

,10  7 

maximum  est  j:  =  3X hi=  —  4* 

9  3 

JV.  B,  —  Lorsque,  x  étant  exprimé  en  ^,  le  coefficient  de  j*' 
sous  le  radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de  j,  déduites 
du  trinôme  égalé  à  zéro ,  sont,  l'une  positive ,  Fautre  négative ,  la 
valeur  positive  est  un  maximum ,  puisque  toute  valeur  plus  g;*ande 
donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  7%  et, 
par  conséquent,  négatif;  la  r^aleur  négative  est  un  minimum  parmi 
les  valeurs  négatives  que  x  P^"^  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'examiner  les  autres  circon- 
stances qui  peuvent  se  présenter:  par  exemple,  le  cas  où,  le 
coefficient  de  y^  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y  sont  positives  ; 
celui  où ,  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont 
imaginaires.  Ils  pourront  d'ailleurs  s'exercer  sur  les  questions 
suivantes  : 

1®.  Partager  un  nombre  donné  2 il  en  deux  parties,  de  ma^ 
niére  que  la  somme  des  quotients  qu'on  obtient  quand  on  divise 
mutuellement  ces  deux  parties  l'une  par  l'autre ^  soit  un  mi- 
nimum. 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum 
est  2.) 

2®.  Soient  a  « f  b  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 

fx4-a)(x  — b) 
une  valeur  telle  que  l  expression -^ son  un  maximum. 

(Réponse.  x^=z -\   et  le   maximum   correspondant  est 
a  —  h 


-    4«*  ) 


3°.  Soient  2l  et  h  deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 

i3. 


|(^  PROBLÈMES    DU    SECOM)    DEGRE 

.     (a4-x)(b-hx) 
une  valeur  telle  que  l'expression  ^ -■ son  un  minimum. 


(' 


Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs ,  savoir  : 
a:  =  -4-  ^ab ,  à  laquelle  correspond  un  minimum  jr  =z[^-^^yy 


et 


x= —  ^ab ,  à  laquelle  correspond  un  maximum  jr  =  {^ — ^^/ •  ) 

§  III.  —  Des  Equations  et  Problèmes  du  second  degré 
à  deux  ou  plusieurs  inconnues.  —  Nouvelles  opé- 
rations sur  les  radicaux  du  second  degt^ ,  réels  ou 
imaginaires. 

119.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète;  car 
nous  ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré ,  à  deux  inconnues ,  dépend  >  en  général ,  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  quatrième  degré  à  une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dé- 
pendent ,  en  dernière  analyse ,  que  de  la  résolution  d'une  équation 
du  second  degré  ù  une  inconnue. 

Premier  problème. —  Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  somme 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  h  et  h  soit  égale  «as, 
et  que  leur  produit  soit  égal  à  p. 

Soient  x  et  /  les  deux  nombres  cherchés  ;  on  a  les  équations 

/?.r  -H  ^^  =  2  5 , 

2  *  —  fl.r 


De  la  première  on  lire  y  = 


d*oii ,  substituant  dans  la  seconde  et  réduisant , 

n.r*  —  7.SX  ■=!  —  bp. 


A    PLUSIEURS    INCONNUES. 
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I 


Donc  x=z  -±  -  v'-J^  —  obp , 

a        a  ^  ^ 

s         I      /- -- 

et,  par  conséquent,  j  =  -r  ii:  y  yj'  —  abp. 

b  ^^  0 

Comme  a^b^  p  sont  supposés  ici  des  nombres  absolus,  Je  pro- 
blème est  susceptible  de  deux  solutions  directes,  car  s  est  évi- 
demment >  y^JTZ"^; 

Mais,  pour  quelles  soient  réelles,  on  doit  avoir  5'  ]>•  ou  =  abp. 
Soit  /?  zir  ^  =  î  ;  les  valeurs  de  x  et  do^*  se  réduisent  à 

x=:sdb^s^ — p    et    7  =  5ipv^j' — p, 

D*où  Ton  voit  que  les  deux  valeurs  de  y  sont  égales  à  celles 
de  X  prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que,  si 

s  +  ^s^-^  p  représente  la  valeur  de  x,  s  —  ^s^  —  p  représente  la 
valeur  correspondante  de  j,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations 

se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à  <  ' 

et  alors  la  question  revient  à  Trouver  deux  nombres  dont  la 
somme  soit  us  et  dont  ie produit  soit  p;  ou,  en  d'autres  termes, 
à  Partager  un  nombre  2  s  en  deux  parties  dont  ie produit  soit  égal 
à  un  nombre  donné  p. 

Or  on  a  vu  (n"  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessairement 
liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 

qui  a,  pour  coefficient  du  second  terme,  la  somme  2  s  prise  en 
signe  contraire^  et  pour  dernier  terme,  le  produit  p  des  deux 
parties. 

IIK.  Second  problème.  —  Trouver  quatre  nombres  en  pro" 
portion  géométrique,  connaissant  la  somme  2  s  des  extrêmes,  la 
somme  2,%'  des  moyens^  et  la  somme  4c*  ^^^  carrés. 

Désignons  par  1/ ,  x ,  /,  z  les  quatre  ternies  de  la  proportion  j 


iqQ  KQUATIOn    GÉNÉRALE    UU    SECOND    UEGRÉ 

on  a ,  pour  les  équations  du  problème ,  en  vertu  des  donnée?  et 
de  la  propriété  fondamentale  des  proportions, 

uz  =zx/, 

u*  -f-  x'  -f- y-  4-  s'  =  ^c\ 

Au  premier  abord ,  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  mais,  à  Taide  d'une  inconnue  mixitiaim,  on 
parvient  à  les  déterminer  simplement. 

En  effet ,  soit  p  le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens  ; 
on  a 


1°.  les  équations  {  \  qui  donnent  {  ^ L 

f         uz=p    ]  \z:rzs—sl7^-p 

[voyez  le  problème  précédent); 

a",  les  équations  <  >quidonnent<  , 

On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  // ,  x- ,  /,  z ,  dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 

ou ,  (développant  et  faisant  les  réductions , 

4*^-f-4*"  —  4/^=  4  ^'5     donc    /?r=j»4-j'2  —  e'. 
Reportant  cette  valeur  de  p  dans  les  expressions  de  «,  x,  ^,  z. 


c'  — 5^ 


on  trouve  enfin    \  >• 

Ces  quatre  nombres  constituent  évidenmient  une  proportion  ; 


A  DKux  INCONNUES.  iqg 

car  on  a 

fis  =  (*  -f-  ^c-  — f")  {s  —  ^c^  —  s'")  =  «'  —  f'  -H  ^'S 

N.  B.  —  Ce  problème ,  que  nous  avons  extrait  de  XJigèbrc  de 
M.  Lhuilier,  est  propre  à  faire  voir  combien  Tintroduction  dHine 
inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul  peut  faciliter  la  détermination 
des  inconnues  principales.  On  trouve,  dans  Touvrage  que  nous 
venons  de  citer,  d'autres  pioblèmes  du  même  genre  qui  condui- 
sent à  des  équations  d\in  degré  supérieur  au  second ,  et  que  néan- 
moins on  peut  résoudre  k  Taide  d'équations  du  premier  et  du 
second  degré,  en  introduisant  des  inconnues  auxiliaires, 

116.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donnerait 
lieu  à  deux  écjuations  quelconques  du  second  degré  à  deux  in- 
connues. 

Une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  second  degrés  lors- 
4|u'étant  mise  sous  forme  entière,  elle  renferme  des  termes  dans 
lesciuels  la  somme  des  exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à  2  , 
et  que ,  dans  aucun  terme ,  cette  somme  ne  surpasse  pas  2  (*  ). 

Ainsi ,  3x^ —  ^x  -h j'  —  xy  —  5 j -f- 6  =  o,  ']x/  —  4 ^  "^"/  =  ^  > 

sont  des  équations  du  second  degré  (*). 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à  deux  incon- 
nues est  de  la  forme     ajr^  4-  ^^ir  +  ^-^^  +  ^^X  -\-f^  +  g"  =  o  > 

[e7,  A,  r,.«.  représentant  des  quantités  connues ,  soit  numériques, 
soit  algébriques]. 

Soient  donc  proposées  les  équations 

ay-   -h  bxy  -f-  cx^  4-  ^/j  +  /c  -h  ^  =  o , 
//>=  -h  b'  xy  -h  c'-r'  -h//' r  -^f'x  4-  g^'  =  o. 

On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à  x;  et  il 


^*)  11  siillit,  au  surplus,  si  réqualion  a  des  (Knomina leurs,  que  x  cl  y 
ij 'entrent  pas  dans  ces  dciiomina leurs.  {\>yycz  la  remarque  du  n«  92.) 


7.ao  roi'ATio:\s  trijsow».* 

vionr 

rx-  -h  (  by  -\rf)  x-Jr  ay''  -^djr    +  ^  =  u  , 

Gela  |io9é ,  si  les  deux  coefficients  de  x^  étaient  les  mêmes  dans 
les  deux  é(]uations,  on  obtiendrait ,  en  retranchant  ces  deux  équa- 
tions Tune  de  l'autre ,  une  équation  du  premier  degré  en  x  qui 
pourrait  être  substituée  à  Tune  des  équations  proposées  ;  de  cette 
équation  Ton  tirerait  la  valeur  de  x  en  j ,  et ,  reportant  cette  va- 
leur dans  une  des  équations  proposées,  on  parviendrait  à  une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  Finconnue/. 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  écjuation  par  c'  et  la  seconde 
par  r,  il  vient 

cc'j'-4-(/y/  4-/)  c'.r-4-(«/^  4-  dy  -k-  g)  c'=o, 

cc'x'-i-{by-h/')  ex   -\^{a'y'-^d'y-i-g')c  =o, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  x'  est  le  même. 

En  soustrayant  la  seconde  de  la  première  ,  on  trouve 

[(  bc'—  ch')y  -irfc'  —  cf']x-^  (ac'^ca')y^  4-  [de'  —  cd')j 

,  (ca'-^ai:')y'^(cd'^dc')y^cg'—gc' 

équation  qui  donne  x  =  r-r-^ 77- —^ -^ 2— . 

'  *  [bc*  —  cb')y-^Jc*—^cf' 

Celte  expression  de  x ,  substituée  dans  l'une  des  équations  pro> 
posées ,  donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais ,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à  un  ré- 
sultat assez  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 
cn^  doit  être,  en  général ,  du  quatrième  degré,  car  le  numérateur 
de  l'expression  de  x  étant  de  la  forme  /?i^'4-  ny-\-p^  son  carré  , 
ou  Texpression  de  x\  est  du  quatrième  degré  ;  or  ce  carré  forme 
Tune  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général,  la  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  h  deux  inconnues  dépend  de  celle  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  à  une  seule  inconnue, 

117.   Il  est  une  rlussedVquations  du  (jiialricmc  drgré,  dont  on 
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)>eut  ramener  la  résolution  i\  celle  des  équations  du  second  degré  : 
ce  sont  les  équations  de  la  forme 

•r*  -f-/?jr^-f-^  =  o. 

On  les  a|>i)elle  équations  trinômes  ou  bicarrées,  parce  qu^elles  ne 
coDliennent  qne  trois  espèces  de  termes  :  des  termes  en  x\  des 
termes  en  x-,  et  des  termes  tout  connus. 
Pour  résoudre  cette  équation ,  posons       x^=iy\ 

elle  devient  r'  -^py-^-q  =  o , 

.  d'où  Ton  lire  /  =  —  -  ±  I/t"  —q' 

Mais  réquation     x'  =  y     donne     x  =  it:  v^  ; 


donc  x  =  ±:\/— ^db  i/^'  —  é/. 

On  i^connait,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  Téquatiôn, 
que  l'inconnue  a  quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  H- 
et  —  qui  affectent  le  premier  radical  peut  être  successivement 
combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  second  ; 
mais  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  x*  —  25 x'  =  —  i44  î 

si  Ton  pose  x'  =  7,  il  vient  /*  —  25j  =  —  i4î  » 

d'où  Ton  lire  y  =  i6,  j  =  9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation     x-  =y,     on  obtient 
!•.  x»=ri6,    d'où  x  =  ±4;     î>-".  ;p'  =  9>  d*oii  x  =  ±:3. 
Ainsi,  les  quatre  valeurs  sont  -f-  4  >  —  4  >  "+-  3  et  —  3. 
Soit  encore  Téqualion  x*  —  7x'=  8. 

Posons  X-'  =  y\  l'équalipn  devient  y'  —  7/  =  8, 

d'où  v  =  fi    tt    r=— I. 
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Donc  i^,     .r*=r8,  et     x  =  ±2^2; 

2".     x-  =  —  I  ,       et     X  =r  ±  ^ —  I  ; 

les  deux  dernières  valeurs  de  x  sont  imaginaires. 
Soit  réquatioD  algébrique 

x*  —  {2hc-h  4^')  ^'  =  —  ^'<''- 
Posons  x^=zjr\  Féquation  devient 


d'où  Ton  déduit  /  =  />><;  -f-  2 «' ±  2 «r  ^bc  -h  a^ , 


et ,  par  conséquent,  x  =  ±  V  /^c  -h  2rt'±  2ûr  ^6c  4-  «'• 

il 8.  La  résolution  de  l'équation  trinôme  du  4^  degré  donne 
naissance  à  une  nouvelle  espèce  d'opération  ,  savoir  :  Llextmction 
fie  la  racine  carrée  d'une  quantité  de  la  forme 

A±:VB, 

A  et  B  désignant  des  quantités  commensurables  de  signes  queU 
eonques. 

Soit  d'abord  à  former  le  carré  de  Texpression  3±  V^5. 

Ona(nM9)       (3  + ^5)' =  9±:6  v/5 -+- 5  =  i4±6  >/5  ; 


donc,  réciproquement,         y  i4  —  ^  v^  =  ^  ^  V^- 
De  même , 

(v^7±\/77)'=  7  ±2^/77  4-  n  =  iB±:2  v/77; 


donc,  récij)roquement,       V  18  ±  2  v/77  =  V7  db  y  *  '  • 


D'où  l'on  voit  qu'une  expression  telle  que  VAdi  v^B  peut  quel- 
quefois être  ramenée  à  la  forme  A'±  v/B',  ou  \/A'  ±  \/B'  ;  cl  loi-s- 
que  cette  transformation  est  possible  ,il  est  important  de  l'effectuer, 
puisqiTon  n'a  plus  qu'une  ou  deux  racines  carrées  simples  à  ex- 


^1 


uE  l'expression  vA4-  ^B.  2o3 


traire,  tandis  que  l'expression  y'A  ±  ^  exige  qu*on  extraye  une 
racine  carrée  de  racine  carrée. 
Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  A. -^  y  B  étant  donnée  (  il  est  inutile  de 
considérer  ici.  le  double  signe  ±9  parce  qu'il  est  implicitement 

renfermé  dans  l'indice  du  radical  v/),  reconnaître  si   elle  est  le 

carré  d'une  autre  quantité  de  Informe  A'  -f-  V^>  ou  ^ h!  -+-  ^B', 
A,  B,  A',  B'  étant  rationnels  ;  et  déterminer  cette  dernière  quantité 
lorsqu'elle  existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  un  principe  qui  trouvera  par  la 
suite  de  fréquentes  applications  :  c'est  que ,  toutes  les  fois  que  l'on 
a  une  égalité  de  la  forme 

//i  4-  v^  =  tn  '  4-  y  «  S 
w,  m'y  ny  n'  étant  rationnels,  on  doit  avoir  séparément 

m=:m'     et     ^n  =  ^n'> 
En  effet,  on  déduit  de  l'égalité  hypothétique, 

sjn=:m'  —  m-{-\/n^] 
d'où,  élevant  au  carré, 

/i=  (/«' — /w)*-h«'-f-2  [m' — m)^n'^ 

ou  bien,  n^n' — (w' — //«)'=  2(w' — ni)^n'^ 

Or  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre 
comroensurable  :  donc  il  doit  en  être  de  même  du  second  ;  mais 

^' étant,  par  hypothèse,  incommensurable,  2  (m' — m)sfn'  est 
aussi  incommensurable.  Ainsi,  pour  que  l'égalité  subsiste,  il  faut 
que  cette  irrationnelle  disparaisse ,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

m' — m  =  G ,     d'où     m  '=  m , 

et ,  par  conséquent ,  ^n  =:  ^n'  j     o\\     n:=:  n' . 

C.  Q.  F,  D. 
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Cela  posé,  désignons  par/^  et  q  les  deux  parties  dont  se  com- 
pose la  racine  carrée  de  A  -+-  \/B  lorsqu'elle  existe  ;  /?  et  y  sont 
alors  deux  nionônies  irrationnels  y  ou  bien,  Tun  une  quantité 
rationnelle  y  l'autre  un  monôme  irrationnel  à\\  second  degré,  eu 
sorte  que/7'  et  7^  sont  nécessairement  rationnels.  On  a  Féquation 


;;4-9  =  VAH-\/B;  (1) 

d'où ,  élevant  au  carré , 

/»'  H-  7'  -K  2  /^y  =  A  -h  >/B. 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationnel , 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Donc,  en  vertu  du  princi|>e 
démontré  ci-dessus,  l'équation  précédente  se  partage  dans  ces 
deux-d  : 

/,'-F-^'  =  A,  (?.) 

2/^7  =  \/B.  (3) 

On  }>ourrait  tirer  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  7  et  la  substituer 
dans  réquation  (?.) ,  ce  qui  conduirait  à  une  équation  trinôme  du 
4"  degré  en />  qu'on  résoudrait  facilement;  et  l'on  parviendrait 
ainsi  aux  valeurs  dey^  et  de  </.  Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  de 
la  manière  suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (2)  membre  à  membre;  il  vient 


d'où  p  —  q  :=i\ k  —  yB , 

équation  qui ,  combinée  avec(  i  )  par  voie  de  multiplication ,  donne 


/y'  — 7'  =  \/A»  — B. 

Ce   résultat  nous    apprend  déjà  que  p"-  —  7'   est    rationnel, 

j)uisquc/i'  et  7-  le  sont  séparément.  Par  conséquent,  A-hyB  ne 
peut  être  le  carré  d'une  expression  de  la  forme  indiquée  par 
l'énoncé  de  la  question ,  «ju'autant  que  la  quantité  A'  —  B  est  elle- 
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iiième  UN  GA&RÉ  PARFAIT.    Tcl  cst  le  caractère  auquel  on  reconnaft 
la  possibilité  de  la  simplification  proposée. 

A» — B  devant  être  un  carré  parfait,  désignons  par  C  la  valeur 
nnmérique  de  sa  racine  ;  il  vient 

/^'-^»  =  ±c.  (4) 

Actuellement,  si  Ton  combine  les  équations  (2)  et  (4)  par  addition 
et  soustraction ,  Ton  obtient  successivement 


,      A±:C  ^     /Â±C 

p^  = >      d'où      p      -^      ' 


=d=y/5 


ce  qui  donne  enfin ,  pour  la  racine  demandée, 


A  — C 


p-i-q    ou    VA-+-v/B=±:i/^- dbi/ 

On  s'est  dispensé  ici  de  tenir  compte  du  signe  inférieur  de  C 
dans  l'expression  de  la  somme  y?  +  7 ,  parce  qu'il  est  évident 
qu'il  donnerait  la  même  valeur.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  du 
double  signe  dont  chacune  des  valeurs  de  />  et  de  9  doit  être  pré- 
cédée. La  combinaison  des  deux  doubles  signes  rt  donne  lieu  à 
quatre  valeurs  représentant  celles  que  comporte  en  elle-même 

lexpression  y  A  +  V^B,  qui,  lorsqu'on  met  les  signes  en  évidence, 


revient  à  ±  V^^^y  c"  sorte  que  la  véritable  formule  à  établir 
pour  les  applications  est  celle-ci  : 


±VIï7i=±(^^^±^=). 


(5) 


et  les  signes  qu'il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  pour  avoir  une  égalité  exacte  sont  déterminés  par  l'é- 
quation (3  )  ,  qui  indique  que  pelq  doivent  être  de  même  signe  ou 

de  signes  contraires ,  suivant  que  v''b  est  affecté  du  signe  -h  ou  du 
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signe  —  ;  ce  qui  fait  que  les  signes  du  même  rang,  dans  les  deux 
membres .  se  correspondent  entre  eux. 

119.  Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples. 
Soit,  en  premier  lieu,  l'expression  numérique 


94  ±  4^1  V^5 ,    ou    94  ±:  ySSâo  ; 
on  a  A  =  94 ,         B  =  8820 , 

d'où  A'  —  B  =  8836  —  887.0  =  16 ,  carré  parfait;  donc  C  =  4  ; 


et,  par  suite, /.=  y/9i±i  =z  ±  7,  7  =  y/S^  =  ±:  3  V5 

Ainsi  V94±42  v/5  =  7  ±:  3  v^5 , 

ou ,  plus  clairement , 


\/94 -1-42^5  =r7-|-3v/5, 


^  g4  —  42  ^5  =  7  —  3  ^5. 

Soit,  en  second  lieu,  l'expression  algébrique  obtenue  à  la  fin 
du  n®  117,  savoir  : 


On  a  k=h€-^7.a\       h.=z^a^bc-^^a'\ 

«l'où  A^  —  B  =  fc'  c' ,  carré  parfait  ;  donc  C=  bcj 


ei 


p=±.i/ =±)/bc-^a\gz=zzta. 


Ainsi  V^rH-  iia^±:2as/bc-\-a^  =  ±\/bc-^a^±:a^ 


on 


plutôt,  yjbc  4-  na^  -+-  2a  yjbc -ha'z^  ^bc  h-  a» -f-  a, 
V  6r  -H  2  o*  —  2fl  \/bc  4-  «'  =  ^bc  -f-  «'  —  «. 
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On  trouvera  pareillement 
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V  3  H-  \/5  =  -  v^io  H-  -  ^2 , 


V3  — V^  =  iv^--V^ï; 


V^6c-h  2  b  yjbc  —  ^»  H-  V^fcc  —  2  fc  \lbc  —  fc* 
=  2  sjbc  —  b^y  ou  2  6,  suivant  que  Ton  a  r  >  ou  <^  2  ô  ; 


y^_^.4^C^3  =  2-4-v^^=^, 


Vi  — 4v/~3  =  2—  s/^^3; 


V  —  i-h4v^— 3=v^3-4-2v/-i', 


V  —  I  —  4  V^ —  3  =:r  ^3  —  2  v/ —  I  ; 


\  i6h-3o^ — I  -+-  Vi6  —  3o  \J —  I  =  10, 


V/16-h  Sov^^  —  V/i6  —  3o  v/— I  =  6  v^—i . 

180.  L'exactitude  de  la  formule  (5)  peut  être  vérifiée  à  poste* 
non.  En  efTet ,  élevons  les  deux  membres  au  carré;  il  vient 


2  2  V       4 

ou,  observant  que       C'  =  A* — B     donne     B  =  A' — C% 

A±^B  =  Ad=v/B. 

On  voit  donc  que,  lors  même  que  A' —  B  n*est  pas  un  carré 

parfait,  on  peut  encore  remplacer  l'expression  \A±^h  par  le 
second  membre  de  la  formule  (5);  mais  alors,  on  serait  loin 
d'avoir  simplifié  l'expression  proposée,  puisque  chacune  de» 
quantités  p  et  7,  prise  séparément,  est  de  même  forme  que  cette 
expression. 

Wi.  C'est  surtout  par  rapport  aux  expressions  imaginaires  dr 
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la  forme   \'n±b^ — i,   que  l'emploi  de  la   formule  (5)   osl 
avantageux. 

Déjà  les  derniers  exemples  du  n^  119  prouvent  que,  dans  le 
cas  où  la  condition  que  A'  —  B  soit  un  carré  parfait  est  satis- 
faite, ces  sortes  d'expressions  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 


a'±b'^-i, 

«'et  y  étant  les  quantités  réelles,  commensurables  ou  incommen- 
surables. Or,  je  dis  que  cela  a  lieu  lors  même  que  A'  —  B  n*esl  pas 
un  carré  parfait. 

Kn  effet,  si  Ton  applique  la  formule  (5)  <\  l'expression 


\'a  4-  b  v^IT, 
on  a 

A  =  ^i,     B=  — fc';     d'où     A'— B  =  «'-h^*, 


ou,  posant  pour  plus  de  simplicité,  c :=  ^a* •+•  ^%  quantité  géné- 
ralement irrationnelle  y  mais  nécessairement  réelle  j  positive  y  et 
plus  grande  que  a^ 


P 
donc 


=±V/^^.  ,=±v^'=±y/î^.^, 


v,H.*,pT=a:^^/îïf+y/;:zi:.,p:7V..(M) 

On  obtiendrait  pareillement 

Or  les  quantités  W '  l/ sont  essentiellement  réelles, 
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quels  que  soient  a  et  by  puisque  c,  ou  y^^'  +  ^S  est  mimérique- 
raent  plus  grand  que  a. 
Donc ,  enfin ,  toute  expression  de  la  forme 


\la±bsl  —  I 

peut  être  ramenée  à  la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 
degré,  a'dbb'^ — i,  a'  et  b'  étant  des  quantités  rédles  quel- 
conques. 
Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  l'utilité  de  ces  sortes 

de  transformations. 
Soit  proposé  de  simplifier,  s*il  y  a  lieu,  Texpression 


En  appliquant  les  formules  (M)  et  (N),  on  trouve 

«  =  3,     6  =  2;     d'où    €  =  \/a'-hb^=  /î3; 


donc 


,  v?TI7^=\/^  +  \/^-^-* 


d'où,   ajoutant  et  observant  que  x  est  censé  représenter  ici  la 
somme  arithmétique  de  deux  radicaux , 


Cet  exemple  prouve,  ainsi  que  l'avant-dernicr  du  n®  119,  que 
cevtames  expressions  imaginaires ,  combinées  entre  elles ,  peuvent 
donner  lieu  à  des  résultats  réels  ;  et  ces  résultats  pourraient  même 
être  ration neis. 


Jig.  B,,  \o^  éd.  >4 
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CHAPITRE  IV. 

Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 


Introduction,  —  Lorsque  l'énoncé  d'un  problème  fournit  moins 
d^équations  qu'il  n'y  a  d'inra>nnues,  le  problème  est  dit  indéter* 
miné,  en  ce  sens  que  (  n**  tf  tf  )  ses  équations  peuvent  être  satisfaites 
par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues. 
Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question  exige  que  les 
valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres  entiers  ;  dans 
ce  cas.  Tune  des  inconnues ,  à  laquelle  on  pouvait  d'abord  donner 
une  valeur  tout  à  fait  arbitraire ,  ne  doit  plus  recevoir  que  des  va- 
leurs  entières  et  telles ,  que  la  valeur  correspondante  de  l'autre  in- 
connue ou  de  chacune  des  autres  inconnues ,  soit  aussi  exprimée 
en  nombre  entiers.  Or  cette  condition  restreint  beaucoup  le 
nombre  des  solutions,  surtout  si  l'on  ne  veut  tenir  compte  que 
des  solutions  directes,  c'est-à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues  sont  positives  en  même  ten^ps 
qu'entières. 

L'objet  de  /'analyse  indéterminée  du  premier  degré  est  de 
résoudre  en  nombres  entiers  les  questions  qui  conduisent  à  un 
nombre  d'équations  du  premier  degré,  moindre  que  celui  des 
inconnues. 

§  P^  —  Ei/uations  et  Problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

iHH.  Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut 
(  n^  67  )  être  ramenée  à  la  forme 

ax-^-bjr^nc'y 

a,  by  c  désignant  des  nombres  entiers ,  positifs  ou  négatifs. 
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Cela  posé,  remarquons  d'abord  que,  si  les  coefficients  a  er  b 
ont  un  facteur  h  commun  qui  ne  dipise  pas  le  second  membre  c, 
l'égualion  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers* 

Car  soit  a  =r  ma'^  b  =  mb'\  réquation  devient 

ma '  j:  4-  mb'jr  =  c;     d'où     a 'x  -+-  ^V  =  --  : 

m 

et  œlle-ci  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  en 
tières  de  X  et  de  ^,  tant  que  c  n^est  pas  divisible  par  m. 

Ainsi,  pour  que  l'équation  soit  possible  en  nombres  entiers, 
//  faut  que  les  ooefEcients  a  el  b  soient  premiers  entre  eux;  à 
moins  (pie,  s'ils  ont  un  facteur  commun,  ce  facteur  ne  divise 
en  même  temps  c,  auquel  cas  on  pourrait  le  supprimer. 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  ainsi  que  nous  le  démon- 
trerons au  n^  t5US,  première  remarque. 

Nous  supposerons  donc ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  que  a  et  ^ 
soient  premiers  entre  eux. 

iS8.  Pour  plus  de  clarté ,  nous  traiterons  d'abord  des  équa- 
tions particulières;  et  nous  généraliserons  ensuite. 

PaEviiRE  QUESTION,  —  Partager  iSg  en  deux  nombres  entiers 
dont  l'un  soit  divisible  par  8  et  l'autre  par  i3. 

Désignons  par  x  et  j^  les  quotients  respectifs  de  la  division  des 
deux  nombres  cherchés  par  8  et  par  1 3  ;  il  est  clair  que  8x  et  1 3^ 
.expriment  ces  deux  parties;  et  l'on  a  l'équation 

8x-h  i3jr=  i59,  (,j 

qui,  d'après  l'énoncé ,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  po- 
sit'fs  pour  X  et  pour  y. 

On  déduit  d*abord  de  cette  équation,      x  =:  — SJZ — ï,^ 

o 

OU ,  effectuant  la  division ,         x  =  19  —  j^  -h  ^ — 5—^  • 

o  ^ 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x  sera  entière  si  l'on 
donne  à  y  une  valeur  entière  telle ,  que  - — ^       soit  un  nombre 

.4. 
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entier.  D'ailleurs,  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  H  faut  et  il 
suffit  que  ?~  ■  soit  égal  à  un  nombre  entier  quelconque.  Soit  t 
ce  nombre  entier  [/  est  dit  une  indéterminée]',  il  en  résulte 

T-J^^t,     d»où    5r-h8£=7,  (2) 

8  / 

et  la  valeur  de  x  devient  a:  =  19  —  /  -h  f. 

Toute  valeur  entière  de  r,  qui,  substituée  dans  Téquation  (2), 
en  donnera  une  semblable  pour  j,  satisfera  à  la  condition  que 

1  —  ^y  sojt  entier;  ainsi ,  les  deux  valeurs  de  «  et  de  7  corres- 

pondantes  seront  entières  et  satisferont  d'ailleurs  (n"  66)  à  l'équa- 
tion  proposée,  qui  résulte  évidemment  de  l'élimination  de  rentre 
les  deux  équations 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers 
l'équation  {2),  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de 
réquation(i). 

On  tire  de  Véquation  (a)  X  =  — g —  ' 

2  —  3/ 

ou ,  effectuant  la  division ,  r  =  *  —  ^  -< g 

Toute  valeur  entière  de  r,  qui  rendra  2  —  3  f  un  multiple  de  5, 

donnera  aussi  pour  y  un  nombre  entier,  et  sera ,  par  conséquent, 

convenable  :  d'ailleurs ,  la  condition  que  2  —  3  r  soit  un  multiple 

2  —  3f 
de  5  est  nécessaire.  Ainsi  il  faut  poser  — - —  =  f '  [/'  étant  une 

secoUle  indéterminée];  ce  qui  donne 

3r-f.5/'  =  2;  (3) 

©t  la  valeur  de  7  se  réduit  à  j  =  i  —  /  -h  f '. 
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[L'équation  (a)  résulte  d'ailleurs  de  réiimination  de  /'  entre 
ces  deux  dernières.] 

La  question  est  encore  ramenée  à  résoudre  en  nombres  entiers 
réquation  (3j ,  de  laquelle  on  tire 

2  —  5/'  ,         2—2/' 

'-       3  3 

2 2/' 

Posons     — 5 =  /";     il  en  résulte     it'  -+■  3/"==  2 ,      (4) 

3 

et,  par  conséquent ,  /  =  —  /'  -h  /*'. 

2 3/"  f" 

De  l'équation  (4)  on  déduit         /'  = =  i  —  /" • 

2 

et  posant  —  =  /*,  on  en  tire  (5)  /"=  2/'", 

et ,  par  conséquent ,  r'  =  1  —  /"  —  /'". 

Gomme ,  dans  Téquation  (5) ,  le  coeflGcient  de  /"  est  égal  à  V unité, 
il  s^ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à  r  '^  en  donnera  une 
semblable  pour  /".  D'ailleurs ,  les  deux  inconnues  principales  x 
et/,  et  les  indéterminées  /,  /',  r"  et/*,  sont  liées  entre  elles  par 

les  cinq  équations 

X  zzz  19 — y  -f-  /, 

j=  1     —/H-/', 
t^        -/'H-/", 

/'=!       —/"—/'", 
/"=2/'\ 

Ainsi,  en  donnant  à  t*"  une  valeur  entière  quelconque,  et  re- 
montant de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières ,  on 
obtiendra  pour  x  et/  des  valeurs  entières  correspondantes  qui  vé- 
rifieront nécessairement  l'équation  proposée^  car^  d'après  les  rai- 
sonnements qui  ont  été  faits  plus  haut ,  cette  équation  résuite  de 
réiimination  de  /,  /',/",/"'  entre  les  cinq  équations  que  l'on  vient 
d'établir. 

Mais,  afin  de  n'attribuer  à  t"  que  des  valeurs  auxquelles  corres- 
pondent des  valeurs  entières  et  |>ositives  pour  x  et  /,  il  convient 
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d'exprimer  «  et  j  en  fonction  immédiate  (n^  t08)  de  l'indéter- 
minée  r^,  à  Taide  des  cinq  équations  ci-dessus. 
Or  Texpresùon  de  t'  devient,  lorsqu'on  remplace  t"  par  sa  va- 

leurenf*',      /'=  i  —  2/*  — r*',     ou     r'=i  — B/*'; 

remontant  à  Vexpression  de  r,  ^  =  —  r'-H  /"=  —  i  -h  3  /*'-h  2f  *'; 

ou  réduisant ,  /  z=:  —  1 4-  5  f **. 

On  trouvera  de  même         ^=ï  —  (  —  iH-5r*')-hi  —  Sr**, 

d'où  ^  =  3-8r. 

Enfin  y 

a:  =  i9^(3  — 8r'";-+-(— I  4-5/''),     ou     jr=  i5-+- i3r*'. 

II  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  repro- 
duisent l'équation  proposée,  par  l'élimination  de  /^.  En  effet,  si 
l'on  multiplie  la  première  équation  par  i3,  la  seconde  par  8,  et 
qu'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

iSj-hSur  =  159. 

Faisons  successivement  r*'=  o,  i,  2,  3...,  ou  bien  t'*  =  —  1, 
—  2 ,  —  3. . .  ;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  va- 
leurs de  .r  et  de  j^  en  nombres  entiers ,  soit  positifs ,  soit  négatifs^ 
propres  à  vérifier  la  proposée  ;  mais  si ,  comme  l'exige  renoncé  , 
on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  positives , 
/**  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3  —  Sr**  et 
i5 -h  i3/*'  positifs.  Or  il  n'y  a  évidemment  que  /*'  =  o  et 
/  "^  =  —  I  qui  satisfassent  à  celte  condition  :  car  toute  valeur  po- 
sitive de  r**  rend  y  négatif,  et  toute  valeur  négative,  numérique- 
ment plus  grande  que  1 ,  rend  x  négatif. 

Si  l'on  fait  successivement       /"'=  o ,     f*  =  —  1, 


il  en  résulte 


r~    3)       _.,_    (  r—  II 


•  s 


puis 


./•         1 5  I  .r  rr:     o 


Donc         JL-  .  r  1 5       et      jr  =  '6  t         x  n::  'J.      Cl       >•  =  1  I , 
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sont  les  seols  couples  de  nombres  positifs  qui  vérifient  l'équation 

8x4-  13/=  159. 

Quant  à  la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique y  puisque  8f  et  i3^  représentent  les  deux  parties  cher- 
chées, il  s*ensuit  que  8x  i5  ou  120,  et  i3  X  3  ou  39,  forment 
une  première  solution;  que  8X20U  16,  et  i3Xii  ou  i43, 
forment  une  seconde  solution;  c'est-à-dire  que  iSg  peut  être  par- 
tagé, soit  en  120  +  39,  soit  en  16  +  143* 

184.  Soit,  pour  second  exemple,  Féqualion 

'7^  — 49^  =  — 8-  (') 

On  en  déduit  d*abord     x  =  -î2£ =  2  r  h • 

17  -^  17 

Pour  qu*à  une  valeur  entière  de^  il  corresponde  une  valeur  en- 
tière de  X  ,  il  faut  et  il  suffit  que  i5  j  —  8  soit  un  multiple  de  1 7. 

Soit  donc  — =  r,  t  étant  une  indéterminée  ; 

'7 

il  en  résulte  i5j— 17^=8,  (2) 

et  07  =  2/ -ht. 

t  L'élimination  de  /  entre  ces  deux  équations  reproduirait  l'é- 
quation (1).] 

8-h  17/            84-  2r 
On  déduit  de  l'équation  (2),        r  =  g —  =  f  H -^ —  \ 

cl    a  nouvelle  expression , ^ç-  5  doit  être  un  nombre  entier 

(c'est  d'ailleurs- une  condition  suffisante). 

Posant = —  =  f ',      on  obtient      2f — i5/'  =  —  8,      (3} 

]5 

et ,  par  conséquent ,                j  =  r  4-  /  ' . 
L'éfiuation  (3)  donne  t  =r =  7  f  '  —  4  '^"  "  ^ 
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et  si  Ton  pose  -  =  r",     d'où     t'  =  21". 

on  trouve  t='jt'  —  4  "*"  ^"• 

Maintenant,  pour  exprimer  x  et ^  en  fonction  de  rindétermî-> 
née  t'\  rapprochons  les  quatre  équations 

r  =  f  H-  r', 

et  remontons  de  la  dernière  aux  précédentes. 

On  a  d'abord  /=  7 .  2f "  —  4  -h  ï",  ou  r=  i5/*'  —  4  ; 

remontant  à  la  seconde,  j<-=i:  i5r"  — 4  +  2if",  ou/=i7r"  —  4î 
puis  à  la  première,         jr=  2(17/"  —  4)  "+"  '5'" — 4> 
ou  bien,  a:  =^  49^'  —  *  2. 

Les  deux  formules  |     ^        „         ,[  reppoduîscnt'  Véquation 

proposée,  par  Télimination  de  r'';  car,  si  Ton  multiplie  la  pre* 
mière  par  49 y  la  seconde  par  17,  et  qu'on  retranche  les  doux 
résultats  l'un  de  l'autre,  il  vient 

1 7 .«  —  49  J  =  —  204  -h  196  =  —  8. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  à  r"  des  valeurs  positives 
quelconques,  on  obtiendra  pour  x  et  x  ^^  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  t"  négatif. 

Soit  r"=    I,     2,       3,       4>---? 

on  trouve  7=i3,  3o,     47>    64»...> 

jr  =  37,  86,  i35,   1849  •••  • 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  entières  et  positives  de 
l'équation  proposée  est  donc  infini;  et  le  plus  petit  système  es^ 

JC  '-:=  37,       y  =r  i3. 
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Ce  couple  de  valeurs  vérifie  l'équation ,  car  on  a 

1 7  X  37  —  49  X  1 3  =  629  —  637  =  —  8. 

Nous  nous  sommes  dispensé ,  dans  cet  exemple ,  de  reprend i*e 
tous  les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier, 
pour  rendre  compte  de  toutes  les  opérations  ;  mais  il  est  facile 
ans  commençants  de  les  reproduire,  en  suivant  pas  à  pas  les 
transformations. 

ISJf.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  : 

Soit  (1)  ax-^-'bfzzic  Péquation  qu'il  s'agit  de  résoudre.  T^rez 
de  cette  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a  le  plus  petit 
coefficient,  de  x  par  exemple ,  et  effectuez  la  division  autant  que 
possible  ;  vous  obtenez  une  expression  de  x  en  j,  composée  d'une 
partie  entière  et  d'une  partie  de  forme  fractionnaire  qu'il  faut 
tâcher  de  rendre  entière.  Égalez  cette  seconde  partie  à  une  pre- 
mière indéterminée  t  ;  il  en  résulte  une  noutfelle  équation  en  y  et  t^ 
que  Ton  peut  nommer  Téquation  (2),  et  dont  les  coefficients  sont 
plus  simples  que  ceux  de  l'équation  (i),  La  valeur  de  x  se  trouve 
d'ailleurs  exprimée  en  /onction  entière  de  j  et  t^  et  l'équation 
proposée  résulte  de  l'élimination  de  t  entre  l'équation  (2)  et  l'équa- 
tion qui  donne  la  valeur  de  \  en  y  et  t. 

Tirez  de^  l'équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  h  une  seconde 
indéterminée  t';  d'oà  il  résulte  une  équation  (3)  en  t  et  t'y  plus 
iimple  que  les  équations  (i)  ^r  (2),  La  valeur  de  y  se  trouve  ainsi 
exprimée  en  Jonction  entière  de  t  et  \'\  et  la  proposée  résulte  de 
l'élimination  de  t  et  l'  entre  l'équation  (3)  et  les  deux  équations 
qui  donnent  x  en  fonction  entière  dey  ett^  puis  y  en  fonction  en" 
tière  de  t  et  l'. 

Opérez  sur  V équation  (3)  comme  sur  les  équations [i)  et  (2),  et 
continuez  cette  série  d'opérations  Jusqu'à  ce  qu'enfin  vous  parve^ 
niez  à  une  dernière  équation  entre  deux  indéterminées  dont  l'une 
(ut pour  coefficient  /'unité. 

Remontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  ptévétlentes  ;  et 
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cherchez,  par  des  substitutions  successives ^  à  exprimer  x  et  y  en 
Jonction  de  la  dernière  indéterminée» 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formulc^s  à  l'aide  desquelles,  en  don- 
nant à  rindétermince  restante  des  valeurs  entières  quelconques , 
vous  trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  y  tant  positives 
que  négatives,  propres  à  vérifier  réquatîon  ax-\-  bj  =  r. 

Si  Ton  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positiv(*s  pour  x  et  y, 
les  deux  formules  indiquent ,  par  leur  composition ,  entre  quelles 
limites  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indétermi- 
née, pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

PBBviàRE  RXMARQUv.  —  Le  procédc  qui  vient  d*étre  indique 
doit  toujours  conduire  à  une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  d*une  des  indéterminées  est  égal  à  V unité. 

En  effets  dans  la  preaiière  opération ,  on  est  amené  à  diviser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petite 
dans  la  seconde,  le  plus  petit  coeflicieht  par  le  reste  de  leur  divi- 
sion ;  dans  la  troisième ,  le  premier  reste  par  le  second  reste ,  et 
ainsi  de  suite ,  c'est-à-dire  que  Ton  applique  aux  deux  coeflGcients 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par 
hypothèse,  les  denx  coellicients  sont  premiers  entre  eux  (n^  ^^2)» 
on  parviendra  finalement  à  un  reste  égal  à  i ,  qui  servira  de  coelfi- 
cîent  à  l'avant-dernière  des  indéterminées  introduites  dans  le  cours 
du  calcul. 

On  peut  conclure  de  là  ,  que  Tcquation         ax  -f-  ^ r  =  ♦ 

admet  toujours  un  nombre  infini  de  solutions  entières  [  |>ositivcs  otk 
négatives]  tant  que  a  et  ^  sont  premiers  entre  eux. 

Skgonoe  remarque.  —  Lorsqu'on  applique  le  procédé  à  une 
équation  dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  inconnues  ad» 
mettent  un  facteur  commun  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second 
membre  [auquel  cas  l'équation  est  impossible  en  nombres  cntiei^s], 
la  suite  des  calculs  fait  reconnaître  cette  impossibilité ,  si  on  ne 
l'avait  pas  aper^'ue  d'abord. 

Soit,  par  exemple^  Téquation  "  49*^'  —  35  j  =  1 1 . 

(Le  facteur  7  est  commun  aux  coetBcients  de  *  et  r,  et  n'entre 
pas  dans  le  second  membre.  ) 
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On  en  déduit        jr  =    -  __ —  =  x  ,         or 

_  i4«« — n  ,,  , 

Posant        -^--ôF —  =f*    d'où     7-=4:  +  r» 


on  a  X 


35  r  4-  T I            ,   ni -h  II 
=  2^-4-  ^ > —  • 


•4     ~  ^     i4 


fl  ^  +  1 1 

Posant  i j-^=zi\    d'où    jr=2/  +  /', 

>4 


on  trouve 


i4r'-ii  ,  4 

/zs-Z :r::;2r^--  I  — -• 

7  7 


Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres  en- 
tien  pour  leti'y  puisque  ^  est  essentiellement  une  fraction.  Donc 

aussi  la  proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  x  et  y. 

If.  B.  —  Le  dénominateur  7  de  la  fraction  à  laquelle  on  par- 
vient est  précisément  le  facteur  commun  aux  deux  coefficients 
de  la  proposée  ;  ce  qui  résulte  nécessairement  de  la  nature  de  la 
méthode  employée. 

IS6.  Au  reste ,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu'il  est  important  d'introduire  dans  la  pratique. 

HeprenoDS l'équation  déjà  traitée  ,    17X  —  49/  =  —  8; 

on  en  déduit  d'abord  x  =  ^^ 

^7 

Observons  actuellement  que  49  ^t  égal  à  1 7  X  2  + 1 5 ,  ou  bien 
encore ,  égal  à     17  X  3  —  2  ;     donc,     ■         =  3 / ^  \ 

ainsi  la  valeur  de  x  prend  la  forme  j:  =  3  r  —  ■  — -^: 

•^17 

et  la  question  est  ramenée  à  trouver,  pour  y  y  un  nombre  entier 

2  Y  -4-  8 

qoi  rende  entière  l'expression  -^ -,  Or  celte  expression  revient 
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2,  (  y  -|-  A  ) 
à  --^ -^'  ;  mais  les  deux  nombres  1 7  et  2  sont  premiers  entre 

eux.  Ainsi ,  pour  que  —^ ^  soit  entier ,   //  faut  et  il  suffit 

(Arithmétique^  22^  édition,  n°  128)  que  j^-h4  ^^'  divisible 
par  17. 

Posons  donc  - —  ^  =  r,  r  étant  un  nombre  entier  tout  k  fait 

'7 
arbitraire  ;  il  en  résulte  y  =  1 7  ^  —    4> 

et  la  valeur  de  x  devient  x  =  3/  —  2  ^ , 

ou  ,  remettant  pour  y  sa  valeur  enr,  jr  =  49'  —  12. 

Ces  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de 
la  proposée  ;  car  l'élimination  de  /  entre  ces  deux  équations  re- 
produit réquation  1 7  j:  —  49/=  —  8. 

£n  faisant  r=ri,2,3,4>*--9  o"  trouverait  des  valeurs  en- 
tières et  positives  pour  j:  et  y  ;  mais  on  ne  peut  supposer  t  négatif 
ou  égal  à  0  :  autrement ,  x  et  y  seraient  négatifs. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  pré- 
cédentes, puisque,  par  leur  moyen  ,  on  n'a  introduit qu^</ie  seule 
indéterminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples , 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  facilement  que  sur  des  équations 
particulières  ;  c'est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
suivantes  : 

127.  Seconde  question.  —  Payer  ']S/r,  atfec  des  pièces  de  5fr. 
et  de  3 /t.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Soient  x  le  nombre  de  pièces  de  5  fr.,  et  y  celui  des  pièces  de 
3  fr.;  on  a  Téquation  5  j:  -h  3/  =  78 ,  qui  n'admet  que  des  valeurs 
entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 

Cette  équation ,  résolue  par  rapport  à  jr,  donne  y  =  - — 5 » 

2  X 

ou ,  en  effectuant  la  division  ,  y  =26  —    x 5- , 

3 

ou  bien  encore  ,  /  =  26  —  2  x  4-  w  • 
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Kn  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  j'y  on  voit 
que  la  valeur  de  jf^  correspondant  à  une  valeur  entière  de  a:,  ne 

|)eat  être  elle-même  entière  qu'autant  que  Ton  aura  -^  égal  à  un 

nombre  entier  ;  et  comme  a  est  premier  avec  3 ,  il  faut  et  il  suffit 
(Jriih.  y  vP  188)  que  x  soit  divisible  par  3. 
Soit  donc  j?  =r    3/; 

il  en  résulte      ^  =  26  —  x  —  2r,     ou  bien ,        j^  =  26  —  5/. 

Si  l'on  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  tout  de  suite  que  x 
doit  être  un  multiple  de  3^  ce  qui  donne  x  =  3^; 

d'où  résulte  encore        /  =  26  —  2x  -f-  r ,     ou     ^  r=  26  —  5r. 

Ces  deux  expressions  de  x  et  de  /*  montrent  que  t  doit  être  po- 

26  I 

sitif  et  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  grande  que  -7-9  ou  5  7  9  si 

Ton  veut  obtenir  des  solutions  positives  pour  x  et  y. 

Soit  donc       ^==09        1,       2,       3,       4'       ^'7 
il  en  résulte      x=    o^       3,       6,       9,     12,      i5; 

jr  =z  26,     21 ,      16,      II,       6,        I . 

Ainsi ,  Ton  peut  satisfaire  à  la  question  de  six  manières  diffé- 
rentes, savoir,  avec  26  pièces  de  3  fr. ,  sans  aucune  pièce  de  5  fr.  ; 
avec  21  pièces  de  3  fr.  et  3  pièces  de  5  fr.  ;  avec  16  pièces  de  3  fr. 
et  6  pièces  de  5  fr.  ; ...  et  ainsi  de  suite. 

iV.  B. —  Soit  fait  dans  les  deux  formules ,  r  =r  6  ;  il  vient  j;  =  18, 
rz=z  —  4'  ^'  ^^^  voudrait  dire  que  si,  d'une  part,  on  donne 
18  pièces  de  5  fr. ,  il  faut  qu'on  reçoive  en  échange  4  pièces  de 
3  fr. ,  pour  que  le  payement  soit  effectué  avec  ces  deux  sortes  de 
pièces. 

On  trouve,  en  effet,       5  X  18  —  3  X  4  =  9^  —  la  =  78. 

Ainsi,  des  valeurs  positives  pour  x,  et  des  valeurs  négatives 
pour  X9  ^^  réciproquement ,  donneraient  encore  des  solutions  de 
la  question ,  en  ce  sens  que  le  payement  aurait  lieu,  moyennant  un 
échange  de  pièces  de  5  fr.  et  de  pièces  de  3  fr. 
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TmoisiiMR  pftOBiiiMB.  —  Trouver  tm  nombre  qui,  étant  dwfsé 
par  39,  donne  le  reste  16,  <?/  divisé  par  56  ^  donne  le  reste  27. 

Soit  N  le  nombre  cherché.  Appelons  d'ailleurs  x  et  y  les  quo» 
tients  entiers  de  N  divisé  successivement  par  89  et  par  56.  On  a 
les  deux  équations 

N  =  39^-m6    et    N  =  56^+27; 

ce  qui  donne  Sg  a?  -<-  16  =  5&7  4-  27 , 

ou,  réduisant,  3g«  — 56j=ii.  (i) 

La  question  est  donc  ramenée  à  résoudre-  cette  équation  en 

nombres  entiers. 

^         jj  •*            56^-hii            ^   17^4-11 
Onendednit     x= — '^ —  ^^.-Zj^- 

39  H 

- .                                      (227-—  11)                 11(2/— 1) 
ou  bien  encore,    x  =  2/ —  ^ ^ =  2  j ^-^ '-  • 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu*on  s*aperçoit  que 
le  facteur  1 1  peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la 
fraction.) 

Comme,  dans  Texpression  — ^-5- -^  le  facteur  1 1  est  pre- 
mier avec  39 ,  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier, 
il  faut  et  il  sufGt  que  2,jr  —  1  soit  divisible  par  39. 

Posons  donc  — = =  r, 

il  en  résulte 

2^r~39r=i,  (a) 

et,  par  conséquent,         x  =  7, y  —  11 1, 

L'equation  (2)  donne  y  =  —^ =  i  g  r  H 5 

posant  =  t'y  on  obtient  Téquation  tzrmt'  —  i ,' 

*?t  jr  =  ig  /  -f-  ^  ',       d'où       y  =  39/'  —  19. 
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En  reportant  cette  valeur  de  y  et  celle  de  t  dans  Texpression 
de  Xy  on  trouverait  x=:56t'  —  27.  Mais  cette  substitution  est 
inutile;  car  puisque  N  est  Tinconnue  principale  du  problème 
(xet  ^  ne  sont  ici  que  des  inconnues  auxiliaires)  ^  et  que  Ton  a 
N  =r  56^  +  27,  il  suffit  de  remplacer,  dans  cette  équation^  y  par 
sa  valeur  ;  ce  qui  donne 

N=:56(39/' — 19)4-27,  ou,  en  réduisant,  N=2i84^' — 1037. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  cette  formule,  que  t' peut  avoir 
une  valeur  positive  quelconque ,  mais  ne  saurait  être  négatif,  si 
Ton  veut  que  N  soit  positif.  « 

Soit  <'  =  I  ;  il  en  résulte  N  =  2184  —  '0^7  =  >  '47« 

Ce  nombre  1 147  est  le  plus  petit  de  tous  les  nombres  entiers 
positifo  susceptibles  de  satisfaire  à  Ténoncé. 

Observons  d'ailleurs  que ,  du  moment  où  l'on  a  reconnu  que 
II 47  satisfait  à  Ténoncé,  on  est  certain  que  tontes  les  autres 
valeurs  de  N  correspondant  àr'=:2,3,4)>**  7  satisfont  éga- 
lement. En  effet,  dans  la  formule  r?  =:  2184^'  —  10^79  le  nom- 
bre 2184  étant  égal  à  3g  X  56,  les  hypothèses  r'  =  2,  3 ,  4»  •  •  • 
donneront  pour  N  des  multiples  de  21 84»  ou  de  3g  et  de  56, 
augmentés  de  11 47;  <l'oà  il  suit  que  ces  valeurs  de  N,  divisées 
respectivement  par  Sg  et  56,  doivent  donner  les  mêmes  restes 
que  ii47- 

N.  B.  —  Les  artifices  de  calcul  auxquels  nous  avons  eu  recours 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes  abrègent  beaucoup 
la  détermination  des  valeurs  de  a;  et  de  /;  mais  ils  supposent  de 
Thabitude  :  c'est  pourquoi  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
l'usage. 

ifi8.  Si  l'on  compare  les  formules  propres  à  flonner  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  /,  dans  les  diverses  questions  que 
nous  avons  traitées  jusqu'à  présent,  aux  équations  de  ces  pro- 
blèmes, on  peut  facilement  reconnaître  qu'elles  jouissent  de  cette 
propriété  commune  :  Les  coefficients  de  Vindéterminée  qui  entrent 
dans  ces  formules  sont  réciproquement  les  mêmes  (au  signe  près 
pour  r«n  des  deux)  que  les  coefficients  dont  les  inconnues  x  et  y 
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sont  affectées  dans  l'équation  proposée;  c'est-à-dire  que ,  dans  la 
valeur  de  x,  le  coefficient  de  rindéterminée  est  égal  au  coefficient 
dont  y  est  affecté  dans  l'équation;  et  dans  la  valeur  de  j^,  le  coef- 
ficient de  rindéterminée  est  égal  au  coefficient  de  x  dans  l'équa- 
tion, pris  en  signe  contraire;  ou  réciproquement  (quant  aux  signes 
des  deux  coefficients). 

Pour  donner  de  cette  propriété  une  démonstration  tout  à  fait 
indépendante  de  la  méthode  qu*on  a  suivie ,  reprenons  Téquation 
générale 

ax'\-hy  =  c^  (i) 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque ,  on  ait  trouvé 

l^owv  une  première  solution  en  nombres  entiers  (positifs  ou  néga- 
tifs); je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans 
les  deux  formules 

,    }     OU  bien ,    J  , 

«=a  —  bt)  jx  =  a-ht>^; 

t  désignant  un  nombre  entier  tout  à  fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  a  et  €  forment  un  premier  système  de  valeurs 
de  X  et  de  j^,  en  nombres  entiers,  on  a  Tégalité 

/la  4-  ^6  =  c.  (2) 

•  * 

Retranchant  cette  égalité,  membre  à  membre.,  de  Téquation  (i), 
ce  qui  revient  à  mettre  pour  c  sa  valeur  ax -hh^zrzCy  on  obtient 

/7{x-a)-+-^(r-6)  =  ^,  (3) 

équation  qui  peut  remplacer  identiquement  la  proposée  (*). 


(*)  Nous  entendons  ici,  par  le  mot  identiquement,  que  tout  système  de 
valeurs  de  x  et  de  j'  susceptible  de  vérifier  TéqualioD  (3)  doit  aussi  vérifier 
Téquation  (1),  et  icctproqucment  ;  ce  qui  est  évidcni,  puisque  ia  transfor- 
mation précédente  revient  à  remplacer  c  par  sa  valeur  a<x,-\-b%. 


n 
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Or  1*  équation  (3)  revient  à  celle-ci  : 

_     *(r-6). 


a 


et  pour  que  la  valeur  de  x-  correspondant  à  une  valeur  entière 
de^  soit  elle-même  entière,  il  faut  et  il  suffit  que  b  {y —  6)  soit 
divisible  par  a  ;  mais  on  sait  (  n°  i  29  )  que  les  coefficients  a  et  b 
sont  premiers  entre  eux  (autrement  Téquation  ne  serait  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers)  ;  donc',  en  vertu  du  principe  établi  en 
Arithmétiqutf  (  n®  t98),  il  faut  «t  il  suffit  que  j —  6  soit  un  mul- 
tiple de  a. 
Posons  donc  y  —  ^  =.  at^ 

il  en  résulte  x  —  a  =  —  bt-^ 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

^  =:  €  -h  at^     X  =  a  —  bt. 

Gomme  le  signe  de  t  est  tout  à  fait  indéterminé ,  on  peut  chan- 
ger f  en  —  t  dans  ces  formules ,  ce  qui  donne  encore 

j'  =  €  —  a/ ,    x^  a-i-bt. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /,  en 
nombres  entiers,  les  valeurs  y  =  ^ -\-at,  xz=  a  —  bty  satisfont  à 
la  proposée. 

Rn  effet ,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve 

a(<i — St)-h  b{^ -h  at)  =  c^     ou  réduisant,     oa-l-ôSrrr, 

é^ité  ve'i««.  *e,  puisque  a  et  6  forment,  par  hypothèse,  une  solu- 
tion de  la  proposée. 

129.  Conséqtience,  —  Si ,  dans  les  formules 

y"=.^-\-aty     X  =  a — bt^ 

on  fait  successivement 

f=0,I,2,3,49'"9      ^^      '=  —  '» — 2,-3,..., 

elles  deviennent 

/=6,6-htf,  6-h2«,6-H3«,...l      j/  =  <5  — /i,e  —  2fl,6  —  3 17,..., 

^=:a,x — A,  a — 2  6,  a — 3^,...)       |j:.=  a-|-ô,a-f-2^,a-|-3^,...- 

Mg,  JS0,  10''  éd.  i5 
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D^oCi  l^on  voit  que  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou  né- 
gatives, de  la  proposée,  forment  deux  progressions  par  différence  y 
dont  la  raison  est  y  pour  les  valeurs  de  tu  ^  le  coefficient  dont  y  est 
affecté  dans  l'équation ,  et  pour  les  valeurs  de  y,  le  coefficient  dont  x 
est  affecté  dans  la  même  équation, 

150.  Autre  méthode  pour  résoudre  Téquation 

ax  -\-  bjr  =  c. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  an  n^  199 ,  toute  la  difHculté , 
pour  résoudre  complètement  cette  équation  ,  consiste  à  trouver 
une  première  solution,  puisqu^on  obtient  ensuite  toutes  les  autres 
au  moyen  des  formules 

^-  =:  ê  4-  fl^ ,     X  :=za^^  bt. 

Or  on  peut  toujours  obtenir  une  première  solution  en  s'ap- 
puyant  sur  les  propriétés  élémentaires  àe&  fractions  continues. 
En  effet,  supposons  d'abord  que  Téquation  soit 

a  ei  b  étant  deux  nombres  absolus ,  mais  c  pouvant  être  positif  ou 
négatif. 

Convertissons  en  fraction  continue  la  fraction  7-9  qui  doit  cire 

0 

irréductible  (n^  122),  et  formons  les  réduites  consécutives. 

La  dernière  sera  -r  ;  et  si  Ton  nomme  — -,  Ta  van  t- dernière,  on 

0  m 

aura,  diaprés  les  propriétés  connues,  la  relation 

ay!im'  —  ôX'w=:±:i; 

savoir  :  4-  i  si  la  réduite  j  est  de  rang  pair,  et  —  i  si  cette  rôduite 

est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu'elle  soit  de  rang  pair;  il  en 
résulte  Vénalité  vérifiée  a^m'  —  ^X/w  =  -|-  r. 

Multiplions  ses  deux  membres  par  c, 
il  vient  ay:^m'c  —  b^mc^=c^ 

résultat  qui  ne  diffère  de  l'équation  ax — by=zc 

qu'en  ce  que  x  ei  y  sont  remplacés  par  m'c  et  me  ; 


SECONDE    MÉTHODK.  22^ 

donc  x  =  /w'c,  yrrzmc  forment  une  solution  de  réquation. 
Si  la  rédaite  t  est  de  rang  impair,  on  a  a  X  m  ' —  A  X  w  =  —  i  ; 
d'où,  muitipliant  par  —  c,  «  x  (  —  m' c)  ^-  A  X  ( —  me)  =zc. 
Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  Téquation  ax —  by  ^=c^  on 
en  conclut    jt  =  —  m' c^    r  =  —  wc,    pour  solution. 

Si  réquation  est  de  lu  forme     ax-\'hY=zc, 
c'est-à-dire  si  les  deux  coefficients 
atib  sont  de  même  signe ,  on  peut 
la  modifier  et  récrire  ainsi  ;  ax  —  Ax(  —  j)  =  r. 

Dès  lors,  en  formant,  comme 
ci-dessus ,  l'égalité  aX^m'c  —  6  X  wic  =  c , 

ou  bien  celle-ci,  fty^[ — m'c)  —  6x(w^)  =  <', 

on  pourra  conclure  que  x-=^m'  c^    y  =z  —  me  y     ou 

*  =  —  wi  '  c ,     xz=z  mc^     forment  une  solution  de  Téquation . 

Ainsi,  quelle  que  soit  Téquation  proposée,  on  peut  toujours, 
au  moyen  des  fractions  continues ,  obtenir  une  première  solution 
de  cette  équation  ;  et  les  formules  7  =  ê  H-  or,  x  =  a  —  bt^ 
donnent  ensuite  toutes  les  autres. 

IM.   Appliquons  cette  méthode  à  Téquation  suivante  : 

2g  jî  -4-  177=  25o. 

La  fraction  —,  convertie  en  fraction  continue,  donne,  pour 

,       ...  .     ,.  I      2     5      12     2Û 

les  réduites  consécutives,  -,  -,  ô>  — >        • 

II     3717 

D'où  résulte  V  égalité  vérifiée  2g  X7  —  '7X  12  =  —  1. 

2Q 

(Ici  la  réduite  —  est  de  rang  impair.  ) 

Multiplions  les  deux  mcnibres  de  cette  égalité  par  —  25o  ;  il  vient 

29  X  ( —  1 75o  )  —  ï  7  X  (—  3ooo  )  =  25o  ; 

i5. 
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mais  la  |)rop(»sêe  peut  cire  écrite  ainsi  : 

29XX  — 17  x(— r)  =  ^5o; 

d'oii  Ton   voit  que     j:  =  —  1 760 ,     y  =  3ooo ,      forment  une 
solution. 

Les  formules  deviennent  alors       {  ^ 

{  j;=r  —  1700  —  I  ']t. 

Si  Ton  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers et  positifs,  il  faut  supposer  t  négatif:  ainsi ^  changeant  le 
signe  de/,  on  a  7=  3ooo  — agr,  a:  =  —  1750  4- 1^/;  et  il  est 
évident  que  les  valeurs  de  j:  et  de  ^  ne  seront  positives  qu'autant 

17/ >  1750,      ,.  .      )  17 

O  o  d  ou     <  ^    ' 

ao^^Sooo,  I       ^  3ooo 

\     ^    29 

ou,  effectuant  les  divisions ,     f  >  102 — ,     mais     <^  io3 

17  29 

Donc  ^  =  io3  est  la  seule  valeur  de  l'indéterminée  qui  rende  x 
et  X  positifs. 

Pour  /=  io3,  on  trouve  x  =  i ,  ^  =  i3,  valeurs  qui ,  sub- 
stituées dans  Téquation ,  donnent 

29  X  I  -f- 17  X  1 3  =  29  -h  22 1  =  25o. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  Téquation. 

152.  Dans  quelques  circonstances ,  on  peut  obtenir  la  première 
solution  sans  être  obligé  de  convertir  -r  en  fraction  continue, 

i".  Si  l\in  des  deux  coefficients  rz  et  ^  est  un  sous-multiple 
exact  de  la  quantité  toute  connue  r ,  Téquation  donne  sur-le-champ 
cette  solution. 

Soit,  par  exemple,  Téquation  5*  -4-3/  =  78  ;  le  coefficient  3 
divise  78,  et  donne  pour  quotient  26. 
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Donc,  si  Ton  pose  a:  =  o  el  r  =  26,  IVqiialion  est  satisfaite  ; 
car  elle  devient         5xoH-3X2t6=98. 

Les  autres  solutions  se  trouvent  cl*après  les  formules  I    ZI  ^'    at 
Soit  encore  Téquation  1 2  x  -h  35  j  =  1 56. 

Comme  i56  est  divisible  par  12  et  donne  i3  pour  quotient,  il 
b  ensuit  que  ^  =  0,  ar=  i3  forment  une  jj rentière  soltition  ;  et 
Ton  a,  pour  les  formules  relatives  à  IVqnation  proposée, 

.r=  i3  —  35/,     y  =  i2f. 

7?.  Toutes  les  fois  qu*à  Tinspection  de  Tcquation ,  on  reconnaît 
(|ue  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a  et  by  multipliés 
respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne  un 
sous -multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s*  obtient 
encore  sur- le- champ. 

Soit,  par  exemple,  Tcquation       25x —  i6j"  =  12. 

Comme,  en  faisant  a:  ==  2,     y  =  3, 

•>n  trouve  25  X  2  —  16  X  3  =  2, 

multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée  par  6,  quo- 
tient de  12  par  2;     il  vient     25Xi2 — 16X18=12; 

ce  qui  prouve  que     j:  =  12,     j  =  18      satisfont  à  la  proposée; 
d'où  les  deux  formules     j:=i2-i-i6r,     j=i8-h25/. 

Soit  encore  l'équation  \Zx  —  47  J  =  o ; 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  .r  =r  o,       yz=o. 

Ainsi ,  les  formules  générales  sont  2'  =  47  '»  /  =  1 3r. 

Au  restC)  ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont 
que  des  moyens  particuliers  à  certaines  équations,  tandis  que  la 
conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujoui-s  certain 
|>our  y  parvenir. 
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Nous  engageons  les  commençants  à  s'exercer  également  sur  les 
deux  méthodes  que  nous  avons  exposées,  et  qui  sont  les  plus 
simples  des  méthodes  connues. 

155.  A  la  seule  inspection  des  signes  de  Téquatian 

ax  -\-  by  =  r  f 

on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs est  limité  on  infini. 

I".  Lorsque  ^  est  positif  (a  peut  toujours  être  supposé  tel), 
le  nombre  des  solutions  est  limité. 

c  —  by 
En  effet,  de  la  prO])osée  on  déduit  x  =  — - — -  • 

Or,  si  c  est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  Ton  donne  à  j, 
la  valeur  de  x  correspondante  sera  négative;  ainsi,  dans  ce  cas, 
Péq nation  n'admet  aucune  solution. 

Si  r  est  positif,  on  ne  peut  donner  à  jr  des  valeurs  positives  plus 

c 
grandes  que  j  :  autrement  x  serait  négatif;  d'ailleurs,  à  la  plus 

grande  valeur  de  x  correspond  la  plus  petite  pour  x,  et  récipro- 
quement :  donc,  etc. 

2?.  Lorsque  b  est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  r,  le  nombre 
des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  or  =  a  —  bt^       y  z=:  ^  -^at 

deviennent,  le  signe  de  b  étant  mis  en  évidence, 

r  =  6  -hat. 

Or,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  a  et  6;  sont  deux 
nombres  négatifs,  il  suffit,  pour  que  x  et  y  soient  positifs,  de 
supposer  à  ^des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes 

Que  celles  d(?  --  t*t  -•  Ainsi,  Ton  peut  donner  à  t  des  valeurs  en- 
^  b      a 

tières  (pielcoiiques  au-dessus  de  ers  deux  quotients. 
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154.  Dans  Fhypotbèse  où  a^byC  sont  positifs  à  la  fois,  0{i 
peut  toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  com- 
prises les  valeurs  de  Tin  déterminée. 

Pour  cela,  dans  les  deux  formules,  cfui  sont  alors 

jr=Z^-^nty  XZ=LV.  ht  y 

il  suffit  de  poser  les  inégalités         ê-|-a/]^o,     (x=z  bt^Oy 

g  a 

d'où  l'on  déduit  (n*»  lOS  )  /  > ,     mais     i<i-r- 

a  b 

Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s'accordent  pas,  c'est  une  preuve 
que  l'équation  n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs; maïs  si  elles  s'accordent,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu'on 

g        a 

jHfut  attribuer  à  /  entre  les  deux  limites et  y?  exprime  le 

a       0 

nombre  total  des  solutions. 
iV.  B.  —  Gomme  la  différence  entre  la  limite  supérieure  y  l't 

la  limite  inférieure 1  est ; —  ou  -^  (à  cause  de  la  rela- 

a  ab  ab 

c 
tion   tfa-4-66  =  c),  il  s'ensuit  que    —79    ou    7 -h  r    (7  expri- 

ab 

niant  la  partie  entière  du  quotient  de  c  par  ab)^  est  le  maximum  du 

nombre  total  des  solutions. 

§  II.  ~  Des  Equations  et  Problèmes  indéterminés  à 
trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 

I5ij.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  à  trois  in- 
connues. 
Soit ,  pour  premier  exemple ,  le  système  des  deux  équations 

5a:-H4r-l-    3  =  272,  (i) 

8.r-h9_^-f- 3z=l656,  (2) 

dans  l'une  desquelles  l'inconnue  z  est  affectée  d'un  coefficient  égal 
à  l'unité.  —  Commençons  par  éliminer  z. 
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A  cet  effet,  nuiltipHons  la  première  équation  par  3,  et  retran- 
elions  la  seconde  du  résuilat  ;  il  vient 

7j:  4-  3/=  r6o,  (3) 

équation  qui  peut  remplacer  Téquation  (a). 

Appliqiiant  à  l'équation  (3)  la  première  méthode  »  on  trouve  les 

deux  formules  <  ^ 

(j=:5l  4-7^ 

Reportant  ces  deux  expressions  de  je  et  de  j  dans  la  première 
équation  ,  on  obtient 

5(i  —  3/)-h4(^> -^  7r}*-hz=272, 
ou  réduisant ,  «  =r  63  —  1 3f . 

Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en 
fonction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi ,  en  donnant  à  t  des  va- 
leurs entières  quelconques ,  on  en  obtiendra  de  semblables  pour 
X,  r,  2,  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées; 
car,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit^  le  système  des  trois  formules 
éfpiiçaut  aux  deux  équations. 

Si  Ton  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  Xyjr^  Zy. 
il  est  évident  que  /   ne  peut  être  positif,  car  x  serait  négatif^ 

mais  on  fjeut  supposer  /  =  o,  —  i ,  —  2, . . . ,  jusqu  à  r  = 

2 

OU  — 7-T  c'est-à-dire  — 7,   puisque  r  doit  être  entier. 
Faisant  donc 

t=zOy  — I,    — 2,  —  3,   — 4>  — 5,  — 6,   — 7, 

i-^=  I,  4>  7'  »o,  i3,  16,  19,  22; 
7:=5i,  44»  ^7»  3o,  23,  16,  9,  2; 
2=63,  76,  89,   102,   II 5,   128,   i4i  9   (54; 

d*oii  Ton  voit  que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solutions 
dilïjprcntes. 
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Soient,  pour  nouvel  exemple,  les  écjuations 

6x-F-7/-|-42=  122,  (l) 

ii-r  +  87  — 6z=  145.  (2) 

Pour  éliminer  z  entre  ces  deux  équations ,  multiplions  la  pre- 
mière par  3  et  la  seconde  par  2,  puis  ajoutons  les  résultats  mem- 
bre à  membre  ;  il  vient 

4oj?-f- 37/=:656,  (3) 

équation  pour  laquelle  on  trouve ,  diaprés  la  première  méthode  ^ 

:c=37r-h   9 
7=    8  —  4^^ 

Reportant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  on  obtient 

6(37^-h9>-l-7(8  — 400  +  4»=  »22, 

ou  réduisant , 

22  — 29/  =  6.  (4) 

Ici  rinconnue  z  n'est  pas,  comme  les  deux  autres,  x  ei  y, 
exprimée  en  fonction  entière  de  Tindéterroinée  t.  Ainsi ,  il  faut 
encore  appliquer  à  Téquation  (4)  l'une  des  deux  méthodes 
connues. 

On  a,  d*après  la  i**'  remarque  du  n°  158,  pour  les  formules 
reladves  à  cette  équation , 

(z=  2^,       «=  29/'-^- 3. 

Comme,  d'ailleurs,  toute  valeur  entière  de  r,  substituée  dans 
les  expressions  de  ;r  et  de  7,  en  donnera  de  semblables  pour  ce» 
inconnues ,  il  s'ensuit  que,  si  Ton  y  met  2r'  à  la  place  de  /,  on 
^tiendra  les  trois  formules 

x=74/'-h   9, 

.j=    8     — 8or', 

a=  29f'-f-  3  , 
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qui  coinprendront  Ions  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,^,  z^ 
propres  à  vérifier  les  équations  proposées. 

Si  Ton  ne  veut  que  des  solutions  directes ,  il  est  visible  que  /'  ne 
peut  être  positif,  puisque  alors  jr  serait  négatif;  et  r'  ne  peut  être 
négatif ,  puisque  z  et  j:  seraient  négatifs. 

Mais  rhypothèse     ^'  =r  o     donne    x  =  9,     ^  =  8,     3  =  3; 

donc  ce  système  est  le  seul  qui  satisfasse  aux  deux  équations. 

136.  En  résumant  la  hiarche  précédente,  on  en  conclut  cette 
règle  générale  :  —  i°.  Éliminez  l'une  des  inconnues  entre  les  équa- 
tions proposées,  et  cherchez  pour  ^équation  résultant  de  cette  éli- 
mination ,  les  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent  y  en  fonction  entiàek  d'une  indétenninée  t.  —2°.  Substituez 
ces  expressions  dans  V une  des  équations  proposées  ^  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus  que  t  et  V inconnue  que 
Von  avait  d'abord  éliminée.  —  3°.  Déterminez ,  pour  cette  nouvelle 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deux 
inconnues  qui  y  entrent,  en  fonction  fjitièrr  d'une  seconde  indé- 
terminée t'.  —  4^.  Substituez  enfin  V expression  de  t  dans  celles  des 
deux  premières  inconnues. 

Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi  exprimées  en 
fonction  entière  de/';  et  il  ne  s*agit  plus,  après  cela,  que  de  dé> 
terminer  pour  t^  les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se 
trouver  pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient  entières 
et  positives. 

N.  B,  —  Toutes  les  fois  que  Tune  des  inconnues  a  pour  coeffi- 
cient Tunitc  dans  Tune  des  équations,  il  est  plus  simple  d'éliminer 
cette  inconnue ,  parce  qu'après  avoir  exprimé  les  deux  autres  en 
fonction  entière  d*une  même  indéterminée,  si  Ton  reporte  ces 
valeurs  dans  l'équation  où  la  troisième  inconnue  est  affectée  d^un 
coefficient  égal  à  Tunité ,  on  obtient  immédiatement  cette  troisième 
inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée  ;  ainsi , 
dans  ce  cas ,  une  seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations 
du  n°  135  en  ont  offert  un  exemple. 

137.  Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
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quatre  inconnues  :  —  Après  avoir  éliminé  l'une  des  inconnues  ,  on 
exprime  y  à  l'aide  des  deux  équations  résultantes ,  et  d'après  ce  qui 
vient  d'être  dit,  les  trois  autres  inconnues  en  fonction  SNTiiRE 
d'une  même  indéterminée  ;  et  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'une 
des  éq mations  proposées.  Si ,  dans  la  nouvelle  équation  ,  les  coeffi* 
dents  des  deux  inconnues  qui  y  entrent  sont  différents  de  l'unité  , 
on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en  fonction 
KimÈftB  d'une  seconde  indéterminée  ;  puis  on  remplace,  dans  les 
expressions  des  trois  premières  inconnues,  la  valeur  de  la  première 
indéterminée  en  fonction  de  la  seconde ,  et  l'on  obtient  ainsi  les 
quatre  inconnues  primitives  en  fonction  entière  de  la  seconde 
indétenninée. 
Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à  cinq  inconnues ,  etc. 

158.  Nous  proposerons,  pour  exercice,   les  questions  sui- 
vantes : 

Premiéef  question.  —  Un  monnajreur  a  trois  sortes  d'argent, 

n 
'Sur  I   kilogramme ,  la  première  contient  ^  d'argent ,   la  seconde 

-x^et  la  troisième  ^x.  Il  veut  faire  un  alliage  de  3o  kilogrammes 

3 
pesant,  qui  sur  i  kilogramme  contienne  j  d'argent. — Combien  (en 

nombres  entiers  )  doit-il  prendre  de  kilogrammes  de  chaque  sorte? 

iX=:  lO,       12,       i4 ,       i6,       i8, 
J=:20,        l5,        lO,  5,  O, 

z=   o,       3,       6,       9,     12, 
c'est-à-dire  cinq  solutions,  en  admettant  o  pour  Taleurs  de  / 
et  de  z. 


\ 


Seconde  QUESTION.  —  Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  la 
somme  de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3,  5,  7  ,  soit 
égale  a  56o ,  et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés 
9,  25,  49»  ^^^^  égale  h  2920. 

(/  X  =1  1 5 ,   5o ,  \ 
Réponse.    I   r  =  82,   4^,  (1  rVst-ii-diro  f/t'wj:  solutions. 
(    «  =  1 5 ,   3o ,  ) 
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Troisiâve  QUESTION.  —  TYouvcr  un  nombre  entier  N  qui,  étant 
dtpisé  par  1 1 ,  donne  le  reste  3  ;  divisé  par  19 ,  donne  le  reste  5  ;  et 
divisé  par  29 ,  donne  le  reste  10. 

Réponse    N  =  4128  -f-  6061  /,  t  étant  entier;  en  sorte  \ 
que  4i  28  est  le  plus  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait    j 
à  l'énoncé.  / 

Quatrième  question.  —  Trouver  pour  x  un  nombre  tel  que  les 

3x — 10      I  iJT -h  8      i6j: — I  ,  , 

expressions  ?     9    = ,  soient  des  nom  ores 

7  «9  5 

entiers. 

(  Réponse,   x  =  2 1 1  -♦-  SpS  t.  ) 

139.  Remarque  importante. —  Si ,  dans  la  dernière  question ,  on 

,,  .                                  ,              .         3x  —  10    iia:-f-8    i6j: — 1 
désigne  par  Xyzetv,  les  quotients » 5 ■= î 

on  a  pour  les  équations  du  problème  , 

3x — 10=7/,      Iia:  +  8=ri7«,      16  x—  1  =  5  «s 
ou  bien.,  ix  —  7/=  10,     lïx  —  173= — 8,  i6x  —  5('=i. 

11  faudrait  donc  leur  appliquer  la  marche  indiquée  dans  le  numéro 
précédent  pour  trois  équations  à  quatre  inconnues.  Mais  nous 
allons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterminer 
la  valeur  de  x ,  qui  est  ici  Tinconnue  principale.  Ce  moyen  est 
d'ailleurs  applicable  à  toutes  les  questions  du  même  genre. 

D*abord  ,  si  nous  considérons  la  troisième  expression  — -= 5 

dont  le  dénominateur  est  le  plus  simple ,  elle  revient  à 

o  X  —  I 

ainsi ,  pour  qu'elle  s<)it  entière ,  il  faut  et  il  suffit  que  x  —  i  soit 
un  multiple  do  5 


A    PLUS    DE    DEUX    INCONNUES.  287 

X  —  ï 

Posons  donc  — = —  =  f;     il  en  résulte     .r  =  i  -h  5^ 

5 

Toute  valeur  entière  de  t ,  substituée  dans  cette  dernière  équa- 
tion ^  donnera  pour  x  un  nombre  qui  satisfera  à  la  troisième 
conditfon  de  renoncé . 

3  jc  •"""  lo 
Substituons  dans  la  première  expression , 9  la  valeur 

de  X  qu*on  vient  d'obtenir  ;  elle  se  change  en 

i5r  — 7             , ,  .                              t 
ou  réduisant ,      2t  —  i  H 

7  7 

On  voit  que  celle-ci  sera  entière  si  Ton  suppose  t^=.^t'  \  d'ailleurs 
cette  condition  est  nécessaire.  Ainsi ,  pour  que  la  première  et  la 
troisième  des  expressions  proposées  soient  entières,  il  faut  et  il 

suffit  que  Ton  ait  x=:i-h5/, 

/  étant  de  la  forme  /  =  7  r',  ce  qui  donne       jr  =  1  -f-  35^'. 

Portons  dans  la  seconde  expression  cette  nouvelle 

valeur  de  x  ;  il  vient 

385f'-+-i9  .  ,  .  2(i-3r'} 

^      ou      23/    -h  I  H i -- 

17  17 

Or  2  est  premier  avec  1 7  ;  donc ,  pour  que  la  seconde  exprès*- 
sion  soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  U  suffit  que  i  —  3  /'  soit  divi- 
sible par  17. 

Posant =  f  ,  on  en  tire       t'  = ^' — , 

17  3 

/''-f-i 
ou,  effectuant  la  division ,  /'  =  —  6r"  H 5 — • 

Soit  ^    j"  '  —  t",  on  obtient  /"  =  3f  "^  —  i  ; 

d'où    /'=-.6(3/'"— On-/"',    ou    ^'  =  — i7/'"-h6. 
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Reportant  cette  valeur  dans  IVxpression  j:=i-f-35f',  on 
obtient ,  toute  réduction  faite , 

x=  21 1  —  5ç^t"'. 

Telle  est  là  formule  propre  à  donner  toutes  les  valeurs  dc^  jc  sus- 
ceptibles de  satisfaire  à  Ténoncé. 

Soit  t"'  =  Of  on  trouve  j:  =r  ai  i  :  c'est  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  cherchés. 

En  supposant  à  t'"  des  valeurs  négatives  quelconques ,  on  obtien- 
drait les  autres  solutions  [en  nombres  positifs]. 

N,  B.  —  Nous  remarquerons  que  5gS ,  coefficient  de  t"  dans  la 
formule ,  est  le  produit  7  X  1 7  X  5  des  dénominateurs  des  trois 
expressions  proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette 
propriété ,  qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux  ;  car,  dans  ce  cas ,  le  coefficient  est  égal  au 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs, 

140.  Il  nous  reste  encore  à  parler  des  problèmes  dits  plus 
qu'indétermifiés ,  c'est-à-dire  de  ceux  pour  lesquels  le  nombre 
des  équations  est  moindre  de  deux  ou  de  plusieurs  unités  que  le 
nombre  des  inconnues. 

Soit  d'abord  Téquation  à  trois  inconnues ,  ax  -f-  6/  +  es  =  d. 
Si  l'on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre ,  il  vient 

nx  -\'  by  =:  d  —  cz     ou     «  j:  -f-  6/  =  c  ' 

{■c'  désignant  la  quantité  d  —  cz,  qu'on  regarde  pour  le  moment 
comme  connue). 

Cela  posé ,  l'on  établit  pour  l'équation  ax  H-  by  =  c  '^ 

les  deux  formules  x  =  a  —  bt ,     y  =  6  -h  al. 

Après  quoi,  Von  remplace  dans  a  ^r  6 ,  c'  par  sa  valeur  à  —  cz.; 
alors  X  et/  se  trouvent  exprimés  en  fonction  entière  de  V  indéter- 
minée t,  et  de  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé ,  par  exemple ,  de  payer  1 87  francs  avec  des  pièces 
4le  5  francs ,  6  francs  et  20  francs ,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x^y^  z  les  trois  nombres  de  pièces  qu'il  faut 
idonner  de  chaque  sorte  ;  on  a  l'équation 

5 X  -h  6j  -f  20 «  =:  1 87, 
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qui  revient  à  5.r  -f-  6j  =:  1 87  —  20z  =  c'. 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  x, 

c'  —  6r 

on  a  j:  = 9 

5 

ou  bien ,  x  =  — j^  -♦ ~^ . 

5 

Posant  — ^   -  =  /,  on  en  déduit    y  =  c^  —  5/, 

d'où  x=  —  c'^-6^ 

Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  r'  par  sa  valeur  187 — 202, 

—  20Z  —  5r, 


fr=      187- 

(a:  =  —  187  -f- 


on  trouve  enfin  .  ^  . 

20Z  -h  ot. 

Tant  que  Ton  admettra  pour  x  eijr  des  nombres  entiers ,  positifs 
ou  négatifs,  on  pourra  donner  à  z  et  à  /  des  valeurs  tout  à  fait  arbi- 
traires;  mais  si  Ton  veut  satisfaire  directement  à  Tcnoncé,  la  forme 
même  de  l'équation  proposée,  Sx -h  G  y  -+-  aoz  =  187 ,  prouve 

que  z  ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  — -  ou  o  —  ; 
■^  20        «^  20 

car,  antrement ,  ^  ou  /  serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  s  =  o,  1 ,  2 ,  3, . .  .  ,  8,  9. 
Si  l*on  fait  2  =  o,  les  valeurs  de  x  et  de  x 


deviennent 


X 


=  —  187 -h6^ 
X=       187—5^; 

187         .    ^  187 


formules  qui   prouvent  que  t  doit  être  >  -^  5  mais  <^  -~  î 

« 

I  2 

ou  >  3i  T5»  mais  <^  37  ■=»  Donc  t  peut  recevoir  six  valeurs, 

savoir  :  32 ,  33 1  34  9  35 ,  36  et  37 . 


n^o 


Ainsi,  pour  «  =  o,  on  a 


ifXlUATIONS    IHUBTERMIWBES 

t  =  32, 33,  34>  35, 36, 37, 

xz=z     5,  II,  17,23,29,35, 
yz=  27,22,17,12,     7,     2. 


Soit  s  =  I ,  on  trouve 


167 


ix  =  —  167  -h6r , 
(/=      167  —  5^; 


d'où  ,  >  i|2  ou  27  |,  mais  <  Ç  ou  33  | -,  ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28,  29,  3o ,  3 1 ,  32  et  33. 


Ainsi ,  pour  »  =  i ,  on  a 


Pour  a  =  2 ,  on  trouverait 


t  =:  28,  29, 3o,  3i,  32,  33, 
x=i  I,  7,  i3, 19,25,  3i, 
/  =27,  22, 17,  12,    7,    2, 

t  =  25, 26, 27, 28, 29, 
X  =   3,  9,  i5, 21,  27, 

7  =  22,  17,  12,     7,     2. 


Pour  a  =  3, 


f  =  22, 23,  24, 25, 

j:=    5,  II,  17,  23, 
j^==  17,  12,    7,    2. 


x  =  —  27  4-6/, 
Pour  s  =  8 ,  les  formules  seraient    |  ^n  —  Sti 


d'où  f  >  ^  ou  4  -  j  mais  <  -^  ou  5  |-  Alors  i  ne  peut  recevoir 

que  la  valeur  r  =  5;  ce  qui  donne  x  =  3,  y  = '2- 

Enfin,  à  T  hypothèse  «  =  9  il  ne  correspond  aucune  solution; 
car  les  formules  deviennent         r  =  —  74-6/,     /=:7--5r; 

12 

d'où  f  >  ^  OU  I  ^?  mais  *  <  ^  ou  i  ^^  résultats  contradictoires 

O  b  DO 

en  tant  que  Ton  exige  des  solutions  entières. 
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€41.  On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  deux  équations 
à  quatre  inconnues,  trois  équations  à  cinq  inconnues.  Cependant, 
nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d'une  question 
de  ce  genre,  pour  faire  voir  comment,  à  l'aide  de  quelques 
considérations  particulières ,  on  parvient  souvent  à  simplifier  les 
calculs. 

Cinquième  question.  —  Un  fermier  achète  loo  pièces  de  bétail 
pour  loo  louis,  savoir  :  des  bœufs  à  lo  louis  la  pièce,  des  vaches 
à  5  louis,  des  veaux  à  2  louis,  et  des  moutons  à  un  demi-louis,  — 
Combien  a-t-ii  acheté  d'animaux  de  chaque  espèce? 

Soient  Xyjr^ZfU\es  nombres  cherchés  ;  on  a  les  équations 

x-h     j'-f-    3-h     «=  looj       (      x-4-     jr -\-    2-4-11=100, 

I  >  <)ti  < 

•^  2  ]       (20x4- 107 -h  42 -h  «  =  200. 

En  retranchant  la  première  équation 
de  la  seconde,  on  obtient  igx-h97-h38=  100, 

équation  qu'il  faudrait  traiter  comme  dans  le  numéro  précédent. 

Mais,  avant  tout,  observons  qu'il  est  préférable  d'exprimer  y  el  z 

en  fonction  entière  de  or,  1®  parce  qu'il  est  évident  que  x  ne  doil 

100        ^   5  , 

pas  avoir  de  valeurs  au-dessus  de ou  5  —  ',  2"  parce  que  les 

19  19  ^ 

coefficients  de  7  et  de  2  ont  un  facteur  commun  ;  ce  qui  entraînera 
nécessairement  une  condition  propre  à  déterminer  les  valeurs 
convenables  de  x. 
D'après  ces  considérations ,  transposons  le  terme  19  x;  il  vient 

100 —  lOX 
97-h3z=  100  —  19X,     ou  bien,     3jr-h2= ^ — ~~" 

Or,  puisque  l'on  demande  pour  x,  j,  «,  «,  des  nombres  en- 

.  .<»       ..    <.  100  —  IQX  .  '.c 

hers  et  positifs,  il  faut  que «— ^^  soit  entier  el  positif;  mais 

il  n'y  a  évidemment  que  x=:  i  e$^  x=2^,  qm  puissent  satisfoire 
A.  celte  double  condition. 

Jlg.  £.,  10'  éd.  ï6 
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Donc,  déjà,  x  ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  j?=:  i  et  x  =  4- 

Soit  x==  i ,  \\  en  résulte  3  j  H-  »  =  27 ,     ou     2  =  27  —  3j^. 

Substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  z  dans  la  première  des  équa- 
tions proposées ,  on  trouve  «  =:  72  -f-  2jr. 

La  première  de  ces  deux  formules  montre  que  jr  ne  peut  pas 
être  >  9  ;  ainsi, 

iX=  o,  I,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9; 
2=27,24,21,18,15,12,  9,  6,  3,  G; 
11  =  72,  74,  76,  78,  80,  82, 84, 86,  88,90. 

Soit   J7  =  4  >     '*  vient     3/  -h  z  =  8 ,     d*où     z  =    8  —  3^  ; 

et  tf  =  88  H-  2^-. 

LVxpression  de  z  prouve  que  x  ^^  P^"^  P**  ^^^^  ^  ^î  ainsi, 

(r=    o,      «1     2; 
pour X  =  4)  on  trouve  /z=    8,     5,     2; 

:«  =  88,  90,  92. 

D*où  Ton  voit  que  la  question  proposée  n*est  susceptible  que  de 
treize  solutions,  et  de  dix,  si  Ton  excepte  les  solutions  o. 

N.  B.  — Le  moyen  de  simplification  qui  vient  d*ctre  indiqué 
devient  quelquefois  une  modification  indispensable  à  la  méthode 
exposée  n^  140. 

C'est  ce  qui  aurait  lieu ,  par  exemple,  pour  l'équation 

'6.r-hio/  —  i5z=  II, 

dans  laquelle  les  trois  coefficients  de  ;r,  /,  z,  considérés  deux  à 
deux,  ont  un  facteur  commun. 

142.  Le  but  de  V Analyse  indéterminée  du  second  degré  est, 
comme  celle  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  entiers  les 
problèmes  qui  donnent  lieu  à  un  nombre  d'équations  moindre  que 
celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général,  une  équation  du 
second  degré  à  deux  inconnues  donne  Tune  d'elles  en /o/îr//o«/rni- 
tionnelle  de  l'autre,  il  s'ensuit  que  la  question  consiste,  i®  à  dé- 
terminer, pour  l'une  des  inconnues,  des  valeurs  rationnelles 
qui  aient  la  propriété  d'en  donner  de  semblables  pour  la  seconde  ; 
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2°  à  choisir  parmi  les  valeurs  de  la  première  inconnue  les  valeurs 
entières  qui  en  donnent  de  semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit , 
d'après  cela,  que  l'Analyse  indéterminée  du  second  degré  doit 
offrir  de  plus  grandes  difficultés  que  celle  du  pi^mier  degré.  C'est, 
en  effet,  une  des  théories  les  plus  difficiles  de  l'Analyse  algé- 
brique; et  elle  sort  tout  à  fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à  la  Théorie  des  nombres  de  Legendre  et  à  V Algèbre 
de  M.  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  déjà  puisé  les 
énoncés  d'un  grand  nombre  de  problèmes ,  el  où  se  trouve  traitée 
une  série  de  questions  du  second  degré  à  deux  inconnues,  dont 
les  équations  ne  renferment  que  le  produit  des  inconnues. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 

dun  de^ré  quelconque. 


Introduction,  —  De  méroe  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l'extraction  de  la  ra- 
cine carrée ,  de  même  la  résolution  des  équations  du  troisième , 
quatrième. ...  degré ,  exige  qu'on  sache  extraire  la  racine  troisième , 
quatrième....  d'une  quantité,  soit  numérique,  soit  algébrique. 
[Foyez  le  n**  8 ,  pour  la  définition  des  mots  puissance  et  racine.) 

L'élévation  aux  puissances,  l'extraction  des  racines  de  degré 
quelconque,  et  le  calcul  des  radicaux,  feront  l'objet  principal 
de  ce  nouveau  chapitre ,  qui ,  avec  le  premier  et  une  partie  du 
troisième,  constitue  l'ensemble  des  opérations  que  l'on  peut  avoir 
à  effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu'une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s'obtenir 
d'après  les  règles  de  la  multiplication ,  soit  arithmétique ,  soit  al- 
gébrique ,  cependant  la  formation  de  cette  puissance  est  assujettie 
à  une  loi  qu'il  faut  connaître  lorsqu'on  veut  revenir  de  la  puissance 
à  la  racine.  Or,  comme  la  loi  de  composition  du  carré  d'une  quan- 

i6. 
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tité  numérique  ou  algébrique  esr  fondée  (  n°  86  )  sur  l'expression  du 
carré  d'un  binôme ,  de  même  la  loi  relative  à  une  puissance  de 
degré  quelconque  se  déduit  de  Tcx pression  d'une  puissance  de 
même  degré  d'un  binôme.  C'est  donc  par  la  détermination  du  dé» 
veloppement  d*une  puissance  que/conque  d*un  binôme  que  nous 
devons  commencer  cette  nouvelle  théorie. 

§  P^  —  Binôme  de  Newton,  et  conséquences  qui  en 

dérivent. 

143.   Introduction.  —  Si  Ton  fait  le  produit  de  plusieurs  bi- 
nômes égaux  à  wt:  4-  a ,  on  parvient  aux  résultats  suivants  : 

(j;  -f-  a)'  =  je  -H  *»  ? 

(x  -f-  ày  =  x^  -f-  2  flo:    -4-  a% 

(x-t- û)*  =  J?*  4-4^**-^-    6/1' x' -h    ^a^x-^a\ 

(x-\-  «)*  =  x*  -H  5^x*  -h  lo/ï'-zr*  -h  io/ï'x*-h  5û*x-h/i\ 


En  jetant  les  yeux  sur  ces  différents  déve1op{)ements ,  on 
reconnaît  aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant 
aux  exposants  de  x  et  de  /?  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour 
les  coefficients.  Cependant  Newton  est  parvenu  u  en  découvrir 
une  au  moyen  de  laquelle,  ie  degré  d'une  puissance  d'un  binôme 
étant  donné ,  on  peut  former  cette  puissance  sans  être  obligé  de 
passer  d'abord  par  toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n'a  laisse 
aucune  trace  des  raisonnements  qui  avaient  pu  l'y  conduire  ; 
mais  depuis ,  on  a  constaté  d'une  manière  rigoureuse  l'existence 
de  cette  loi.  De  toutes  les  démonstrations  connues ,  la  plus  élé- 
mentaire  est  celle  qui  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  des  combi» 
naisons*  Toutefois,  comme  cette  démonstration  est  encore  assez 
compliquée,  nous  commencerons ,  pour  en  simplifier  l'exposition , 
par  résoudre  quelques  problèmes  relatifs  aux  combinaisons  ;  d'où 
il  sera  facile  ensuite  de  déduire  le  développement  d'une  puissance 
quelconque  d'un  binôme,  ou  ,  en  d'antres  ternies  ,  la  formule  du 
hinâmr. 
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144.  On  sait  déjà  que  le  produit  d*un  nombre  n  de  fac- 
teurs a^byCydy,,,  ne  change  pas  ,  dans  quelque  ordre  qu*on 
eiïectue  leur  multiplication.  Or  supposons  que  Ton  veuille  déter- 
miner le  nombre  total  des  manières  dont  c«s  différentes  lettres  peu- 
vent être  disposées  les  unes  à  la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui 
correspondent  à  chaque  disposition  que  Ton  fait  subir  à  ces  lettres 
se  nomment  permutations. 

C'est  ainsi  que  deux  lettres,  a  et  b  y  donnent  un  produit  unique 
ah ,  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  a  ^  b  ^c  donnent  un  produit  unique 
abc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc  ^  acb,  cab  ,  bac  , 
bca  ,  cba  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  un  nombre  m  de  lettres  a  ^  b  yC  ,  d  y  ey.  ,  ,\  si 
on  les  dispose  les  unes  à  la  suite  des  autres  ,2à2,3à3,4^4>-'*' 
dans  tous  les  ordres  possibles  y  de  manière  ,  toutefois  ,  que  ,  dans 
chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des 
lettres  données ,  on  peut  demander  Tex pression  du  nombre  total 
des  résultats  que  Ton  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu\>n 
appelle  des  arrangements. 

Ainsi ,  ab  y  ac  y  /i^/ , .  .  . ,  ba  y  bc  y  bd y,  ,  ,y  ca  y  cb  y  cd  , .  .  , 
sont  des  arrangements  2  à  2  des  m  lettres. 

De  même  ,  abc ,  abd , .  .  . ,  bac  ,  bad, .  .  . ,  acb  ,  acd  y.  . .  sont 
des  arrangements  3  à  3 .  • .  . 

Enfin ,  lorsqu^on  dispose  ainsi  les  lettres  2  ii  iy  3  à  3,  ^  à^y .  ,  ., 
on  peut  exiger  que  deux  quelconques  des  résultats  que  Ton  forme 
ne  soient  pas  composés  des  mêmes  lettres,  c'est-à-dire  qu'ils  diffè- 
rent entre  eux  au  moins  par  Tune  des  lettres  ;  et  l'on  peut  deman- 
der alors  le  nombre  total  des  résultats  qu'on  obtient  ainsi.  Dans 
ce  cas,  les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi ,  aby  ac  y  bc  y .  .  .  y  ad  y  bdy .  .  .  sont  des  combinaisons  2  à  2, 
toutes  distinctes  les  unes  des  autres ,  puisque  deux  quelconques  des 
résultats  diffèrent  au  moins  par  Tune  des  lettres. 

De  même  ,  abc ,  abd  ,  »  .  . ,  acd ,  bcd  y .  .  sont  des  combinaisons 
3  a  o .  .  •  • 
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Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
moi^ permutation  ,  arrangement  et  combinaison. 

On  nomme  i".  Permutations,  les  résultats  qu'on  obtient  en  dis- 
posant les  unes  à  la  suite  des  autres ,  et  dans  tous  les  ordres  pos- 
sibles ,  un  nombre  déterminé  de  lettres ,  de  manière  que  toutes  les 
lettres  entrent  dans  chaque  résultat,  et  que  chacune  d'elles  n*j  entre 
qu'une  fois, 

tP.  Arrangements,  les  résultats  qu'on  obtient  en  disposant  les 
unes  à  la  suite  des  autres ,   et  dans   tous  les  ordres  possibles, 

2à2,  3à3,  4^4>'--'  '^  ^  ^»  ^^  nombre  m  de  lettres , 
m  étant  ^  n  (chaque  résultat  ne  devant  renfermer  la  même  lettre 
ff  u  'une  seule  fois) . 

On  peut  toutefois  supposer  n  =.  m  -,  auquel  cas  les  arrange- 
ments n  k  n  deviennent  de  simples  permutations. 

3°.  Enfin ,  Combinaisons^  les  groupes  d'arrangements  dont  deux 
quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  qui 
y  entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
tions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

145.  Premier  problème.  —  Déterminer  le  nombre  P„  des  permu- 
tations dont  n  lettres  sont  susceptibles, 

D^abord  ,  deux  lettres  a  eib  donnent  évidemment  les  deux  per- 
mutations ab  et  ba.  Ainsi ,  le  nombre  P,  des  permutations  de  deux 
lettres  est  2,  o/i  i  X  2. 

Donc  Pa  =  I  X  2. 

Soient  actuellement  3  lettres,  <2 ,  b,  c.  Mettons  à  part  une 
quelconque  de  ces  letti'es ,  c  par  exemple  ,  et  écrivons  à  la  droite 
des  deux  arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres  ,  la 
lettre  c  ;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres  ,  abc^ 
bac.  Or ,  comme  on  peut  ainsi  mettre  à  part  chacune  des  trois  let- 
tres, il  s*ensuit  que  le  nombre  Pj  des  permutations  de  trois  lettres 
est  égal  <T2X3,     ou      iX2X3  (*). 


{*)  La  place  que  nous  avons  a&sicnce  à  la  lettre  c  par  rapport  aux  arran- 
gements ah^  ba,  est  do  pure  convention.  Nous  aurions  pu  également  conTeoir 
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Ainsii  Ps  =:  I  X  2  X  3. 

En  général,  soit  un  nombre  n  de  lettres,  a,  b  ^  Cj  r/,...,  et  sup- 
posons déjà  connu  le  nombre  Vn—x  des  permutations  de  (n  —  i) 
lettres. 

Considérons  à  part  une  des  n  lettres ,  et  écrivons  cette  lettre  h 
la  droite  de  chacune  des  permutations  que  donnent  les  {n —  i) 
autres  lettres  ;  il  en  résulte  P„.i  permutations  de  n  lettres,  termi- 
nées par  la  lettre  qu*on  avait  d'abord  isolée.  Or,  comme  on  peut 
ainsi  mettre  à  part  chacune  des  n  lettres ,  il  s'ensuit  que  le  nombre 
total  des  permutations  de  n  lettres  est  égal  à  P„_,  X  n. 

En  termes  abrégés,         P«  =  P«-.|  X  n. 

Soit  /t  =  2  ;  Pn-t  désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qa'une  seule  lettre  peut  donner  ;  donc  P„_,  r=  P,  =  i  ;  et  Ton  a 

P,  =  P,  X  2  =  I  X  2. 

Soit  /i  =  3  ;  P«-i  exprime  le  nombre  des  permutations  de 
(3  —  i),  ou  de  2  lettres,  et  est  égal  à  i  X  2.  Ainsi, 

P3  =  P,X3=:i  X2X3. 

Soit  encore  /s  =  4  ;  Pn-i  désignant ,  dans  ce  cas ,  le  nombre  des 
permutations  de  3  lettres,  est  égal  à  i  X  2  X  3.  D'où 

P,=  P3X4  =  ïX2X3x4- 

On  voit  donc  que  la  formule  P„  =  P«_,  X  «  reiv^erme  tous  les 
cas  particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi ,  rien  n'empêcherait 
de  traiter  tout  d^abord  le  cas  général ,  sauf  ensuite  à  faire  successi- 
vement /!=  1,2,3, 4>«-«» 

i46.  Second  peobleme.  —  Un  nombre  m  de  lettres  a ,  b,  c  j  d , . . . 
étant  donné  y  déterminer  le  nombre  Andes  arrangements  n  à  n, 
que  l'on  peut  former  avec  ces  m  lettres ,  m  étant  supposé  plus  grand 
que  n. 

^     —  ■■  ■      ■     ■  ■  '    ■       ■ "'"""  _,.,.,».^.—».l»  «1  ■■■-■  ■■■■     I    ■  I  ■—  I  ■      ■!       ■■■■—■ 

de  faire  occuper  à  la  lettre  c  la  première  place  à  gauche,  ou  même  de 
récrire  entre  les  leilrea  a  et  &  ou  &  et  a;  mais  cette  place  une  fois 
assignée,  elle  doit  rester  invariable  pour  toutes  les  permutations  à  exécuter  : 
sans  quoi  il  en  rrsulierait  des  répétitions. 
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Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale ,  supposons 
déjà  connu  le  nombre  A„_,  des  arrangements  {n —  i)  à  (n —  1) 
que  Ton  peut  faire  avec  les  m  lettres. 

Considérant  un  quelconque  de  ces  arrangements ,  écrivons  à  sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n*y  entrent  pas  et  dont  le  nombre 
est  nécessairement  m  —  (n  —  1  )  ou  [m  —  «  -h  i) ;  il  est  évident 
que  Ton  formera  ainsi  un  nombre  (m  —  /i  +  1)  d'arrangements 
de  n  lettres  ,  différant  tous  entre  eux  par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  {n  —  i)  lettres ,  et  écri- 
vons à  sa  droite  les  (m  —  /i  +  1  )  lettres  qui  n*en  font  pas  partie  ; 
nous  obtiendrons  encore  un  nombre  {m  —  /?  -h  i  )  d^arrangements 
de  n  lettres,  différant  tous  entre  eux  et  différant  des  précédents, 
au  moins  par  la  disposition  d'une  des  {n  —  i)  premières  lettres. 
Comme  d'ailleurs  on  peut  considérer  à  part  chacun  de  Aj,-.|  arran- 
gements Çn  —  ^)  ^{n  —  1  ) >  et  écrire  successivement  à  sa  droite  les 
(m  —  /i  -h  i)  lettres  qui  n'y  entrent  pas ,  il  s'ensuit  que  le  nombre 
total  des  arrangements  de  m  lettres  /t  à  /i  est  exprimé  par 

A„  =  Art_,  (w  —  «  -h  i). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  d'arrangements  de  m  lettres  2à2,  3à3,4^49*-* 

Faisons  «  =  2,  d'où  //?  —  /i  -f- 1  =  /«  —  1  ;  A^-i  exprime,  dans 
ce  cas,  le  nombre  total  des  arrangements  (2  —  0  ^  (^  —  t)>  ot* 
I  à  I,  et  est,  njir  conséquent,  égal  à  ni  ; 

donc  la  formule  devient         A^  =  A,  {m  —  i)z=  m  {m  —  1). 
Soit  /?  =  3,  d*où  m  —  /i  -f- 1  =  //i  —  2  ;  il  en  résulte 

A3  =  A,(//f  —  2)  =  m  (m  —  i)  (m  —  2). 
Soit  encore  ^1  =  4  >  <^ï*«ù  'w  —  n  -^  i  =  m  —  3;  on  obtient 

A4  =  Ai  (m  —  3)  =  m  [m  —  i  )  (/«  —  2)  [m  —  3). 

Va  ainsi  de  suite. 

N.  B,  —  D'après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale,  on  peut  conclure  que  cette  for- 
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mule  développée  revient  à 

c'est-à-dire  que  A^  est  égal  au  produit  des  n  nombres  consécu- 
tifs,  décroissant  depuis  m  inclusivement  jusqu'à  m  —  (n  —  i)  ou 
(m  —  n-hi),  aussi  inclusivement. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  déduire  de  cette  formule  développée 
celle  du  numéro  précédent,  c*est-à-dire  la  valeur  de  ?„ ,  aussi 
développée. 

En  effet 9  on  a  vu  (n°  144]  que  les  arrangements  deviennent 
des  permutations  lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement  égal  au  nombre  total  des  lettres 
considérées. 

Ainsi,  pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m 
lettres  ;i  à  /i ,  au  nombre  de  permutations  de  n  lettres ,  il  n'y  a 
qu'à  faire,  dans  le  développement  ci-dessus,  m  =zn\oe qui  donne 

n[n  —  i)(fi  —  2)(/2  —  3)...  I. 

m 

Renversant  Tordre  des  facteurs,  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  I,  Tavant-dernier  est  2,  le  précédent  3,. . .,  on  obtient, 
pour  le  développement  de  P„, 

p„=  1 .2.3.4 C'*  — ^){'^  —  *)'*  > 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  consécutif  s ,  compris  depuis  i  inclusivement  jusqu'à  n  inclu- 
sivement. 

147.  T&oisiiME  paoBLÂME.  —  Déterminer  le  nombre  total  €„ 
des  combinaisons  différentes  que  Von  peut  former  avec  m  lettres 
prises  n  à  n. 

Il  est  évident  que,  pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  m  lettres  /i  à  /z,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n  lettres  de  cha- 
cune des  Cj,  combinaisons  toutes  les  permutations  dont  ces  lettres 
sont  susceptibles.  Or  une  seule  combinaison  de  n  lettres  donne  , 
comme  on  Ta  vu,  P„  permutations;  donc  Cn  combinaisons  de // 
lettres  doivent  donner  C„  X  F,,  arrangements  /i  à  /?.  Et,  comme  on 
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a  d'ailleurs  désigne  par  A„  le  nombre  total  des  arrangements^  il 
s'ensuit  que  les  trois  quantités  A^,  P„,  C„  sont  liées  entre  elles  par 

la  relation  A„  =  C^  x  P„  ;  d'où  l'on  déduit  C„  =  ^. 
Mais  on  a  trouvé  (n°  146) 

'A„  =  A„_,  X  (m  —  //  -h  i), 
el(n»  14»)  P„=:P„>,X/i. 

Donc  enfin,    ç^  ^  A,_.  (^;i -/.-f-i)  ^  A„^  ^  a/i -/i  +  y 

P„_, .  n  P„_,  n 

Comme  A„_,  exprime  le  nombre  total  des  arrangements  (/i —  i).^ 
(/?  —  i);  que  P„_,  exprime  le  nombre  total  des  permutations  de 

A  _ 

(n  —  i)  lettres ,  il  s'ensuit  que  — ^  exprime  le  nombre  des  com- 

binaisons  différentes  de  m  lettres  («  —  i)  à  («  -—  i). 

D'après  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,   les 
nombres  de  combinaisons  ?.  à  2 ,  3  à  3 ,  4  ^  4  »  *  •  -  • 

A  _ 

Faisons  /i  =  2  ,  auquel  cas     "     ,  exprimant  le  nombre  des  com- 

binaisons  (2  —  i)  à  (2  —  1),  ou  1  à  i,  est  égala  /w; 

la  formule  ci-dessus  devient    C,  =  w  X ou     — •  • 

2  1 .2 

Faisons  /i  =  3 ,  auquel  cas    """'  exprime  le  nombre  des  combi- 

\                 *  •     1  *            m  (m  —  i) 
naisons  2  a  2 ,  ou  est  égal  a  — ^ ^ 

X    e         1    j     •          ^        m(m  —  i)(/w  —  2) 
la  formule  devient     C3  =  — ^ -^^ • 

i  .2.3 

^  .    .        ,  _,        m[m  —  i)(/7î  —  2)(w  — 3) 

On  trouverait  de  même    C^  =  —- 5—7— 

] .2.3.4 

pour  le  nombre  des  combinaisons  4  à  4  9  ^^^  •  9  ^^  ^^  général , 
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pour  le  nombre  des  combinaisons  /t  à  /i ,  on  a 

m  [m —  i)(w  —  2)(//i  —  3).  .  .(/w  —  /?  H-  i)^ 
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Cn  = 


•*csl  l'expression 


1 .2.3.4«5.  .  .[n  —  \)n 


développée. 


N.  B.  —  Cette  dernière  expression  n'a  aucune  signification 
loi'squ'on  y  suppose  /?  =  i;  et  cela  tient  à  ce  qu'elle  ne  donne  un 
certain  nombi*e  de  combinaisons  inconnu  qu'en  fonction  d'un 
autre  nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé.  Or  les  combinaisons 
les  plus  simples  sont  les  combinaisons  une  à  une  dont  le  nombre 
est  m.  —  Ce  n'est  donc  qu'à  partir  de  /z  =  2  que  la  formule  est 
applicable. 

DÉMONSTRATION    DE    LA   FORMULE    DU    BINOME. 

148.  Pour  découvrir  plus  aisément  la  loi  du  développement 
de  la  puissance  /«'*««  du  binôme  x  4-  a ,  nous  commencerons  par 
observer  la  loi  du  produit  de  plusieurs  binômes  x  -f-  û,  x  -f-  ^, 
a-f-f,ap-|-</,...,  ayant  un  premier  terme  commun ,  et  dont  les 
seconds  termes  sont  différents.  (Cet  artifice  a  pour  but  d'empêcher 
la  réduction  des  termes  semblables.) 

X  -\-  a 


1"  produit x'  -h  « 

b 

X   -\-  c 


X 


ah 


•>n>e 


x^  -+-  a 
-hb 

X  -+-  d 


x'  +  ab 
-+-  ac 
H-  bc 


X   4-  (ibc 


X'  -+-  fl 

-\-b 
-\-d 


X' 


ab 
ac 
ad 
hv 
-Jrbd 
cd 


x"  4- 


abc 
abd 
acd 

-h  bcd 


abcd. 
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Ces  tmiUiplicadons  étant  efTectiiôes  d'après  les  rèj^les  ordinaires 
(le  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  sur  les  trois  produits 
qui  précèdent,  la  loi  suivante  : 

1°,  Par  rapport  aux  exposants,  l'exposant  de  x  est  d'abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d'une  unité  d\in  terme  au  suivant,  jusqu'au  dernier  terme,  oik  il 
est  égal  à  zéro. 

2°.  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  or, 
le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité;  le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à  la  somme  des  seconds  termes  des  binômes;  le 
coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  dif- 
férents de  ces  mêmes  seconds  termes,  multipliés  deux  à  deux;  le 
coefficient  du  quatrième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits 
différents  trois  k  trois.  En  nous  laissant  conduire  par  Va/talogr'r, 
nous  pouvons  dire  que  le  coefficient  d'un  terme  qui  en  a  n  avant 
lui  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  /t  k  n  des  seconds 
termes  des  binômes.  Enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 
des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale, 
sudposons  qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d'un 
nombre  m  de  binômes ,  et  voyons  si  elle  a  encore  lieu  quand  on 
introduit  un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Suit  donc 

or" -4-  Ax^-'-h  Bj:«-*-h  Gr«~'-f- ...  4-  Mx'"-'*^'  +Nx«-"  -+-...  H-  U 

le  produit  de  m  facteurs  binômes  {Nx""'*  représentant  un  terme 
qui  en  a  «  avant  lui,  et  Ma:"""'^*  celui  qui  le  précède  immédia- 
tement). 

Soit  d'ailleurs  j?  -f-  /  le  nouveau  facteur  introduit;  on  a  pour  le 
produit  ordonne. 


.r'-'^'-h  A 


x^-f-  B  |.r-'-'  +  C|a:™--4-.  .  .-f-N 
-h  A/j  +  B/|  -h  î^l 


j-m  —  rt  +  « 


u/. 


Déjà  la  toi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux   coefficients,    i".  .  .  colui    du    premier    terme    est 
r  unité; 
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2**. .  .  A  -I-  /,  OU  le  coefficient  de  j:*,  est  aussi  la  somme  tien 
seconds  termes  des  (m  -f- 1)  binômes. 

3^...  B  est,  par  hypothèse,  égal  à  la  somme  des  produits 
différents  2  à  2  des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes;  A/ 
exprime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes 
des  ///  premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  /; 
donc,  B  -h  A/  est  encore  ia  somme  des  produits  différents  tleiuv  à 
deux  fies  seconds  termes  îles  (m  -+-  i)   binômes, . .  ; 

Et,  en  général ,  puisque  N  exprime  la  somme  des  produits  nkn 
des  seconds  termes  des  m  premiers  binômes,  et  que  M/  représente 
la  somme  des  produits  («  —  i)  à  («  —  i)  de  ces  seconds  termes 
multipliés  par  le  nouveau  second  terme  1,  il  s'ensuit  que  N  -4-  M/, 
ou  le  coefticient  qui ,  dans  le  polynôme  de  degré  (//i  +  1),  en  a  /z 
avant  lui,  est  égal  à  la  somme  des  produits  différents  n  à  n  des 
seconds  termes  des  (m  H-  1)  binômes.  Le  dernier  terme  U/  est 
d'ailleurs  égal  au  produit  des  {m  -\-  \)  seconds  termes. 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit 
d\m  nombre  m  de  binômes.  Test  aussi  pour  un  nombre  {m  -\-  i); 
donc  elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,   dans  le  produit  effectué  de  m 

fadeurs  binômes  jr-+-«,     x  -\-  bj     .r-f-c,     jr-f-r/,  ..., 

on  fasse  a  =z  b  =  c  =z  d,  ,  ,-^ 

l'expression  de  ce  produit  (or  +  a)  (t  -4-  A)  (x  -h  r) . .  . 

se  change  en  (x  -+-  «)•". 

Quant  à  son' développement,  les  coefficients  étant 

a-^b-^c-^d-h .  .  .  ,    ab-^-ac-^ad-^ .  .  .  ,   abc-^abd-^acd-^ . .  .  , 

i®.  Le  coefficient  de  j:^"'     devient     «r  -4-  <ï  4-  «  -f- . . . , 

c'est-à-dire  a  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  lettres  a,  b^  c, .  , ., 
rt  se  réduit,  par  consc'quent,  à  ma, 

2**.  Le  coefficient  de  x*"^  se  réduit  à  «'  -r-  ti^  4-  «'. . .  ou  bien 
à  autant  de  fois  a"-  que  l'on  peut  former  de  combinaisons  diffé- 
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rentes  avec  m  lettres  multipliées  2  à  2,  ou  bien  enfin  (n"  147),  à 


m—  I 
m, a}. 


3".  Le  coefficient  de  jt""^  se  réduit  au  produit  de  a^  mnltipHé 
par  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m  lettres  prises 

-»  .  o         1  •        .         '''  —  i     fn  —  2    , 

3  a  3,  ou  bien ,  a  /n . — 5 —  ar, .  , . 

2  o 

En  général ,  si  Ton  désigne  par  Nx"""  le  terme  qui  en  a  un 
nombre /?  avant  lui,  le  coefficient  N  qui^  dans  Thypothèse  où  les 
seconds  termes  des  binômes  sont  différents,  est  égal  à  la  somme 
de  leurs  produits //  à  /<,  se  réduit,  lorsqu*on  les  suppose  tous 
égaux,  à  a^  multiplié  parle  nombre  des  combinaisons  différentes 
que  peuvent  donner  m  lettres  prises  n  k  n. 

Donc ,  enfin ,  on  a  la  formule 

(.r  -h  <7r  =  X™  -r  max^^'  H-  /«-; a}3f' 

"•     2 

m  —  \    m  —  2    ,        ,  A„_,  (/«  —  /i  -f-  1  ) 

2  2  P„-,  ./ï 

149.  Pour  peu  que  Ton  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  diaprés  laquelle 
un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  coeffi- 
cient précédent. 

Le  coefficient  d'an  terme  de  rang  quelconque  se  forme  en  mul^ 
tipliant  le  coefficient  du  terme  précédent  par  V exposant  de  x  dans 
ce  terme,  et  divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  pré- 
cèdent celui  que  l'on  considère. 

En  effçl,  prenons  le  terme  général,  ""'  ^^  ^  ^^  a^x^-^ 
(on  rappelle  terme  général,  parce  qu'en  faisant  successivement 
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/{  =  2,3,4>'*«9^"  P^u^  ^^  déduire  tous  les  autres).  Le  ternie 

A 

qui  le  précède  d'un  rang  est  évidemment  —=■*  fl"~"'a:*~""^',  car 

■  n— i    . 

^^'  exprime  le  nombre  des  combinaisons  (/i —  i)  à  (n —  i). 

Or  on  voit  que  le  coefficient    ""'  ^ est  égal  au  coefïi- 

A 

cient  -  "^  qui  le  précède,  multiplié  par  (m  —  n  •+■  i),  exposant 

de  a  dans  ce  terme,  et  divisé  par  w,  nombre  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l'on  considère.  C'est  dans  cette  loi,  due  à 
Newton,  que  consiste  principalement  \h  formule  du  binôme.  Elle 
sert  à  développer  une  puissance  particulière ,  sans  qu'on  soit  obligé 
(1  avoir  recours  à  la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  [x  -f-  ay.  On  trou- 
vera, d'après  cette  loi. 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n'offre 
aucune  difficulté,  d'après  les  termes  de  la  formule  générale 
x"  -h  w<m:*~'  + . . . ,  on  multiplie  6 ,  coefficient  du  second  terme , 
par  5,  exposant  de  x  dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit 
par  2 ,  ce  qui  donne  i5  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4»  exposant  de  a: 
dans  le  troisième  terme ,  et  l'on  divise  le  produit  par  3,  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  20;  et  ainsi 
de  suite  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(xH-fl)'*  =  x'^-H  \oaxr^  -^-^Sa^x*  H-  i2oa^j:' -h  2ioa*  j:" 
-h252«*x*-f-  2iOfl*ar*  -h  \7.oa'x^  -\-  45  a*.^:' H-  10  a'' x  4-  fl'". 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algcbiiques. 


a56  CONSÉQUENOKS 

Conséquences  de  la  Jonnule  du  binôme  et  de  la 

théorie  des  combinaisons. 

I  iJO.  Première  conséquence.  —  L'expression  [x  -H  a)"  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a  et  en  x,  il  doit  en  être  ainsi 
pour  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme 
un  terme  de  la  forme  K/z^x"^",  il  en  a  nécessairement  un  autre 
égal  à  Kar^fl"*""  ou  Kfl'»~'*a:".  Ces  deux  termes  y  sont  évidem- 
ment à  égale  distance  des  deux  extrêmes,  car  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque  étant  marqué  par 
Texposant  de  a  dans  ce  terme  ,  il  s'ensuit  que  le  terme  Kfl"x*"** 
en  a  Tz  avant  lui,  et  que  le  terme  Ka'""'»^:"  en  a  m  —  n  avant  lui, 
par  conséquent  n  après  lui  (puis(|ue  le  nombre  total  des  termes  est 
m  -h  i). 

Ainsi ,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d'un  binôme , 
les  coefficients  des  termes  également  distants  des  deux  extrêmes  sont 
égaux  entre  eux, 

N,  B.  —  Dans  les  termes  Ka^o:"""",  Krt"'-'*^:',  les  deux  coeffi- 
cients expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  /i  à  /? 
ct(//f  —  w)  à  {jn  —  /i),  que  l'on  peut  former  avec  m  quantités; 
ainsi  on  peut  encore  conclure  que  le  nombre  des  combinaisons 
différentes  de  m  quantités  n  à  n  est  égal  au  nombre  de  combinai- 
sons  (m  —  ïi)  de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5  à  5  donnent  le  même 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées 
(12  —  5)à  (12  — 5),  ou  7  à  7. 

Cinq  quantités,  combinées  2  à  2,  donnent  le  même  nombre  que 
cinq  quantités  combinées (5  —  2)  à  (5  —  2),  ou  3  à  3. 

151.  Seconde  conséquence,  —  Si,  dans  la  formule  générale 

///  —  1 

(x  -f-  fl)""  =  ^  -4-  max^-^  4-  tn û'ar^"'  -+-  etc., 

^  '  2 

on  suppose     x  =  i ,     «  =  i ,     elle  devient 

.  .  m  —  I  m  —  i    m  —  2 

(  I  -h  ij"  ou  2"  r=r  1  4-  /w  4-  m h  m •  -= h  etc.; 
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c'est-à-dire  que  /«  somme  des  coefficients  des  différents  termes  de 
h  formule  du  binôme  est  égaie  à  une  puissance  de  2 ,  d'un  degré 
marque  par  m. 
Ainsi ,  dans  la  formule  particulière 

la  somme  i  4-5-hio-h  lo-hS-f-  i  des  coefficients  est  égale  a 
2'  ou  32. 

Dans  la  dixième  puissance  (n°  t'id),  la  somme  équivaut  à  2'* 
ou  .1024* 

152.  Troisième  conséquence.  —  Le  produit  de  p  nombrvs  en- 
tiers consécutifs,  compris  depuis  (m  —  p  -♦-  0  Jusqu'à  m  inclusi- 
vement, eit  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers 
depuis  I  Jusqu'à  p;  c'est-à-dire  que  Ton  a 

m  (m  —  i)  {ff  —  2)  (m  —  3) .  .  .  (m  — p  -j-  i  ) 

égal  à  un  nombre  entier.  En  effet,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au 
n*^  147,  que  cette  expression  représente  le  nombre  des  com- 
binaisons différentes  p  ^  Py  qu'on  peut  former  avec  m  lettres. 
Or  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un 
nombre  entier;  donc  Texpression  ci-dessus  est  nécessairement  un 
nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à  rechercher,  de  cette  propriété^  une 
démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  ou  de 
la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois  que  la  question, 
assez  facile  h  traiter  pour  les  premières  expressions 

m  (m  —  î)  m  (m  —  1)  (m  —  2) 

, , 

1.2  I . 2 . J 

offre  plus  de  difHculté  dans  le  cas  général. 


Àig.  B.,   10*  éd. 


9.58  K\TR ACTION    UKS    RACIffF.S 

§  II.    —   Extraction  des  mcines  des  nombres 

particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  et 
de  la  racine  cubique  d'un  nombre  ayant  été  exposés  avec  détail 
dans  notre  Arithmctiqne ,  nous  nous  contenterons  de  développer 
ici  le  procédé  de  Tex traction  des  racines  en  général ,  pi^cédé  qu^il 
sera  ensuite  facile  d'appliquer  aux  cas  particuliers  de  Pextraction 
de  la  racine  4^,  5°, . . . . 

153.  Procédé  de  la  racine  /i'**'  d*un  nombre  entier  {*). 

Désignons  par  N  un  nombre  entier  quelconque;  et  par  n  le  degré 
de  la  racine  qu'on  veut  en  extraire. 

D*abord,  comme  la  «''*•  puissance  de  lo,  ou  lo*,  est  exprimée 
par  l'unité  suivie  de  n  zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de 
n  +  1  chiffres ,  il  s'ensuit  que,  si  N  n'a  pas  plus  de  n  chiffres,  sa 
racine  n'a  qu*un  seul  chiffre;  et  pour  l'obtenir,  il  suffît  de  former 
les  /i'*"'*  puissances  des  dix  premiers  nombres  i ,  2 ,  3, .  . . ,  9,  lo  ; 
le  plus  petit  des  deux  nombres  dont  les  n'*'^*'  puissances  compren- 
dront N  sera  la  racine  demandée. 

Mais  lorsque  N  est  composé  de  plus  de  n  chiffres,  sa  racine  a 
plus  d'un  chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comme  ne  renfermant 
que  des  dizaines  et  des  unités  Or,  en  représentant  par  a  les  di- 
zaines et  par  b  les  unités,  on  a  (n°  148) 

fiz=(a  -hbY  =  rt"  -h  «  n"-'  b  -\-n  "-^^^  «« -'  //'  -4-    .  . , 
^  '  2 

c'est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n''*'  puissance 
des  dizaines,  plus  n/ois  le  produit  de  la  [n  —  i)'^'^ puissance  des 
dizaines  par  les  unités,  plus  une  suite  d^autres  parties  quUl  est 
inutile  d^énumérer. 

Gela  posé,  la  ^/'''"'  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner 

(*)  Potir  bien  coni(ireiidrc  co  procédé ,  il  faut  s'être  déjà  rendii  compt-.^ 
il«ft  procédés  d'eiirnctioii  de  la  racine  carrée  cl  de  la  racine  cubique. 
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d* unités  d*un  ordre  inférieur  ù  T unité  suivie  de  n  zéros,  les/^  der- 

m 

tiiers  chiffres  à  droite  n'en  peuvent  faire  partie;  il  faut  donc  les 
séparer,  et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  rV^'^'  puissance  con- 
tenue dans  la  partie  à  gauche  :  cette  racine  exprime  les  DixàiNBs  de 
U  racine  cherchée  (  *  ). 

Si  cette  partie  à  gauche  renfermait  encore  plus  de  n  chiffres,  on 
serait  conduit  à  en  séparer  les  n  derniers  chiffres  à  droite,  et  à 
extraire  la  racine  de  la  plus  grande  /z'''^  puissance  contenue  dans 
la  nouvelle  partie  à  gauche  ;  et  ainsi  de  suite. 

Règle  générale.  —  Après  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  N 
en  tranches  de  n  chiffres  [\^  tranche  le  plus  à  gauche  pouvant 
cependant  avoir  moins  de /i  chiffres],  on  extrait  la  racine  de  la 
plus  grande  n'**"*  puissance  contenue  dans  cette  première  tranche 
à  gauche;  ce  qui  donne  le  chiffre  des  unités  de  Tordre  le  plus 
élevé  de  la  racine  totale ,  ou  le  chiffre  des  dizaines  de  la  racine 
du  nombre  formé  par  les  deux  premières  tranches  à  gauche. 
Retranchant  la  n'***  puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première 
tranche  à  gauche,  on  obtient  un  reste  qui,  suivi  de  la  seconde 
tranche,  contient  encore  n  fois  le  produit  de  la  [n  —  i )'••»*  puis- 
sance du  chiffre  trouve  (lequel  est  censé  exprimer  des  dizaines) 
par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d^autres  produits.  Mais  ce 
premier  produit  ne  peut  évidemment  donner  d'unités  d'un  ordre 
inférieur  à  io*~';  ainsi  les  [n  —  i)  derniers  chiffres  de  la  seconde 
tranche  n^en  sauraient  faire  partie.  Il  suffit  donc  d^abaisser  à 
c&té  du  reste  correspondant  à  la  première  tranche  le  premier 
chiffre  de  la  seconde;  et  si ,  après  avoir  formé  n  fois  la  (n  —  iy««' 
puissance  du  premier .  chiffre  de  la  racine ,  on  divise  par  ce 
résultat  le  reste  suivi  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche, 
le  quotient  exprimera  le  second  chiffre  de  la  racine,  ou  un 
nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre ,  on  récrira  à  la 
droite  du  premier,  puis  on  élèvera  l'ensemble  de  ces  deux  chiffres 
à  la  n*'^ puissance ,  et  l'on  retranchera ,  si  cela  est  passible,  la 


{*)  Verrez  la  démonstration  de  ce  principe,  pour  la  racine  carrée  et  la 
racine  cubique.  {Arith,,  n»»  178,  101,23®  édition)  ;  vous  généraliserex 
«nsuite. 
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puissance  obtenue,  de  rensemble  des  deux  premières  tranches  (*), 
ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  à  côté  duquel  on  abaissera  le 
premier  chiffre  de  la  troisième  tranche;  puis  on  divisera  le  nombre 
ainsi  formé  par  n/ois  la  (n  —  i)**""  puissance  de  l'ensemble  des 
deux  chiffres  déjà  trouvés  à  la  racine,  ce  qui  donnera  le  troisième 
chiffre  de  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
abaissé  toutes  les  tranches. 

154.  Soit  proposé,  pour  exemple,  d'extraire  la  racine  cinquième 

de  550731776. 

5507.31776  J  5 

3 125  )3i25 

9.3823 

Après  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  à  droite,  du  nombre 
proposé,  on  reconnaît  que  (5)*,  ou  3i25,  et  (6)%  ou  7776, 
comprennent  55o7;  donc  5  exprime  les  dizaines  de  la  racine 
cherchée. 

Retranchant  3i25  de  5507,  on  obtient  le  nombre  2382  pour 
reste,  à  coté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3  de  la  première  tranche 
à  droite,  ce  qui  donne  23823,  nombre  que  l'on  divise  par  5  fois 
la  4^  puissance  de  5,  ou  par  3 1 25.  Le  quotient  est  7;  mais  en 
élevant  57  à  la  5'  puissance,  on  obtient  601692057,  nombre 
plus  fort  que  le  nombre  proposé.  Essayant  56 ,  on  trouve 

(56)*  =  550731776; 

ainsi,  56  est  la  racine  demandée. 
On  obtiendrait  pareillement 


v/ 2090455  =  18,  avec  le  reste  200887; 


V  1 1 1 6791 3618807  =  4^7  exactement; 


V'()l493ï877i33  =  37  exactement. 


(*)  Nous  n^avoiis  pas  besoin  de  dire  que,  si  la  soustractioi  ne  peut  so 
faire,  c'est  que  le  second  chiffre  trouvé  h  la  racine  est  trop  Ibrt  ;  cl  alors 
on  U  diminue  d'une  ou  de  plusiturs  unités,  jiisqu\-)  ce  que  la  soustraction 
puisse  sVffeciucr. 
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155.  Renian/tte.  —  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres , 
comme  496...»  in  racine  peut  s'obtenir  par  une  suite  d'extrac- 
tions de  racines  de  degrés  pins  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications,  observons  que 

{a^y  =r  a=»  X  «'  X  «*  X  «'  =  ûr»-4-3+3+3  =  a^x'  =  «"  , 
et  qu'en  général , 

(fl«)"  =  rt"X«"X«'"Xû'"-  .  .=  rt'"^"(n^  iC). 

Donc,  ia  n'^^*  puissance  de  la  m^^'^'  puissance  d'un  nombre  est 
rga'e  h  la  mn''^  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement ,  ia  racine  mn'*"'  d'un  nombre  est  égale  à  la 
racine n**'^  de  la  racine  m'**'  de  ce  nombre,  ou,  algébriquement,  je 


■n 


dis  que  Ton  a 


Ja  =  V  ^/i. 


"  An  ^ 


Kn  eiïet ,  soit 

devons  les  deux  membres  à  la  n'''^^  puissance ,  il  vient 


iti 


s/a=a'*' 

n 

[car,  d*aprcs  la  définition  d'une  racine ,  on  a  {^Y  =  Â]. 

Élevant  de  nouveau  les  deux  raembr«s  à  la  m''^  puissance ,  on 

obtient  «  =  («'"  )"•  =  «'■*  ; 

mil 

(1*011,  extrayant  la  racine  mn'^"^  des  deux  membres,  ^a  =z  a'  ; 

"  /m  inn  "/ m 

maison  a  déjà       y  \Ja  -^^a'',     donc     v/â  =  y  \/î/. 
N,  £,  —  Comme  (/i*)"  et  (a")*"  donnent  également /i"",  on  peut 


en  conclure  que 


"»  /  n  n  fni 
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On  trouvera  ,  d'après  ce  principe , 


v/256=rv\/256=  v^i6  =  4; 


v/2985984  =  V  v/2985984  =  \/i728  =  12; 


V^i77i56i  =  vV'77ï56i  =  iii 


^i6']çj/&ï6  =  y  vv/1679716  =  vV'^gS  =  V36  =  6- 

iV.  -ff.  —  Quoique  les  racines  successives  puissent  s'extraire 
dans  un  ordre  quelconque ,  il  est  préférable  d*extraire  d  abord  la 
racine  du  degré  le  plus  faible ,  parce  qu'alors  Textraction  de  la  ra^ 
cine  du  degré  le  plus  fort ,  qui  est  une  opération  plus  compliquée, 
porte  sur  un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  chiffres  que  le 
nombre  proposé.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le 
troisième  des  exemples  ci-dessus,  [rofez,  d'ailleurs,  le  premier  N.  B, 
de  ce  numéro.  ) 

Extraction  des  racines  par  approximation. 

156.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 
j^ième  xï^^x  pas  Une  puissonce  parfaite ,  le  procédé  du  n°  155  ne 
donne  que  la  partie  entière  de  la  racine ,  ou  la  racine  à*  une 
unité  près.  Quant  à  la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine ,  elle 
ne  peut  être  obtenue  exactement  ;  car  on  sait  (  Arithmétique ,  n^  150  ) 
que ,  a  et  b  désignant  les  deux  termes  d*une  fraction  irréduc- 


a  /«X" 

tible  T,  ^"et  6"  sont  aussi  premiers  entre  eux.  Ainsi  (  7  )  > 


ou 


û" 


j-f  ne  peut  produire  un  nombre  entier  N  ,    c'est-à-dire  que  y^N 

ne  saurait  être  exprimée  par  un  nombre  fractionnaire  exact  y 

Mais  on  peut  déterminer  la  racine  avec  tel  degré  d'approximation 
que  l'on  veut. 

Soit ,  en  général ,  proposé  d'extraire  la  racine  n'*"*  d'un  nombre 
quelconque,  entier  ou   fractionnaire,  n^  h  une  fraction  près, 
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-:  c'ost-à-dire  de  manière  que  l'erreur  comniisc  soit  moindre 
P 

I 
que  — 

P 
Observons  que  a  peut  se  mettre  sous  la  forme -~.  Si  Ton 

désigne  par  r  la  racine  de  ^/y^"  obtenue  à  une  unité  près,    le 

nombre =— ,  ou  a,  est  alors  compris  entre  —  et  ^ ;  doncî , 


n 


aussi,  ^a  est  compris  entre  les   racines  de  ces  deux    derniers 

nombres,  c'est-à-dire  entre  -  et .  Donc,  enfin ,  -  est  la  racine 

P         P  P 

demandée  à  une  fraction  près,  — 

P 

Rkgle  générale.  —  Pour  extraire  la  racine  n'**"*  d*un  nombrr 

(fiiclconque  à  une  fraction  près  -,  maltipUez  le  nombre  par  p"  ; 

extrayez  du  produit  la  racine  n'***  à  une  unité  près,  puis  divisez  le 
résultat  par  p. 

Nous  renvoyons  ,  pour  les  applications  de  cette  régir  générale  , 
à  notre  Arithmétique  ^  où  nous  avons  exposé  avec  tous  les  détails 
convenables  les  différents  modes  d^'approximation ,  Umt  pour  la 
racine  carrée  que  pour  la  racine  cubique. 

Mais  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  déveld^)pe- 
ments  sur  la  maniore  d'évaluer  en  décimales  les^  expressions 
i^enfermant  des  signes   radicaux  qui  se   recouvrent,    tels  que 


m  Ht  ml 


n 


^à,  etc. 

iiJ7.  Soit  d'abord  pro|)osé  d'extraire  la  racine  sixième  de  23  , 
à  0,0 1  près. 

En  appliquant  à  cet  exemple  la  règle  du  n?  1^6,  il  faut  mul- 
tiplier 23  par  (loo)'',  ou  écrire  douze  zéros  à  la  droite  de  23, 
puis  extraire  la  racine  sixième  du  nombre  réndtant,  h.  une  unité 
près,  et  diviser  cette  racine  par  loo,  ou  séparer  deux  chiffres  dé- 
cimaux sur  la  droite. 
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» 


Mais  on  a  (n'»  1»»),  v/?.3x(ioo)«  =  vV^S  X  (ioo)«.  Ainsi , 
après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  23  X  (loo)"  à  une  unité 
près ,  on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat  ;  puis  on  divisera 
le  nouveau  résultat  par  loo,  ou  Ton  séparera  deux  chiffres  déci- 
maux sur  la  droite. 

6 

On  obtiendra  ainsi  \/23  r=  i  ,69  à  o,  oi  près. 


Prenons,  pour  second  exemple,   l'expression   y^ 29, 437    ou 


v\/29,437  ,  dont  on  demande  la  valeur  à  o,ooï  près. 

Comme ,  d'après  la  règle  du  n"  ltt6 ,  on  doit  multiplier  29,437 
par  (1000)*,  cela  revient  à  supprimer  d*abord  la  virgule ,  puisa 
écrire  /îcw/'zérosà  la  droite  ,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  h  une  unité 
près ,  on  trouve  5426587  ,  nombre  dont  il  faut  extraire  de  nou- 
veau la  racine  carrée  ;  et  Ton  obtient  2329. 


Donc, enfin,  y29^37  =  2,329  à  0,001  près. 

j4iUremcnt.  —  Extrayons  d'abord  la  racine  carrée  de  29,437 

à  0,000001  près;  il  vient  5,425887. 

Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat ,  on  obtient 

4 

2,329;  donc  y/ 29, 437  =r  2,32930,001  près (*). 


Soit  maintenant  proposé  d'évaluer  V5  -+-  3  >/2  à  1,01  près. 

On  pourrait,  i®  multiplier  5 -I-  3  \/2  par  (100)'  ;  2®  évaluer  le 
produit  à  une  unité  près  (  n^  91  )  ;  3°  extraire  la  racine  cubique  du 
résultat  à  une  unité  près;  4°  enfin ,  diviser  ce  nouveau  résultat 
par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  de  la  manière  suivante  : 

D'abord  3  v'2,  ou  /78  évalué  en  décimales  et  à  0,000001  pi'ès, 
donne  pour  résultat  ^^^^oifo^o', 

d'où  5  -h  3  V^  =  9 ,  242640 . 


(*  )  NoiiB  avons  cxpo&é  ,  dans  les  dernières cd liions  do  nolvc  Aii thnn'litf ut; 
une  nictiiodc  plus  abrégée ,   peur  oflccUicr  des   rxlructions  iipprocliècs  de 

r^rhi'-s  cnnrrs  sucocs^ives. 
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Mais  v^g ,  242640  ==  2 ,09  ; 

donc,  enfin , 


V 5  -h  3  V^  =  2,oç)  à  0,01  près. 


5J5 
Prenons  pour  dernier  ejLemple  Texpression  \/— * — p  dont 


V/: 


4  -  V» 

on  demande  la  valeur  à  o ,  i  près. 
D^abord     A^-, revient  (n^'  pi)  ^  ^^3  4- 5  >/'6^ 

4  — v^2  ^        ^  »4 

Or,   i^     20V^,  ou  v^  1200  =  34,641   à  0,001  près; 
2**.       5^6,  onv/i5o    =  12,247  à  0,001  près. 

^^     .  ,         2on/3  +  5v^      46,888      ,  ., 
Ce  qui  donne — 7 =  -î—^-; —  =  3 ,  34q. 

i4  14 


Donc 


. •  /  5s/3  . 

Y  73^  — V3, 349=  1,6  à  0,1 


près. 
(La  valeur  est  ici  approchée  en  plus.) 

$  ni.—  Formation  des  puissances  et  ex  fraction  ries 
racines  des  quantités  algébriques.  —  Calcul  des 
radicaujc. 

Considérons  d'abord  les  quantités  monômes. 

<tf8.  Soit  à  former  la  cinquième  puissance  de  za^b^;  on  a  (n*»  ft) 
(2  a'b^Y  z=  2  «»^>*  X  2  rt'  ^'  X  2  fl=»  ^>'  X  2  «' ^'  X  2  «^^'; 

d'où  l'on  voit,  1**  que  le  coefficient  2  doit  être  5  fois  facteur  dans 
le  produit ,  ou  doit  y  être  élevé  à  la  5*  puissance  ;  2**  que  chacun 
des  exposants  des  lettres  doit  être  répété  5  fois,  ou  multiplié  par  5. 

Donc,  enfin,     (2fl^A')*=  2^  <7^>^^6'x*  =32rt'^6'». 

De  même ,         f  8  z?^  fP  cV  =  8  .<?'><  Z;^^  c  =  5 1 2  ««  //'  r  . 
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Aiosi,  pour  élever  un  monôme  à  une  puissance  d'un  degré 
donné ,  il  faut  élever  le  coefficient  à  cette  puissance  y  puis  miiltipUer 
l'exposant  de  chaque  lettre  par  r exposant  de  la  puissance. 

Donc,  réciproquement,  pour  extraire  une  racine  de  d^ré  quel- 
conque d'une  quantité  monôme,  il  faut,  i®  extraire  la  racine  du 
coefficient;  a®  diviser  l'exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la 
racine.  / 


Ainsi,      sj&^a^'b^c^  =  ^à'bc\      \Ji&a^b'^c'  =  ->.  a^b^c. 

On  voit,  d'après  cette  règle,  que,  pour  qu*un  monôme  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à  extraire ,  il  faut  que 
son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré ,  et  que  les 
exposants  des  lettres  soient  divisibles  par  Texposant  ou  Vindice  de 
la  racine  à  extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie 
Texpression  delà  racine  d'une  quantité  qui  n'est  pas  une  puissance 
parfaite. 

1^9.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monôme;  mais  si  l'on  observe  que  le  carré 
d'un  monôme  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  ce 
monôme,  et  que  toute  puissance  de  degré  pair  2/1  peut  être  re- 
gardée comme  égale  à  la  /î'*'"'  puissance  du  carré,  c'est-à-dire 
que  a"^  =  («')",  on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré 
pair  d'une  quantité,  soit  positive^  soit  négative,  est  essentiellement 
positive. 

Ainsi,  (±2rt^^^c)*  = -+-  i6«"^'-c*. 

Comme  d'ailleurs  une  puissance  de  degré  impair  (2/1  -h  1)  est 
le  produit  d'une  puissance  de  degré  pair  2/1  par  la  première 
puissance,  il  s'ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un 
monôme  est  affectée  du  même  signe  que  le  monôme. 

Donc     (H-4rt'ô)^=-4-64fl«/.»S     (— 4fl'^»)=»=  — 64fl«/^\ 

Il  est  évident,  d'après  cela,  1°.  que  toute  racine  de  degré 
impair  d'une  quantité  monôme  doit  être  affectée  du  même  signe 
que  la  quantité. 


3 


Ainsi  v'  f-8r/'— 4-2r/,  y/^8/i^=^2^^  y/-^32/ï'Vi-=r  -  2</'/^. 
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a".  Qiifi  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  positif  peut 
être  affectée  indifféremment  du  signe  4-  ou  du  signe  —  . 


Ainsi,       v/87?T"=±:3«^\      \/64«"=±2â[^ 

3**.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  négatif  est 
une  racine  impossible  ;  car  il  n'existe  aucune  quantité  qui ,  élevée 
à  une  puissance  de  degré  pair ,  puisse  donner  un  résultat  négatif. 

Ainsi,  ^ — tf,    ^ — 6,    ^ — r,    sont  des  symboles   d'opérations 

inexécutables  ;  ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  y— -a , 

f^b..,{roxezn''W.) 
Considérons  actuellement  les  polynômes. 

160.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  x  +  a 
à  une  puissance  de  degré  quelconque  ;  mais  il  peut  arriver  que  les 
termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d'exposants. 

Soit  proposé ,  pour  exemple ,  de  développer  (2  a'  -H  3  abf  ; 
posons  pour  le  moment  2/1'  =.r,   3ab  :=  y\  il  vient 

(2fl'"f-  '6abf  =  (.r-Hj)^=.r^-t-3j:'j-^  Zxy''-\'  yK 

Remettant  actuellement  2  /i'  et  3 06  au  lieu  de  x  et  de  j,  on  a 

(2fl'-f.3fl^)^  =  (2«'f-h3(2tf')^(3fl^)-f-3(2flr').(3flr^)'+(3rt6)*i 

ou,  effectuant  les  calculs  diaprés  les  règles  du  n°  158  et  de  la 
multiplication  des  monômes , 

On  trouvera  de  méuie 

(4 a'b  —  '^abc^  =  (jc  -h y)*  =  x'  -}- 4-^*/  -*-  6.r^7'  -h  4-^/^4-  /^ 
=  (ia'by  4-  4(4«*^y^  (—  3abc)  4-  6(/ia'by{^3abcy 
-h  4(4  a'b)  (—  3abcY  -h  (~  3  abcy 

=  256 a*b*  —  'jGSa'b* r  -4- 864 «*^' f-  —  432  tr  b' c^ -h 81  a' bU\ 
[Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  ) 
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Soit  maintenant  à  développer  (x-l- / -!-«)';  posons  d'abord 
jc  -h  X  =  fi}  il  vient 

{u  -h  »)'  =  «'  -4-  3  z/*'  -h  3  «'«  -4-  z' , 

ou,  remplaçant  u  par  sa  valeur  x  -^  jr , 

(j:-i-r4-«)'=(^-l-r)'-l-3«(jr4-r)'-H32'(x-h^-)-h2% 

ou  ,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués , 

(X  -|-7-+-z)*=x'-}-3ar'7-l-  3jrr'H-j^^-3x'2  -{-6x/z  -h  3j^'« 

-H  3  .r«*  H-  3  jz'  -h  »'. 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  ttois  termes,  plus  des 
triples  produits  des  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puis- 
sances des  deux  autres ,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes. 
Cette  loi  serait  (n°  86)  facile  à  vérifier  pour  un  polynôme  de  plus 
de  trois  termes. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cube  d'un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  des 
exposants,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner  chaque 
terme  par  une  seule  lettre,  développer,  puis  remplacer  par  leurs 
valeurs  les  lettres  introduites ,  et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 

On  trouvera  par  ce  moyen ,  tout  calcul  fait , 

(2«-— 4  «^-+-3  ^»)^  =  8fl«— 48fl^  ^ -4- 132<7*^'— 2o8a^^»-+- igS/ï»^* 

—  io8ii^*  -I-  27  b^. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  la  puissance 
quatrième,  cinquième,  etc.,  d'un  polynôme  quelconque. 

101 ,  Passons  à  V extraction  des  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P  le  polynôme  proposé ,  m  le  degré  de  la  racine  à 
extraire;  et  concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  descendantes  d'une  même  lettre  a.  Désignons  d'ailleurs 
j)ar  .r  4- j  -f-  3  •+- . . .  la  racine  cherchée,  (jue  Ton  peut  également 
suj>posrr  ordonnée  par  lapport  à  a. 
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En  élevant  jp-f-j-hs-f-..  à  la  //i*'"«  puissance ,  et  regardant 
pour  le  moment ,/  -h  z-^- . .  .  comme  ne  formant  qu'un  seul  terme , 
on  aura 


P,     ou     (j?-f-j -f-z -h.  . .  )*  =  a:'"  H- /wx""'  (j  + JB -h.  , .) 


m  —  I 


Or  il  est  bien  évident  d'abord ,  d'après  les  principes  de  la  mul- 
tiplication algébrique,  que  le  terme  x*"  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  renfermer  un  exposant  de  a  supérieur  à  celui  d'aucun 
des  autres  termes  de  ce  second  membre,  et  ne  peut  se  réduire 
avec  ceux-ci.  Donc  x*"  est  égal  au  terme  de  P,  affecté  du  plus  fort 
exposant  de  la  lettre  a-,  donc,  si  Ton  extrait  la  racine  m'*'^  du. 
premier  terme  de  P,  on  obtiendra  nécessairement  le  premier 
terme  x  de  la  racine- 

Retranchant  x"*  de  P ,  et  appelant  R  le  reste,  on  trouve 

R,      ou      P — x'"=r /wx*"^*  (y  H-i  +  «-+-..  .) 

m  —  I  , 


nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terme  fnx^~^f 
ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet ,  les  termes  j^,  /%/*,.  .  . ,  qui  font  partie  des  expres- 
sions affectées  de  parenthèses,  renfermant  respectivement  un  expo- 
sant de  la  lettre  a  plus  fort  que  les  autres  termes  des  expressions 
correspondantes,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  mx^~-^ y  con- 
tient un  exposant  plus  fort  de  la  lettre  a  que  le  terme  général 
j^m-n yn  (^qx\\.  il  est  d'aillcurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  compai*ant  les  deux  quantités 


^^m-iy       ej       -pw-njr»^ 


2^0  FATEACTION    DKS    RACINKS 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

on  voit  qu Viles  ont  un  facteur  commun,  et  que  des  deux  facteurs 
non  communs,  j:""',  j"~',  le  premier  contient  a  avec  un  plus 
fort  exposant  que  le  second.  Donc  le  terme  mx'^-^jrne  peut  se 
.  réduire  avec  le  terme  en  j:'"~"j",  et,  à  plus  forte  raison ,  avec  les 
autres  termes. 

Ainsi,  le  terme  mx'^~'^  y  est  égal ,  sans  réduction,  au  terme  de  R 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  lettre  a\  et  si  Ton  divise  le 
premier  terme  de  R  par  /Ttjr"^',  on  aura  nécessairement  pour  quo- 
tient le  second  terme/  de  la  racine. 

Retranchant  de  P  la  m'''"'  puissance  de  x  +/i  et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cette  soustraction,  on  démontrera,  comme'prc- 
cédemment  I  que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P  —  («^  H-^)"» 
représente  la  valeur  de  jtix"*"' s.  Ainsi,  en  divisant  ce  premier 
terme  par  mx'"'~\  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi 
de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P  par  rapport  à  Tune  des 
lettres  qui  y  entrent,  extrayez  la  racine  m'*""  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  ;  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine. 
Retranchez  de  P  la  ni'**"  puissance  de  ce  premier  terme;  puis 
écrivez  au-dessous  de  la  racine  trom>éc  m  fois  la  (m  —  i ) '**• 
puissance  de  cette  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme 
du  reste  obtenu;  vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  ra- 
cine. 

Formez  la  m'*"*  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  déjà 
trouvés  à  la  racine ,  puis  soustrayez  de  P  cette  m^''^  puissance. 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m  fois  la 
(m  —  i)"^* puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obtenez 
ainsi  le  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  d^appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  l'ex- 
traction de  la  racine  3*,  4*>  5*'. 
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xV.  B.  —  On  pourrait ,  à  la  rigueur,  se  dispenser  d'ordonner 
(l'abord  le  polynôme  ;  mais  alors  il  faudrait  modifier  Ténoncc  du 
procédé  y  ainsi  qu'on  Ta  fait  pour  la  division.  (  Foyez  le  n"  97.  ) 

Calcul  (les  radicaux. 

16!l.  Lorscjue  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont  on  de- 
mande une  racine  d^un  certain  degré  n^est  pas  une  puissance 
parfaite  y  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opération,  en  faisant  (n®  2] 
précéder  du  signe  \l  la  quantité  proposée»  et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à  extraire. 
Ce  nombre  s'appelle  V  indice  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  subir  à  V expression  radicale  quelques 
simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  à  celui  du  n**  84; 
c  est  que  la  racine  n"^"'  dUtn  produit  est  égale  au  produit  des  ra- 
cines  n***"  des  différents  facteurs. 

En  termes  algébriques , 


sjabcd. .  ,  =  V^  X  V^  X  V^  X  V^.  . .  . 

En  effet,  élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à  la  //''"•♦ 
puissance,  on  trouve,  pour  la  première, 

\^abcd,  . ./   =  abcdy 
et,  pour  la  seconde , 

Donc ,  puis(|ue  les  n*^'**'  puissances  de  ces  expi^essions  sont  égales  , 
les  expressions  doivent  Tétre  elles-mêmes.  {Foxes  n"  167.] 


Cela  posé^  soit  l'expression  ^S^a^b^c^y  qui  ne  peut  être  rem- 
placée par  un  monôme  rationnel ,  puisque  54  n'est  pas  un  cube 
parfait,  et  que  d'ailleurs  les  exposants  de  a  et  c  ne  sont  pa;^ 
divisibles  par  3  ;  on  a 

3      3  J   .1    


a^Z  '  CALCUL    l>BS    RADICAUX. 

De  même,        ^8a^=:  2  v^,      sj^Qa^b^c*  =  2«6'c  s/3ac\ 
fl « « « 

Dans  les  expressions  Sab  ^nac*,  2  sfà^^  2  ab^c  ^3ac\  les  quan- 
tités placées  en  avant  du  radical  y  auquel  elles  servent  de  multi- 
plicateurs ,  sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 

165.  Le  principe  démontré  n^  105  donne  lieu  à  une  autre 
espèce  de  simplification. 

Que  Ton  ait,  par  exemple,  l'expression  radicale  ^4^^*  Comme, 

e a  /  7 

en  vertu  de  ce  principe,  \/4a^  =  y  ^4'*%  ^'  ^^  ^^  quantité sou- 

mise  au   radical  ^  est  un  carré  parfait ,  on  peut  effectuer  cette 
extraction  de  racine  carrée ,  ce  qui  donne 


De  même  ,  v^SGo'ô^  =  ^\'36à'b'  =  y/6âb. 

Mil  "'  /•»  m 

En  général,  ^a**  =  \  ^a"  =  V^;  c'est-à-dire  que,  lorsque 
l'indice  d'un  radical  est  multiple  d^un  certain  nombre  n ,  et  que  la 
quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  n'*'^  exacte,  on 
peut,  sans  changer  ia  valeur  du  radical  ^  diviser  son  indice  par  n,  et 
extraire  la  racine  n'''~  de  la  quantité  sous  le  signe. 

m 

Cette  proposition  est  Tinverse  d'une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  multiplier  l'indice  tfun 
radical  par  un  certain  nombre,  pourvu  que  l'on  élève  la  quan- 
tité sous  le  signe  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce 
nombre. 


m  mn 


Ainsi ,  ^a  =  v/a".  En  effet,  a  est  la  même  chose  que  y^  ; 


donr 


«I  "*/**  mu 


CAf^CDI.    DES    RADICAUX.  2^3 

€e  dernier  principe  sert  à  ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux 
à  avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 

Soient ,  par  exemple ,  les  deux  radicaux  v^.<7  et  ^a  -^  ù  y  que 
Ton  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  Ton  multiplie  l'indice  du  premier  par  4  9  indice  du  second  , 
ei  que  l'on  élève  la  quantité  2a  à  la  quatrième  puissance  ;  si ,  de 
même ,  on  multiplie  Tindice  du  second  par  3  ,  indice  du  premier, 
et  que  Ton  élève  a  -h  b  sm  cube ,  on  ne  changera  pas  les  valeurs 
des  deux  radicaux  ;  et  il  viendra  ,  par  ces  opérations, 


13 


^2-rt  =  ^2*a*  =  \/i6a*,         sj  a-\-b  -=1  V^(« -f-  bf, 

RÈGLE  CETfénALE.  —  Pour  rédiùrc  de  tue  ou  plusieurs  radicaux 
au  même  indice ,  multipliez  l'indice  de  chaque  radical  par  le 
produit  de  tous  les  autres  indices ,  et  élevez  la  quantité  sous  le 
si^e  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce  profluit. 

Cette  règle,  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  suscepKhle  de  modifications 
semblables. 

Soient ,  par  exemple ,  les  radicaux  \/<7,  y/Sli»  ^a"^-^  b\  que 
Ton  veut  ramener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres  ^y  6,  Sont  des  facteui*s  cx>mmuns,  et 
qne  24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il 
suffit  évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6,  le  second  par4f 
et  le  troisième  par  3 ,  pourvu  que  Ton  élève  les  quantités  sous 
chaqne  signe  radical ,  aux  puissances  de  degrés  marqués  respecti- 
vement par 6,  4  <^t  3,  ce  qui  donne 

V'â  =  0? ,      ^5b  =  y/5*T* ,      }/tt' -h  i'  =  ij(a^^b^y. 

Ces  notions  établies,  proposons -nous  dVxécuter  sur  les  radi- 
caux les  opérations  de  TArithmétique ,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  six ,  en  y  comprenant  la  formation  des  puissances  et 
Textraction  des  racines. 

164.  Addition  et  soustraction  des  radicaux.   —  Deux  radicaux 
Jlg,  B.,  I  o^  éd,  ,  8 


2^4  CALCUL    DES    BADICAUX. 

sont  dits  semblables  lorsqu'ils  ont  le  même  indice,  et  que  la  quan- 
tité sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé ,  pour  ajouter  deux  radicaux  semblables ,  ou  pour  les 
soustraire  l'un  de  l'autre ,  il  faut  opérer  simplement  sur  leurs 
coefficients ,  et  placer  la  somme  ou  la  différence ,  comme  coefficient , 
en  avant  du  signe  radical  commun, 

.1  J  3  .1  3  J 

Ainsi ,     3^b  -^  9.^b  =  5^7),      3^b  —  o^yfb  ^=  yjb ^ 

Zasjb  ±ic)jb  =  {3a±:2c)\Jb. 

Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  d'abord  semblables;  mais 
ils  le  deviennent  lorsqu*on  leur  a  fait  subir  les  simplifications  des 
n<*'  162  et  165.  Par  exemple, 

^/iSab'  -i-bsfjSa  z=^b\j3a  -+-  5b\/Jâ  z=gb\/3a; 

^Qa^b  -h  i6/ï*  —  sjb*  -h  2  rtft^  =  9.a)lb-\-^a—'b\Jb-\-7La 


=  {t. a  —  b)^b  -{-ia\ 

6    »  ^ 3    3  % 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables  ,  on  ne  peut  qu'indiquer 
Taddition  et  ki  soustraction ,  en  interposant  les  signes  -h  et  — . 

I6i$.  Multiplication  et  division,  —  Considérons  d'abord  le  cas 
où  les  radicaux  ont  le  même  indice. 


M 


Soit  ya  à  mtdtiplier  ou  à  diviser  par  \/^.  Je  disque  l'on  a 

Il  n  n  n  n  /~ 

)/ây<  s/b  =  sfâb ,     et     s/a  :  \lb  =  i7^  • 


irinr 


En  effet   (n«  162),   si  l'on   élève  )/a  .  v^^   et   ^  h  la  n 
puissance,  on  trouve  également  ab  pour  résultat  ;  donc  ces  deux 
expressions  sont  égales. 


CALCUL    DES    RADICAUX.  2^5 


ti 


De  même,  —   et    v/t  >  éàevés  à  la  «'*'"'  puissance,  donnent 

j]  ainsi  ces  deux  expressions  sont  égales. 

D'où  l'on  voit  que  —  Pour  multiplier  au  diviser  C un  par  Vautre 
deux  radicaux  de  même  indice ,  il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une 
par  l'autre  les  deux  quantités  sous  le  signe ,  et  affecter  le  résultat 
du  signe  radical  commun.  S*il  y  a  des  coefficients,  on  commence 
par  opérer  séparément  sur  ces  derniers. 

Ainsi, 


la 


y/--iii--x-3.v/!îi±iï=-6.y<î:i£i', 


oa  simplifiant ,      = -^ , 


3fl  ^Sa^  ^^b^^a'^c  z=z6ab  ^ 39.a*  c  =  12 a^  b  sj^c^ 


yja^b^-^^b'  _  ^/8b(a'b''-hb')  ^  ^ j^  ( /  "jl^Jl 

V  "TA" 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  de  même  indice,  il  faut  les  y  réduire 
(11°  165),  et  opérer  comme  il  vient  d'ctn*  dit. 

6  M  3  4 


Par exemf^le,         3a^ by<i5b^ 2cz=:  i5 ab ^^8 b^c^- 

168.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  —  Gomme 

nt  m  tH  tn  m 

on  a  (  v^  )"  =  v^fl  X  V^  X  V^û . . .  =  ^«" ,  d*aprcs  la  règle  qui 
vient  d'être  établie  pour  la  midtiplication  ,  il  s'ensuit  que  —  Pour 
élever  une  quantité  radicale  à  une  puissance  donnée ,  il  faut  élever 
n  cette  puissance  la  quantité  sous  le  signe ,  et  affecter  le  résultai 
du  signe  radical  avec  son  indice  primitif.  S*il  y  a  un  coefficient ,  on 
«'lève  séparément  ce  coefficient  à  la  puissance  donnée. 


2^^  CALCUL    DES    RADICAtiX. 

4 4 4  4  

Ainsi,     U^a^y  ==  \/(A^'Y  =  V^'G/i*  =  2fl  v/aS 

Lorsque  l*indice  du  radical  est  un  multiple  de  l'exposant  de  la 
ptiissance  que  l'on  a  à  former,  on  peut  simplifier. 

4  . 

Soit ,  par  exemple ,     ^ia  h  élever  au  carré. 

4  

Remarquons  que  (  n"  t tf  15 )     ^IHi  =  J  J'^â, 

Or,  pour  élever  cette  quantité  au  carré ,  il  suflRt  de  supprimer 

4^ 

le  premier  signe  radical  ;  ainsi  Ton  a  (^20)'  =  \^2«. 

8    

Soit  encore  ^3b  k  élever  au  carré;  celte  expression  revient 

•*  y//B;  donc  Qszy  =  /3Z. 

C'est-à-dire  que ,  si  l'indice  du  radical  est  divisible  par  Vexpo- 
santmde  la  puissance ,  on  peut  effectuer  cette  tlivision,  en  laissant 
la  quantité  sous  le  radical  telle  qu'elle  était ^ 

Quant  à  l'extraction  des  racines ,  il  faut  multiplier  Vindice  du 
,  radical  par  Vindice  de  la  racine  h  extraire ,  et  laisser  la  quantité 
sous  le  signe  telle  qu'elle  était. 


a  /  4 I  i î  /  3^ % 

Ainsi ,  y  \/3r  =  >fZc ;      y  \[Wc  =  \A5r. 


Cette  règle  n'est  autre  chose  que  le  principe  du  n"  1^5  ,  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  même 
degré  que  la  racine  à  extraire,  il  y  a  lieu  à  simplification. 


s/4  4/3 


Ainsi ,  yJSà^  étant  (n"  ISK)  égal  à  y  JSa^  se  réduit  à  y^- 


De  même,     Vv^9«'  =  V\/9«*=  ^3a» 


DK    LA    MULTIPLICITÉ    DES    VALEURS    U^UN    RADICAL.  S^J 


Remarques  sur  les  valeurs  algébriques  des  radicaux.  —  Consé^ 
quences  qui  en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions. 

167.  Les  règles  qui  viennent  d*ctre  établies  pour  le  calcul  clés 
radicaux  sont  fondées  principalement  sur  le  pnncipe,  que  la 
racine  /i''*'  d^in  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit, 
des  racines /z''*^^  de  ces  différents  facteurs;  et  la  démonstration 
de  ce  principe  repose  (n°  162)  sur  ce  que,  si  les  puissances  de 
même  degré  de  deux  quantités  sont  égales,  les  quantités  sont  aussi 
égales.  Or  cette  dernière  proposition ,  qui  est  vraie  en  tant  que 
Ion  ne  considère  que  des  nombres  absolus ,  ne  Test  pas  toujours 
pour  les  diverses  expressions  auxquelles  peut  conduire  TAIgcbre. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  assertion ,  nous  prouverons 
qu^un  même  nombre  peut  avoir,  algébriquement,  plusieui*s 
racines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques-,  plusieurs  racines  qua- 
trièmes,  etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x  Te^ pression  générale  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  a ,  et  par  p  la  valeur  numérique  ou  arithmé- 
tique de  celte  racine  carrée  ;  on  a  l'équation 

or'  =  fl ,     ou     x^  =  /;',     de  laquelle  on  tire     x  =i±  p. 

D*oii  Ton  voit  que,  de  quelque  signe  qu*on  affecte  la  valeur 
arithmétique  /?,  de  la  racine  carrée  de  a,  son*  carré  donne  égale- 
ment a,  résultat  conforme  à  ce  qui  a  été  dit  au  n^  8i*». 

Soit,  en  second  lieu,  x  l'expression  générale  de  la  racine  cubique 
de  A,  et  désignons  par  p  la  valeur  numérique  de  cette  racine;  om 

a  réquation  x^  =za,     ou     x^  =  p\ 

Celte  équation  est  d'abord  satisfaite  par  x  z=z  p. 

Observons  maintenant  que  Ton  peut  mettre  x^  =  p^  sous,  la 

forme  jH  —  p^  =z  o. 

Or  on  a  vu  (n"  51)  que  l'expression  t*  — yy*  est  divisible  par 

z  —  jp,  et  donne  y  pour  quotient  exact,  x'^  -\~px  -h  /?';. 
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réquation  ci-dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

équation  à  laquelle  on  satisfait ,  soit  en  posant 

X — /?  =  o,      d'où     :rz:=p, 
soit  en  posant  x*  -h  p^r  4-  p^  =r  o,     d'où     :r  =r  —  '^  ±^  sT^? 

ou  bien ,  x  =  p\ j . 

Ou  voit  donc  que  ia  racine  cubique  de  a  admet  trois  valeur. 9 
algébriques  différentes,  savoir  ; 


), ..  ,(.1^). 


/.,^,zll±i=?^.  „.  .Y->-v^ 


Soit  encore  à  résoudre  Féquation         x*  =  «     ou     x*  =: p-^ 

{p  désignant  la  valeur  arithmétique  de  y^). 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x'  — p'  =  o; 
or  Texpression        x*  —  /?*  revient  (n"  19)  à  (x*  — /»')  (x'  -+-  /?')  ; 

donc  réquation  revient  elle-même  à       (x'  —  /;')  (x*  -f-  y^^*)  =r  o  ; 
et  Ton  peut  y  satisfaire, 

soit  en  posant  x'^  —  y?-  =  o ,     d'où     x  =  dzp, 

soit  en  posant     x'-^p^=:o,  d'où  x  =z  ±^1^^= +jrj^ — i. 

On  obtient  donc  ainsi,  pour  la  racine  quatrième  du  nombre  /», 
quatre  expressions  algébriques  différentes. 

Proposons- nous  de  résoudre  la  nouvelle  équation 

J76  — //  =r  o. 

Or  x-—// revient  (n"  19)  à  (.r^__^;3)  (^x^^^p^y^ 

îiinsi,  réquation  devient  (x'  — //)  (x'  -h/>')  =  o. 
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Déjà,  l'équation         .r^  — y/  =  o,  résolue  précédcmineut, 


a  donné 


x=z  p     et     X  •=:  p  { ^  I  • 


Considérons  actuellement  Téqnation         jr*  -h/^^  =  o , 

et  observons  que,  si  l'on  remplace,  pour  le  moment,  //par  —  p', 
elledevient  x^  —  p*^=o, 

d*oii  Ton  déduit  .r  =  p'  et  x  =  py ]  » 

un,  remettant  à  la  place  fle/>'  sa  valeur  —^p, 

j?  m  —  p     et     X  =  —  p  \ J . 

Ainsi ,  réquation  -r*  —  />^  =  o ,  et  par  conséquent  la  racine  6* 
de  a  y  admet  six  valeurs  :  //,  a/?,  a'/?,  — p,  —  a/»,  —  a'/?,  en 
posant ,  pour  simplifier, 

a  =  7        a  = • 

2  2 

Nous  pouvons  conclure ,  par  analogie  (ce  qui  sera  d'ailleui's  dé- 
montré par  la  suite,  d'une  manière  plus  complète),  que  toute 
équation  de  la  forme  j:**  —  a  =  o ,  ou  a:"  —  //•=©,  est  suscep- 
tible de  m  solutions  différentes  ;  c*est-€^- dire  que  la  racine //i**'"'" 
d'un  nombre  admet  m  valeurs  algébriques  différentes. 

108.  Première  remarque.  —  Si ,  dans  les  équations  précédentes 
et  les  résultats  qui  leur  correspondent,  on  suppose  comme  cas 

particulier,  a  =z  i ,     d'où    /?  =  i , 

on  obtiendra  les  ruines  carrées,  cubiques ,  quatrièmes ^  etc.,  de 
l'unité.  Ainsi ,  H-  i  et  —  i  sont  les  deux  racines  carrées  de  f  unité; 

car  réquation  j?^  —  i  =  o     donne    x  =r  ±  i . 
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De  même,     -+-  i  ,      > — —  »   sont  les 

•        2  2 

trois  racines  cubiques  de  l'unité ,  ou  les  racines  de  x^  —  i  =  o. 

-f-  I ,  —  1 ,  -H  ^ —  I ,  —  V —  '  >  *ont  les  quatre  racines  qua- 
trièmes de  Tunité,  ou  les  racines  de  jt*  —  i  =  o. 

160.  Seconde  remarque.  —  Soit  y  en  général ,  Téquatioii 

rt  =  o. 


Désignons  |>ar  p  la  valeur  arithmétique  de  la  racine  //i'*"'  de  «  ^ 
ce  qui  donne /?"*  =  «;  Téquation  ci-dessos  devient 

et  si  Ton  pose  jt  =  ^^,  ^^  é^ant  une  nouvelle  inconnue ,  il  en  ré- 
sulte   p^  y"  qp  p*^  =  o  ;     ou ,  en  divisant  par  p^ , 

r*  ^  I  =  o. 

Ce  qui  prouve  que,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  ^i    ou   de 

'  ^ —  I  ,  on  obtiendra  celle  de  \^a  ou  de  ^ —  a ,   en  multipliant/^ 
par  les  différentes  racines  »/'•*"  de  +  i  ou  de  —  i . 

170.  Il  résulte  de  Tanalyse  précédente ,  que  les  règles  du  calcul 
des  radicaux  établies  pour  l'hypothèse  où  Ton  opère  sur  des  nom- 
brcs  absolus  sont  susceptibles  de  quelques  modifications  lorsqu'on 
opère  sur  des  expressions  ou  symboles  purement  algébriques.  C'est 
surtout  quand  on  applique  ces  règles  aux  expressions  imaginaires 
que  ces  modifications  sont  nécessaires ,  comme  étant  une  suite  de 
ce  qui  a  été  dit  au  n"  167. 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  y/ —  a  par  ^ —  a.  La 
règle  du  n°  16^  donne 

V^—  a  X  \/—  a  =  \M-  a^  —±a. 

luette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  que, 

dans  l'expression  \/ — «XV  —  f'f  ^^^  deux  radicaux  comportent 
le  double  signe  db  ;  mais  si  Ton  admet  que  les  radicaux  soient 


DES    VALEimS    O'UN    RADICAL.  28 1 

de  même  signe,  comine  alors  ^  —  «X  v' — ^  revient  à  (y/ — «)% 

et  que,  pour  élever  ^m  au  carré,  il  suffit  de  supprimer  le  ra- 
dical y  on  a  nécessairement 

Soit,  en  second  lieu,  à  former  le  produit  ^ — a  X  V — ^  5  on 
aurait,  d'après  la  règle  du  n°  168, 

Or  yjab=:±p  (n°  i67),  p  désignant  la  valeur  arithmétique 
de  la  racine  carrée  de  ab  ;  mais  je  dis  que  le  véritable  résultai 

doit  être  —  pou  —  ^^y  dès  que  Ton  considère  les  delix  radicaux 

V~tf  et  v' — b  comme  précédés  l'un  et  Tautre  du  signe  -H. 
En  effet,  on  a 

\/— fl  =  V^.  V—  1  et  \f^b  =  \lb-  ^—  I  ; 
donc 

On  trouvera,  d'après  ces  principes,  pour  les  diverses  puis- 
sances de  ^ —  1 9 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s'obtiendraient  en  mul- 
tipliant la  quatrième ,  -*-  i ,  respectivement  par  la  première ,  par 
la  deuxième ,  la  troisième  et  la  quatnème ,  on  retrouverait  encore, 
|)our  ces  quatre  nouvelles  puissances , 
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donc  toutes  les  puissances  de   ^ — 1    forment  des  périodes  do 
quatre  termes. 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  ^ — a  par 

4 4^ 

\j — bj  qui,  d*après  la  règle,  serait  sj-^ab ,  et ,  par  conséquent 

(  n**  167  ] ,  donnerait  les  quatre  valeurs 

4   M  4^ 4 

-h^ab,       — V^»       -\-sfâb*\j — i,       — ^ab  ,^ — 1. 
Mais  pour  déterminer  le  véritable  produit,  observons  que 

4  4  4  4  4  4  ^_^ 

V  —  a:=.\la.  sj — I  ,       sf^b  1=  \fb  •  y  —  1  î 


or 


donc      ^3^  X  '^ZTb  =  ^ .  ^/Zrr. 

Appliquons  les  calculs  précédents  à  la  vériiicatioii  de  Texpres 

sion 9  considérée  comme  racine  de  Téquation 

2 


xr^  —  1=0 


9 


c*est- à- dire  comme  racine  cubique  de  i.  [Voyez  n®  168.) 

D'après  la  formule  (a  +  ^)»  =  «^  -f-  3a'  ^  +  3^^'  -i-  6% 


—  H-V— 3 
on  a 


)■= 


(-i)^  +  3(-i)'.v'-3  +  3(-i).(v/-3)V(V-3X_ 

8 


—  i  +  Sy/— 3  — 3x  — 3  — 3v/— 3_  8  _ 

8  8  ~  '• 


/         3 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur 
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§  IV.  —  Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque. 
—  Notions  générales  sur  les  séries. 

171.  C*est ici  le  lieu  de  faire  connaître  denx  nouvelles  notations 
d'un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  :  ce  sont  les 
exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs  ;  ils  tirent  leur 
origine  des  règles  établies  pour  l'extraction  des  racines  et  la  division 
des  monômes. 
_,  Que  Ton  ait  à  extraire  la  racine  u'*"'  de  a". 

On  a  vu  (n®  itf8)  que,  si  m  est  multiple  de  n ,  il  faut  diviser 
l'exposant  m  par  l'indice  n  de  la  racine.  Mais  si  m  n'est  pas  divi- 
sible par  /i ,  on  convient  d'indiqi\er  l'extraction  de  la  racine  en 
indiquant  la  division  des  deux  exposants.  Donc 

n  m 

yâ"  =  û", 

d'après  une  convention  fondée  sur  la  règle  des  exposants  pour 
l'extraction  des  racines  des  quantités  monômes. 

«  3  4  7 

Ainsi ,  v^  =  a* ,     >Ja'  =  a^. 

De  même ,  que  Ton  ait  à  diviser  a"*  par  /7",  m  et  n  étant  entiers 
et  positifs. 

On  a  vu  (n®  25)  que,  dans  le  cas  de  m  >  /? ,  il  faut  l'etrancher 
l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende;  ce  qui  donne  ri"*'". 

Mais  si  l'on  a  //i<^ /i,  on  convient  de  la  même  notation  a 
pour  indiquer  la  division. 

Soit  p  la  différence  absolue  entre  n  et  m  ;  on  a  alors 


m— « 


«■" 


nz=  m-^py     d'où     --— --  =  a'^-'^-P  =  a^P  ; 

d'ailleurs ,  se  réduit  à  —  par  la  suppression  du  facteur  a''' 

commun  aux  deux  termes  ; 

donc  a-P:=  —  » 

aP 
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V expression  aTP  est  donc  le  symbole  d'une  divisioD  qui  n'a  pu 
s'effectuer  ;  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l'unité  divisée  par 
la  même  lettre  a  affectée  de  l'exposant  p  pris  positivement, 

%  Ainsi,  /i~*  =  -; 9  a""*  =  --• 

a^  a^ 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a  l'avantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d'une  extraction  de  racine  et  d'une  division, 
impossibles  à  effectuer  sur  des  quantités  monômes,  résulte  une 
autre  notation ,  celle  de  V  exposant  fractionnaire  négatif. 

Soit  il  extraire  la  racine  /*''■"  de  —  • 


On  a  d'abord 


-—  =  fl-* j     donc     V  —  =  v^~"*  =  ^   "» 


on  remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  ])ar  un  exposant  frac- 
tionnaire. 


m  NI 


Les'expressions  a" ,     a-i* ,     «    "  ,  sont  donc,  d'après  des  con- 
ventions fondées  sur  les  règles  précédemment  établies ,  des  notations 


équivalentes  à     \/«*y   "Â'  V"*»* 


Ainsi,  Ton  peut,  suivant  les  circonstances,  remplacer  les  pre- 
mières par  celles-ci ,  et  réciproquement. 

Comme  dans  le  discoui^s ,  aP  s'énonce  a  puissance  p ,  p  étant  un 


m  fit 


nombre  entier  positif ,  de  même,  par  analogie,  a'^  a'P,    a    "  , 

s  énoncent  :  a  puissance  —,  a  puissance  — py  a  puissance ^ 

ce  qui  a  engagé  les  algébristes  «\  généraliser  le  mot  puissance.  [Mais 
il  serait  peut-ctre  plus  convenable  de  n'employer  que  les  dénomi- 

m                                                 m 
nations  a  exposant  —,  exposant  — p ,  exposant ,  en  consa- 
crant uniquement  le  moi  puissance  à  désigner  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  égaux  à  un  nombre  donné,  [rojrcz  le  n®  16.)] 
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172.  Ces  notions  sur  l'origine  et  la  signification  des  quantités 
affectées  d'exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons 
démontrer  que  le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celui  des  quantités  affectées  exclusivement  d*ex- 
posants  entiers  et  positifs. 

1  3. 

Multiplication,  —  Soit  d'abord  a^  à  multiplier  par  a^  ;  je  dis 
qu'il  suffit  Rajouter  les  deux  exposantSy  et  que  l'on  a 

i         1         — H-—         — 
En  effet,  on  a  vu  (n°  171)  que 

donc  â^  X  «"*  =  sfâ^  X  \/â»  ; 

ou  bien,  effectuant  l'opération  d'après  la  règle  du  n**  1G3, 

m  p 

Soit,  généralement,  «    "à  multiplier  par  ai\  je  dis  que  l'on  a 

__  «  />  m      p  np  —  mq 

En  effet,     a    «  =  y  ^« »     ^ ,  =  y/^p.  ^j^jj^ 

_^iii  p  "  /   I  y  "^/a'*^  nq itp~mq 

a   ■Xfl^=y  ^  X  V^  =  y  ^  =  ^a'^P-"^  =  rt"»ï~. 

Ainsi ,  rp^/e  générale,  pour  multiplier  l'un  par  l'autre  deux 
monômes  affectés  d'exposants  quelconques,  il  faut,  pour  chacune 
des  lettres,  ajouter  les  deux  exposants;  c'est  la  règle  déjà  établie 
n"  16 ,  pour  les  quantités  affectées  d'exposants  entiers  et  positifs. 
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En  outre,  ces  calculs  se  réduisent  à  de  simples  opérations  sur  les 
fractions ,  opérations  avec  lescfuelles  nous  sommes  déjà  familia- 
risés. 

175.  Remarque,  —  Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions,  à  considérer  des  quantités  affec- 
tées à^exposants  incommensurables.  Or  les  règles  que  nous  venons 
d'établir  pour  le  cas  où  les  exposants  sont  corn mensu râbles  sem- 
bleraient devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas  d^exposants 
incommensurables;  mais  observons  qu'un  nombre  incommensu- 

rable,  tel  que  sJZ  j  \î^  y  est,  par  sa  nature ,  composé  d'une  paitie 
entière  et  d'une  partie  d'unité  qui  ne  peut  être  exprimée  exacte- 
ment, mais  fionl  il  est  possible  d'approcher  autant  que  Von  veut; 
en  sorte  que  l'on  peut  toujours  concevoir  le  nombre  incommensu- 
rable remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n'en  diffère 
que  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée  ;  et  en 
appliquant  les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incom- 
mensurable, il  faut  sous-entendrc  qu'on  les  applique  au  nombre 
fractionnaire  exact  qmi  le  représente  approximativement.  En  dé- 
finitive, dans  les  applications  numériques ,  on  ne  peut  se  former 
l'idée  d'un  nombre  incommensurable  qu'en  le  supposant  remplacé 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  en  exprime  une  valeur  plus 
ou  moins  approchée  ;  et  cette  approximation  n'a  pas  de  limite^ 

Ainsi,  nous  pouvons  conclure  ({ue  les  règles  précédentes  sont 
applicables  au  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles 
te  sont  même  ,  par  extension ,  aux  exposants  imaginaires. 

Application  de  la  formule  du  binôme  à  l* extraction  des  racines  par 

approximation. 

174.  Puisque  l'on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quel- 
conques les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs,  il  est 
assez  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  sert  à  dé- 
velopper la  m'''^*  puissance  d'un  binôme  (m  étant  un  exposant 
entier  ot  positif) ,  |^nt  également  servir  lors<]ue  m  est  un  exposant 
fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C'est,  en  effet,  ce  que  les  ana- 
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lystes  ont  reconnu;  et  ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences 
importantes,  tant  pour  V extraction  des  racines  par  approxi- 
motion  y  que  pour  le  développement  des  expressions  algébriques 
en  séries. 

Nous  renvoyons ,  pour  la  démonstration  générale  de  cette  for- 
mule 9  au  n°  182  y  et  nous  allons  dès  à  présent  en  montrer  Fusage 
dans  révaluation  approchée  des  racines  de  degré  quelconque  des 
nombres  particuliers. 

Mais  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  trans- 
formation . 

Reprenons  cette  formule 

et  mettons  le  facteur  x'^  en  évidence  dans  le  second  membre. 
On  obtient 


(jr-4-  û 


/                 a            ni  —  I     û-  \ 

)«  1=  -r*  (  I  -t-  /7i  . \-  m  •  —  H-     ■  . 

'  \  X  2         x'  / 


ou,  posant  m  =  -  i  [x  -^  u)^  =  y/x  H-  «  = 


n 


I  I  1 

1  1 2 

\     a       \     n  a^        \    n  n  a^ 


I  H h- 


a  -  •  i    •    —^     il       •  •  • 


n     X       n        2        x"*       n        2  3         x* 

n 


(') 


OU  bien  encore,  six  -h  a 

1 1         \     a      \   n  —  la'       \     n  —  12/1  —  'fl\       \ 

\  /I      X        «       2/1         X'        U         2/î  3/1  X'  / 

Si  Ton  voulait  former  un  nouveau  ternie ,  il  suffirait  évidem- 

3/1  —  I  a        .     , 

ment  de  nuiltipher  le  quatrième  par  —7 et  par  -,  puis  de 

changer  le  signe  ;  et  ainsi  de  suite. 

175.  Cela  posé ,  soit  à  extraire  la  racine  cubique  de  3i. 
Le  plus  grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27 ,  faisons  ,  dans  la 
Alg.  B.y  lo'^éd.  19 
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formule  (1) ,  /z  =  3 ,  â:  =  27 ,  et  a  =r  4 ,  ce  qui  donne 


il  vient 

W         /        i     4        I     1     16        I     1    5      64  \ 

V3.  =  3^1-+- 3. -^3.  3. —  +  3.  5. --^^3 j; 

OU  bien ,  en  effectuant  les  calculs , 

27       2187       53i44ï 

Le  terme  suivant  s'obtiendrait ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus , 

_  .  ,.     ^     820  3/î —  la  24  1 

en  multipliant  -z^  ,,  •  par  — -, .  - ,  ou  par  tç  .  -^  ,  et  chan- 

^         53i44i  4^*        ^  3     27 

,     .  .  ,  256o 

géant  le  signe ,  ce  qui  donnerait  —   .      .^ —  • 

On  trouverait  de  même ,  pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 

256o  Ln  —  I    a  256o  11        4  ii264o 

43046721  5/7      X      4^^46721       i5      27       17433922006^ 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série ,  et 
réduisons  en  décimales.  Nous  obtenons  d*abord  , 

Pour  les  termes  additifs , 

3  ==  3,00000 

27  '  ^       )=        3,14875, 

320  ^ 

=  0,00000 


53 144 I 
et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs , 

=  —  0,00731 


2*^7  '  J=- 0,00737. 

256o  /, 

=  —  0,00000 


4304672 

3^ 

Doi)c  ^57=       3,i4i38. 
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[Nous  prouverons  tout  à  Pheiire  que  ce  résultat  est  exact  à  moins 
de  0,00001  près.] 

176.  Remarque.  —  Lorsque  I^expression  d'un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  sdite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont 
en  décroissant  indéfiniment,  on  conçoit  qu'en  général ,  plus  on 
prend  de  termes  dans  la  série ,  plus  on  approche  de  la  vraie  valeur 
du  nombre  proposé.  Si ,  en  outre ,  on  suppose  que  les  termes 
soient  alternativement positf/s  et  négati/ji,  on  peut,  en  s'arrélant  à 
un  terme  de  rang  quelconque ,  déterminer  d'une  manière  pré- 
cise le  degré  d'approximation  obtenu. 

En  effet ,  soit  une  suite  indéfinie  de  termes , 

a  —  b  -h  c  —  d  '\-  e  — f-^  .  .  . , 

dans  laquelle  on  suppose  que  a,  6,  c,  dy , .  .  sont  des  nombres 
absolus  décroissants;  et  désignons  par  x  ta  valeur  numérique  de 
cette  série. 

Je  dis  d*abord  que  cette  valeur  est  comprise  entre  deux  sommes 
consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 

Car  prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a  —  b  -\-  c  —  d  -h  e  — y,     et     a  —  b  •+•  f^  —  d~\-  e  — /"-f-  g. 

Considérons  la  première,   et  observons  que  les  termes  qui 

suivent  — f  sont  -f-g  —  /<,  4-^  —  /,  -h..«;  majs  puisque  la 
série  est  décroissante,  les  différences  g  —  /i ,  k  —  /, . . .  sont  des 
nombres  positifs;  d'où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  com- 
plète de  jc,  il  faut  ajouter  à  la  somme  a  —  b  -h  c  —  d-{~  e  — f 
un  certain  nombre  positif. 

On  a  donc 

a  —  b  -k-  c  —  r/-f-ff  — y  <C  ^• 


Quant  à  la  seconde,  les  termes  qui  suivent  -^g  sont  —  /i  +  X- , 

—  /  4-  /w...  ;  or  les  différences  — h  -4-  /• ,  —  /  +  /»,...  sont  néga- 
tives; d'oii  l'on  voit  que,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  or,  il  faut 
ajouter  à  la  somme  a  —  b  -^c  —  d  -^  e  — /"-f-  g  une  quantité 
négative,  c'est-à-dire  diminuer  cette  somme. 

»9- 
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Ainsi  Ton  a  a  —  A-l-r  —  d  -\- e  — f  -^  S^  ^' 

Donc  ;c  est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Conséquence,  —  La  valeur  numérique  de  la  différence  entre  ces 
deux  sommes  étant  g,  il  s'ensuit  que 

L'erreur  commise  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes 
pour  la  valeur  de  x  est  numériquement  moindre  que  le  terme  qui 
vient  après  celui  auquel  on  s'est  arrêté» 

Ainsi,  dans  Tapplication  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs  ,  et  allslht  en  décroissant  ' 
ù  partir  du  second ,  on  peut  en  conclure  que  la  valeur  numérique 
de  la  somme  des  cinq  premiers  termes 

4     *9  L   ^^^      2660 


27   2187   53i44i   4^046721 

3    

diffère  de  y/Si  d*une  quantité  moindre  que  la  valeur  du  6°  terme, 

1*  .  /       --!-•'     1  %         II 2640  ^  - 

que  1  on  a  trouve  (  n**  17o)  vua\  a   — y^^ — -^ 7'  Or  celte  frac- 

'  V  y    b         17433922005 

tion  est,  d*après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de 


1 00000  ^ 


donc  ^37  =  3, i4i38  à  0,00001  près:  ce  i\\\e  Ton  pourrait  véri- 
fier par  le  procédé  ordinaire,  mais  par  des  calculs  plus  laborieux 
que  les  précédents. 

t77.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi- 
mativement la  racine  «'''"•  d'un  nombre  entier  N  par  le  moyen 
des  séries  : 

Décomposez  N  en  deux  parties  p**  H-  q ,  p  étant  la  racine  de  N 
obtenue  à  une  unité  près  (n^  ^^5) ,  et /ai  tes,  dans  le  développement 


de  ^x-^-  a  (n®  I7i$) ,  x  z=z  p'*,  a  =  q.  Effectuez  les  calculs,  en 
vous  arrêtant  au  terme  dont  le  suivant  soit,  d'après  son  inspection  , 
inférieur  à  l'unité  de  l'ordre  décimal  qui  détermine  l'approxima- 
tion ;  convertissez  en  décimales  tous  les  termes  dont  vous  avez  tenu 
compte ,  et  opérez  la  réduction  des  termes  tant  additifs  que  sous- 
trac  tifs. 
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Celle  méthode  n'est  avantageuse  qu'autant  que  --  est  une  frac- 

P 

tioD  assez  petite;  car  autrement  les  termes  de  la  série  ne  dimi- 
nueraient pas  très-rapidement,  et  il  faudrait  un  grand  nombre  de 
termes  pour  donner  le  degré  d'approximation  désiré  ;  ce  qiii  en- 
traînerait dans  de  longs  calculs. 

On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes 
les  fois  que  Ton  a  />*'<C7;  car  alors  -,  ou  -^,  est  plus  grand 

que  l'unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  -,  qui  augmentent 

X 

de  plus  en  plus   numériquement ,  à  mesure  que  le  degré  de  la- 
puissance  augmente. 

Soit,  par  exemple,  56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
3»è«#.  J2-J  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56  y  on  aurait 

,,    ,        flf  2Q 

^  a:        27 

€t  les  termes  de  la  séiie  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (nous- 
ne  parlons  pas  des  coefficients,  qui  sont  des  fractions  peu  diffé- 
rentes de  l'unité). 
Mais  observons  que  Ton  peut  aussi  décomposer  56  en  64  —  B, 

ou  4^  —  8;  or  ^-7  ou  5  est  une  assez  petite  fraction. 

04       o 

D'un  autre  côté,  si,  dans  l'expression  de  y^o;  +  ^  (n^  ^^^)y  on 

remplace  /i  par  —  « ,  il  vient 

"/ -/         ifl         \    n  —  lû'       \    n  —  12/î  —  \    a}  \ 

V'ar— fl=a:"(  i .  — — ■- — 5 —  ._—... 

\        n  X        n     un     x^      n      2n         on       a^  ) 

Posant  donc  x  =  64  >  a  =r  8 ,  on  obtiendra  une  série  de  termes 
qui  décroîtront  rapidement. 

A  la  vérité,  tous  les  termes,  à  l'exception  du  premier,  sont 
négatifs;  et  l'on  ne  peut  appliquer  à  la  série  ce  qui  a  été  dit 
(n*»i76)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d'approximation  que 
donne  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors  on 
lient  compte  d'un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  qu'on  soit 
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bien  assuré  que  Tensemble  des  termes  négliges  n*influe  pas  sur 
Tordre  décimal  auquel  on  veut  arrêter  Tapproximation. 
On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

s  & 

V^39     =  v^32    -+-    7  =  2,0807     à  0,0001     près; 


v65     =  \/64    -f-    T  =  49O2073  à  0,00001   près; 

4  4 

^260  =   v/256  -h  4  =  iyO\S53  à  0,00001   près; 

7  7 

V108  =  v'128  —  20  =    1,96204  à  0,00001  près  (*). 

178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme,  —  Cette 
Yormule  sert  aussi  à  développer  les  expressions  algébriques  en 
séries. 

Soit ,  pour  premier  exemple,  l'expression  -^  ;  on  a 


I  —  % 


m—\ 


•  •  * 


y 


Posons ,  dans  la  formule  (ar-ha)'"  =  x'"-h  max 
j€=iy  a  =  —  z,  m  =  —  1;  il  vient 

(l-8)-=I-l.(-»)-l.~'j~'-(-8)i 

—  I  —  I       —  1  —  2      ,  . 

-'•— i 3 (-')'■■■' 

ou ,  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d'un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  —  , 

(l  —  Z)~'  =Z  =  1    -^-  2  -I-  z'  -I-  33  _^  2*  -f-  Z*.  .  .  . 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la 
division  algébrique  (  n"  26). 


^  *  )  Vojcs  \v  11^'  o  (k»  la  piemière  iiolc  placée  à  la  fin  du  G^  chapitre. 
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2 

Soit  encore  l'expression r     ou     2(1—  a)-^ 

On  a ,  en  développant  (i  —  2)  "S 

•    2(1  — z)-^  = 

ou  effectua  ut  les  calculs  et  réduisant , 

a(i  —  2)-=»  =  2(i-h32-h6z'-4-ioa^-h  i5z<H-. . .). 


Prenons ,  pour  dernier  exemple,  la  quantité  sj7.z  —  z%  qui  re- 
vient à  ^22  (  I j  • ,  et  développons  (  i y" 

En  posant ,  dans  la  formule  [x  -\-  a)""  =.  x'^ -^  max'^^^  -f- . .  . , 


z  1 

x  =  i,      a  = ,     /w  =  ^,ona 

2  <3 


^)*= 


donc 


V57:r^- v^23^.-.g.-^2'-g^z3-etc. 


Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Notions 

sur  les  séries  récurrentes. 

179.  Les^lgébristes  ont  inventé,  pour  le  développement  des 
expressions  algébriques  en  séries,  une  autre  méthode  qui  est,  en 
général,  plus  simple  que  celle  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui 
tirailleurs  est  beaucoup  plus  féconde ,  en  ce  qu'elle  s'applique  à 
«les  expressions  d'une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  celte  méthode,  nous  nous 
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proposerons  de  développer^  l'expression  —, -p-  ,    en  une  série 

qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Il 

est  visible  que    ce   développement  est  possible;   car     ^       ., 

revient  à  a  (a'  -\-  b'x)-^  ;  et ,  en  appliquant  la  formule  dn 
binôme,  on  obtiendrait  une  suite  de  termes  procédant  snivant 
les  puissances  ascendantes  y  entières  et  positives  de  x.   Posons 


donc 


a 


a 


7-=  A  +  Bj?-|-Ca:'-hDx^-t-Ejr*-f  Fx*4-  ..  .,    (i) 


Ay  B,  G,  D,...  étant  des  coefficients  fonctions  de  a^  a! ^  b' ^ 
mais  indépendants  de  x-,  coefficients  quMl  s'agit  d'ailleurs  de 
déterminer ,  et  que ,  par  cette  raison ,  Ton  appelle  coefficients 
indéterminés,  (Cette  dénomination  est  impropre  :  d'après  le  sens 
attribué  jusqu'ici  au  mot  indéterminé ,  il  vaudrait  mieux  dire 
coefficients  h  déterminer  ;  mais  nous  nous  conformerons  à  l'u- 
sage.) 

Pour  parvenir  à  la  détermination  de  ces  coefficients ,  chassons 
le  dénominateur  de  l'équation  (i);  ordonnons  par  rapport  à  x,  et 
transposons  le  terme  a  :  il  vient 


o  = 


Afl'  -h  B«' 


-_  ^y  4_  A6'       -f-  Bb' 


x-hCa' 


Cb' 


Db' 


(^) 


Remarquons  maintenant  que ,  si  Ton  suppose  les  valeurs  de 
Ay  B^  Cy  D, . . .  convenablement  déterminées,  l'équation  (i)  doit 
se  vérifier,  quelque  valeur  que  l'on  donne  hx\  ainsi  il  en  est  de 
même  de  Téquation  (2). 

Or,  lorsqu'on  suppose  x  =  o,  celle-ci  devient  o  =  Aa'  —  a  , 


d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  A  , 


a 

^  =  7'- 


.     Il 


A  étant  égal  à  —, ,  quand  on  a  .r  =  o ,  doit  conserver  la  même 


a 


valeur  loi-squc  x  est  quelconque  ,  puisque  A  est  indépendant  de  jt. 
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Ainsi,  quel  que  soit  x,  Téquation  (2)  se  réduit  à 


^97 


G  = 


B/i' 

-hAb' 

ou ,  dWisani  par  x, 


k<3 


Dfl'   x' 


-hCb' 


(3) 


G  =: 


X' 


Cette  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 

faisons  x  =  o  ;  il  en  résulte  Ba'  4-  Kb'  z=z  o  ; 

d*oi!i  Ton  tire 


B  =  — 


Aè' 


a' 


^.            „       a              b'             ab' 
ou  bien ,     B  =  -7X 7  = 77 


Comme  B  doit  conserver  cette  même  valeur,  quel  que  soit  x^ 
supprimons  dans  (3)  le  premier  ternie  Ba'  +  kb'  qui  s*anéantit 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  îl  vient 


o  = 


Bb'  -h  Cb' 


X' 


Faisons  de   nouveau  x  =  oj   il  en   résulte    Oj' -f- B^' =  o 
d'où  Ton  déduit 


Bb'  ,,  ^  ab'  b' 

C=  — -^,      oubien,     C=-.  — X-^ 


ab' 


a 


'3 


On  trouverait  de  même .  .  . . 


Dfl' -h  C/^' =  o , 


doù 


D  =  — 


ab'^ 


ab 


/j 


—  j      ou      D=:-^X ;  = TT' 

n  a^  a  a^ 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'un  coefficient  quelconque  se  forme 

au  moyen«du  coefficient  qui  précède,  en  multipliant  celui-ci  par 

-\  ainsi,  I  on  a 


a 


a 


n 


ab' 


ab'' 


ab 


r-. 


ab'' 


a'-^b'x        a'        /?''  a''  n'* 


•  ■  •  ■ 
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180.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent,  on 
voit  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  consiste  en  ce  que, 

Si  une  équation  de  la  forme  o  =  M  -h  No:  -h  P*'  -h  Q^  -h .  . . 
(M ,  N ,  P, . .  .  étant  des  coefficients  indépendants  de  x)  doit  se 
vérifier^  quelque  valeur  que  l'on  donne  àXy  il  est  nécessaire  que 
chacun  des  coefficients  soit  séparément  égal  à  o. 

En  effet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  x,  dès 
qu'on  parvient  à  les  déterminer  d*aprcs  des  hypothèses  particu- 
lières faites  sur  j:,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent 
lorsqu'on  suppose  x  quelconque.  Or,  en  faisant  o;  =  o ,  on  trouve 
M  =r  o  ;  et  réquation  se  réduit,  après  la  division  par  x,  à 

o  =  N  -f-  Pj:  4-  Qx*  -+-..-; 

faisant,  dans  cette  nouvelle  équation ,  x  :=  o,  on  trouve  N  =  o; 
etJ'équation  se  réduit,  lorsqu'on  a  divisé  par  x,  à  o=P-|-Qx-h..  ; 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  séparément 

M  =  o,     N  =  o,      P:=o,     Q  =  o, .... 

Ce  principe  s'énonce  encore  d'une  auti^  manière  : 
Si  une  équation  de  Informe 

a  -h  bx  -h  cx^  -h  dx^  -h-  .  -=  a'  -h  b' x  -^  c' x^  -^  d' x^ ,  .  . 

doit  être  vérifiée,  quelque  valeur  que  Von  donne  à  x,  les  termes 
affectés  dune  même  puissance  dans  les  deux  membres  sont  res- 
pectivement égaux. 

En  effet,  après  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le  se- 
cond membre,  l'équation  est  de  même  forme  que  ci-dessus;  d'où 
l'on  déduit 

«'— «^o,      b'  —  ^  =  0,     c'  —  r  =  o, ..., 

et,  par  conséquent, 

a*  =z  a  y      b'=iby      c'=:c,      d'  =  dy,.,. 

On  donne  (n"  42)  le  nom  d'équation  identique  i\  toute  équation 
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dont  les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à  une  certaine  lettre, 
et  qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à  cette 
lettre  9  afin  de  la  distin(ruer  d*une  équation  ordinaire,  c'est-à-dire 
(l'une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs 
attribuées  à  cette  lettre. 

181.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exige  encore 
que  Ton  connaisse  à  priori  la  forme  du  développement  par  rap- 
port aux  exposants  de  x.  Ordinairement ,  on  suppose  que  le  dé- 
veloppement procède  suivant  les  diverses  puissances  ascendantes , 
entières  et  positives  de  x ,  à  partir  de  la  puissance  af*  ;  mais  quel- 
quefois cette  forme  n'est  pas  convenable ,  et  la  suite  des  calculs  le 
Cait  reconnaître. 


Soit,  par  exemple,  à  développer  Texpression 


3  x  —  X- 


Posons 


3*  —  X 


-  =  A4-Bj:-f-Cx«4-Dx»-+-...; 


en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant ,  on  trouve 


o  =  —  I  +3Aa?-t-3B 

—     A 


j:»4-3C 
—    B 


ar^4-3D 
—    C 


X      -f^   •  •  •> 


* 

d'où  l'on  devrait  conclure  (n°  180) 

—  i=o,       3A:=o,       3B — A=:o,.... 
Or  la  première  équation  —  i  :=  o  est  absurde ,  et  indique  que 
la  forme  ci-dessus  ne  convient  pas  à  l'expression 


Zx  —  x 


•   Mais 


en  mettant  cette  expression  sous  la  forme  -  X  ~ 5  et  posant 

X  o  — ^  «17 


-  X  ^^—  =  -(A-HBx-hC.r'4-Dx -h...), 

X  à — X  X  ' 


«n  obtient ,  toute  réduction  faite  , 


o  = 


3AH-  3B 
-    I   —    A 


x-^3C|.r'-h  3D 
—    Bl      —     C 
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ce  qui  donne  les  équations 

3A  — i=o,       3B — A  =  o,       3C' — B  =  o,..., 

(Foù  Ton  tire  successivement 

A=:^,     B=-,     C=— ,      D  =  j^v 
3  9  27  01 


Donc 


X  —  x^       X  \i       9  27  01  / 


ou  bien, =  -j?~'-4--x"h x'  -+--5^  ^-  •••> 

3x  — X»       3  9  27  10 

c'est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression 
un  terme  afTecté  d\in  exposant  négatif. 

182.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés. 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  de 
la  formule  du  binôme,  fondée  sur  cette  méthode. 

Afin  de  simplifier  les  calculs ,  nous  remarquerons  d'abord  que 

[x-^aY  peut  se  mettre  sous  la  forme     j:'"  (  i  -h  -  j   • 


a 


Si  Ton  pose  -  =  j,  et  qu'on  développe  (i  -h  ^)*' ,  il  suffira  en- 


or 


suite  de  multiplier  ce  développement  par  jr",  puis  de  remplacer  y 

j)ar  -  \  et  Ton  obtiendra  le  dévelop)>eraent  de  (a-  4-  «)". 

[Celte  transformation  a  pour  objet  d'éviter  dans  le  calcul  les 
puissances  a:'",  j: "•"',...  du  premier  terme  j:.] 

Ceci    admis ,    soit   d'abord    m   égal  à    un    nombre    positif  - 

(7  pouvant    étj'e  égal  à   i,  ce  qui  donne  le  cas  de  Pexposant 
entier). 
Posons 

p 

(i  ^-r)'=r  r-HAj  -h  B/» -+- C/-^ -f- Dr*  4-.  •  . .        (t) 
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[On  est  conduit  à  donner  cette  forme  au  développement,  par  la 
formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant  que, 
pour  /  =  G ,  le  premier  membre  se  réduit  à  i  ;  d'où  il  suit  que 
la  partie  indépendante  de  /,  dans  le  second  membre,  doit  être 
égale  à  I .  ] 

Pour  déterminer  les  coefficients  Â,  B,C,D,...,  remplaçons, 
dans réquation  (i),  j  pars;  elle  devient 

F_ 

(i  -h  2)^  =  i-HA«-f-Bz»-hCz3-f-Dz*4- (?>) 

[ A,  B ,  G, .  . .  ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus , 
puisipuls  sont  indépendants  de  toute  valeur  attribuée  k  y\ 
Retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre ,  on  trouve 

(i-Hj^)^-(»H-*)^"=À(/~3)4-B{j^=-z')  )     (3) 

Faisons,  pour  le  moment ,  (  1  -f-  /)?  =  /« ,    (  i  -h  z) *  =  «s     ^^e  qui 
donne     1  -H/  =  «^ ,  1  -j-  z  =  (^  ;     d'où     y  —  z  =  «î  —  cî  ; 
l'équation  (3j  devient  alors 

«i'-irf'  =  A(r-«)-HB(/'-z^)-4-C(/^-z*)-+-D(/*-z«)4-...,  (4) 

ou,  divisant  le  premier  membre  par  ui  —  t^ ,  etle  second  par/ — z , 
qui  est  égal  à  «?  —  «^ , 

uP'-vP      A(j— z)  +  B(/'— z')4-C(r'— z^)+D(/*-- z«)-h... 
«î  —  i>f  y  —  2 

Or ,  d'après  le  théorème  (  n°  51  ) ,  uP  —  vP  est  divisible  par  u  —  p; 
et  Ton  obtient  pour  quotient  correspondant , 

De  même ,     tii  —  v^  \  h  —  p    est  égal  à 

I^ï-i  4-  ,v,7-'  -f-  (►'  «7-3  4-  .  .  .  -f.  ,.7-'. 
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D'un  autre  côté ,  y  —  3,  j'  —  zV,  j=^  —  «S  7*  —  «'»•••» 

divisés  par  y  —  z ,  donnent  aussi ,  pour  quotients  respectifs, 

ainsi,  inéquation  (4)  revient  à 

' —  =  A-hB  (  r-4-z)4-C(  r'-H  ra-h*^) 

Faisons  maintenant  /  =r  z ,   d'où  Ton  déduit  ur=zç  [d'après  les 

.équations  {i-f-j)î=tt,     {i  +  z)»=p]; 

.                           ;>.«/»-'  p   uP 

on  a ,  pour  le  premier  membre  , ou     -•■-;• 

r 
Si  l'on  remet  à  la  place  de  up  sa  valeur  ('-+-/)''  ou 

1,-1-  Xy  -4-  B  j'  -4-  C^^  -h . .  . ,  et  à  la  place  de  a?  sa  valeur  i  -h  7, 
ce  premier  membre  devient  encore 

;?    H-A^H-Bj^-hC^^-f-... 
D'ailleurs,  le  second  membre  se  réduit  à 

A  -f-  2B7  -h  3C7'  4-4i>r'4--  •  •; 

on  a  donc  la  nouvelle  équation 

D    n-Ajr-f-Br'-l-Çr'-f-Dy-+-...        .        ^        o^         /.^   , 

^ ^ — ^^-p^ ^ =  A-^2BJ^-3Cr'+4  D/^4-..., 

<l*où  ,  chassant  le  dénominateur  1  -H  j,  et  effectuant  les  calculs , 
^-f--- Aj4--B7'-h^.Cr=-|-^.  Dj*-f-...= 


A4-2B 
A 


r-H3c 

4-2BJ 


y'  +  ^iy 
3C 


r'  -+-  5  E 

4D 


7* 


Comparant  (n"  180)  les  deux  membres  de  cotte  équation  idrn- 
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tifjue ,  on  obtient  les  égalités  suivantes  : 

-  =  A,  ou  A  =  ^; 

9  r 

I  \  ^(--) 

^A  =  2B-|-     A,2B=rA(^--iJ;     donc  B  =  — ^^^ '- 


2  ' 


^B  =  3C-l-2 


B,   3C  =  B(^  — 2j;     donc     C=  — ^?^ — ^; 

^C=4DH- 3C,  4D=C(^  — 3):     donc    D=    -^, — ^: 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  des  coeflicients  successifs  est  manifeste. 
Soient  N  le  coefficient  qui  en  a  /i  avant  lui ,  et  M  celui  qui  le  pré- 
cède ;  on  aurait  évidemment 

M  (^- 71  4-1^ 


^M=rN/i-f-(/i—  i)M;     d'où 

q  « 

En  reprenant  la  démonstration  précédente,  on  s'assurerait  facile- 
ment qu'elle  s'applique  au  cas  où  Ton  a  ^  =  i ,  c'est-à-dire  au  cas 
où  l'exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m  est  égal  à  un  nombre  fractionnaire  néga- 

tif ,  —  -9  on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment; 

iDais,  parvenu  à  Téquation  qui  correspond  à  l'équation  (4)> 
savoir 

on  remarque  que 

_  _  I  \        vP  —  uP  uP  —  vP 

«/»        vP  uP  çP  iiPpP 

Ainsi ,  en  divisant  le  premier  membre  par  tti  —  p?,  et  le  second 
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par  y  —  z ,  qui  est  égal  à  a^  —  p?,  on  a 

iifvP     «î  —  ^  y  —  z 

ou,  supprimant  le  facteur  ii  —  f  et  le  facteur  j  —  «, 

""  lif^  '  «?-'  -h  t'a?-'  +-  .  .  H-  c»7-»  —  A  -+■  «  (r  +*)-!-...; 
faisant  ensuite  ^  =  z,     d'où     ic  =  r,     on  obtient 

_j..'Pîîf::=_^.i:''=A+2Br+3cj'+.... 

Le  reste  du  calcul  est  absbiument  semblable  à  celui  du  cas  précé- 
dent. 

Maintenant,  puisque  l'on  a,  quel  que  soit  m, 

(l  -h  7)"=   1    -+-//!/ -f- /7I  r    -+-   .  .  .   , 


remplaçons/  par  -  et  multiplions  par  j:*";  il  vient 


-j    ,  ou  (x -t- fl)"  =  j: 


m  —  I 


Ainsi  la  formule  du  binôme  esc  démontrée  généralement. 

183.  Des  séries  récurrentes.  —  Le  développement  des  fractions 
algébriques  rationnelles  diaprés  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés donne  lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière  con- 
nues sous  le  nom  de  séries  récurrentes^. 

Nous  avons  déjà  vu  (n®  179)  que  l'expression  -; -n-  a  pour 

a        ab'          ab"    ,        ab''    , 
développement  7.  —  ^^  "^  "^-^   -  ^^  -^- ' 

série  dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédent , 

b' 
en  multipliant  celui-ci  par -,x. 

Cette  propriété  n  est  pas  particulière  à  la  fraction  proposée; 
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elle  appartient  à  tontes  les  fractions  algébriques  rationnolles,  et 
elle  consiste  en  ce  que , 

Toute  fraction  rationnelle  en  x  ,  réduite  en  série ,  donne  lieu  à 
une  suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  à  la  somme  algébrique 
d'un  même  nombre  de  termes  précédents,  multipliés  respectivement 
par  certaines  quantités  constantes,  pour  toute  l'étendue  de  la  série. 

L'ensemble  des  constantes  par  lesquelles  on  doit  multiplier  un 
certain  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un  terme  quel- 
conque ,  s'appelle  V échelle  de  relation  de  la  série. 

b' 
Dans  la  série  précédente ,  V échelle  de  relation  est >  •  -^  » 

et  la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

c.  V  ^    I'     I                    '  •    I»             •              a  -h  bx  -^cx^ 
Soit  a  développer  en  série  lex pression  —, j-, ; — 

a  ■+•  bx  -4-  cx^ 

Posons-; n T-. 77— =A4-BjF4-Cr*4-Dx3  +  E.r<H-..,, 

a'-\'b'x'{'C'x^'\-d'x^ 

cl*où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


0  = 


Ka'  -+-  B/^r' 


x-^Ca' 
-i-B^' 
Ar' 
c 
ce  qui  donne  les  équations 

ka' —  «  =  o , 


X' 


Dû' 

Cb' 
Bc' 

-{-  kd' 


X' 


4-D^' 
Ce' 
Br/' 


X 


a 


d'où      A  =  -7 . 
a' 


l^^kb'—b  =  o. 


B=: .k-h-^b 


^ab'-hba' 


a' 


a 


fi 


b'  c'  1 

Cfl'-hB6'-f-Ac'—  6=o,C= 7B 7A-f--7^, 

a'  a  a 


ou 


€  = 


ab""  —  ba'  b*  —  aa'^  +  ca'  ' 


a 


'•x 


d' 


D«'H-C6'+Bc'-f-Ar/'=ro,  D  = ;C ;B rA, 

a  a  a' 


Efl'-f-D^'-4-Cc'-HBrf'  =  o,  E  = 


b' 


D 


a 


c  ^       d'  ^ 
-C--7B, 
a'  a 


Alg,   /?.,   lO*'  éd. 


ao 


3o6  îvoriojfs 

D'où  Ton  voit  que  les  trois  prcniiers  coefficients  s'obtiennent 
<rabor(l  sans  ancimc  loi;  mais,  i\  partir  du  quatrième,  chaque 
coefficient  se  forme  de  la  somme  des  trois  coenicients  qui  le  pré- 

cèdent 9  multiplies  respectivement  par ;, 7? ^,  savoir  : 

pour  le  coefficient  qui  précède  immédiatement, pour 

celui  qui  précède  de  deux  rangs,  et  —  —  pour  celui  qui  précède 

de  trois  rangs  ;  ainsi  les  coefficients  A ,  B ,  C ,  D , . . .  forment 
déjà  entre  eux  une  série  récurrente  dont  V échelle  €lc  relation  se 


compose  de  ^-  _,  —  ~y,  --  -^  j 


Il  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coefficients ,  que  le  qua- 
trième terme  de  la  série,  Do:*,  est  égal  à 

.  Cx»  — ^  Bar» ;  Ax, 

a  a  a' 

y    ^  ^    c^     ^     d' 

ou  bien  «  1  ^  '  ^•^'  —  — 7  ^' .  B.r  —  — 7  x^ .  A . 

'  a  a  a 

On  a  de  même,  pour  le  terme  E.r', 

-Dx* ;Cj:' rBjr«, 

a  a  a 

ou  bien ,  7  x .  D.r' r  Jr^  Co.' x .  B  jt: 

a  a  a 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  chaque  terme  de  la  série  demandée,  à  partir  du  qua- 
trième ,  est  égal  à  la  somme  des  trois  termes  précédents ,  multiplié» 

respectivement  par  I ^x,  — —0:% 1  ^  ]' 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A-hB.r4-Cj:%  unies 
obtient  en  remplaçant  A,  B,  C,  par  leurs  valeurs  obtenu 4.» 
ci- dessus. 
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184.  On  divise  les  séries  récurrentes  en  différents  ordres;  et 
l'ordre  5'estime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former 
un  terme  quelconque. 

Ainsi,  l'expression  -7 rr  donne  lieu  à  une  série  récuh*enle 

^  fl    -h  O  X 


du  premier  ordre ,  dont  l'échelle  de  relation  est x, 

a 

L'expression  — ; -n r~,  donnerait  lien  à  nne  série  récur- 

rente  du  second  ordre ,  dont  l'échelle  de  relation  serait 


( 


b'  c'     , 


La  série  obtenue  dans  le  numéro  précédent  est  du  troisième  ordre. 
En  mènerai ,  une  expression  de  la  forme  —, — -n ; ! 

donne  naissance  à  une  série  récurrente  du  /i'"'^'"'  ordre  y  dont  l'échelle 

(h*  c'  A'     ^ 

a'  a  à'     J 

§ 

N.  B.  —  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x  soit  moindre  au 
numérateur  qu'au  dénominateur.  S'il  en  était  autrement ,  il  fau- 
drait d'abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  x,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient 
entier  par  rapport  à  x ,  plus  une  fraction  semblable  à  la  fraction 
ci-dessus. 

...        .,  „             .         I  — X  — 3x'4-4x^H-x* 
Ainsi ,  soit  lexpression --2 . 

X*  -+-  4-g^  —  3x»  —  x-hi  J  —  3?^  -H  3x''  ~  5 JT  -h  2 

-J-  7  j^  —  8  jr'  -H  X  J  —  X  —  'j 

-h  i3x'  —  34^ -h  i5. 

En  eflTectuant  la  division ^  on  trouve  pour  quotient,  —  x  —  7, 
et  pour  fraction  complétant  ce  quotient, 

i3x^  —  34-3pH-i5  i5  —  34^-+-i3jc' 

5  ou 


—  jr*-4-3.r*  —  Sx-j-a  2  —  5x-h3jc' — x- 

20. 


3o8  l>ÈS    PROGRRSSroXS 

La  propriété  énoncée  au  n<^  IA5  souffrirait  d^ailEeurs  des  mo- 
difications ,  si  le  numérateur  était  d'un  degré  plus  élevé  que  le 
dénominateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries,  qui  offrent 
pitisieurs  questions  intéressantes  à  résoFudre. 


CHAPITRE  VI. 

Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes, 


Ce  nouveau  chapitre  se  lie  nalureileinent  à  celui  qui  précède, 
tant  parce  que  le  premier  paragraphe  a  pour  objet  l'examen  des 
propriétés  de  deux  espèces  de  séries ,  que  parce  qu'il  oRlre  une  ap- 
plication immédiate  de  la  théorie  des  exposants  d'une  nature 
quelconque  ;  il  complète  aussi  les  connaissances  algébriques  abso- 
lument indispensables  pour  l'étude  de  la  Trigonométrie  el  de 
l* Application  de  l' Algèbre  a  la  Géométrie. 

§  I**.  —  Des  Progressions  par  différence  et  des  Pro- 
gressions par  f/uotienf. 

Progressions  par  différence  (*). 

18».  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique) 
une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède ,  ou 
en  est  surpassé ,  d'une  quantité  constante  que  Ton  appelle  raison 
ou  différence  de  la  progression. 


(*)  Quoique  la  plu(>art  des  propriétés  relatives  aux  pro{;rcssions  par 
différence  et  par  quotient  aient  été  développées  dans  noire  Arithmétique , 
nous  croyons  devoir  les  reproduire  ici ,  afin  de  présenter  un  ensemble  com- 
plet de  ces  propriétés. 


IPAR    DIFFÊRF.NCE.  SOQ 

Ainsi  9  soient  les  deux  suites 

1,     4î     7»   ïo>   i3,   i6,    ig,  22,  25,..., 
6o,  56y  52,  4^,  44'  4^7  ^>  ^^'  28,.... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison 
est  3,  et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison 
est  4. 

Désignons  9  en  général ,  par  a ,  ^ ,  c  ,</,«,/*,...  les  termes  d^une 
progression  par  différence  ;  elle  s'écrit  ainsi  : 

r  a  .  b  ,  c  ,  d  .  e    f.g.h.i.km^*, 

cl  devrait  s'énoncer  :  Comme  o,  est  hh  ^h  est  à  Cy  c  est  à  à  ^  à  est 
à  e,.. .;  mais  on  dit  simplement,  nestàh  est  à  c  est  àdest  àe»,.. 
C*est  une  suite  à'équi différences  continues ,  où  chaque  terme  est 
à  la  fois  conséquent  et  anlécédent ,  à  Texception  du  premier  qui 
n'est  i\\\  antécédent  y  et  du  dernier  qui  n'est  que  conséquent, 

188.  Appelons  /*  la  raison  de  la  progression ,  que  nous  suppo- 
serons croissante  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était  décrois- 
Simte,  il  suffirait  de  changer  r  en  —  r  dans  les  résultats.) 

Cela  pose.,  on  a  évidemment,  d'après  la  définition  de  la  pro- 
gression , 

i»=r«H-r,     c  =:  ^ -f- /•=  rt -H  2r,      ^=  c -h  r=  fl -+- 3r,  ...  ; 

et ,  en  général ,  un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier, 
plus  autant  défais  la  raison  qu'il  y  a  de  termes  avant  celui  que  l'on 
considère. 

Ainsi ,  soient  /  ce  terme  et  n  le  nombre  total  des  termes ,  jusqu'à 
celui-ci  inclusivement  ;  on  a  pour  ce  terme  gêné/ al, 

/=«4-(«  — i)r.  (i) 

En  effet ,  soit  fait       /i=:i,  2,  3,  4v9 

on  retrouve  successivement  tous  les  termes  de  la  progression. 
Si  la  progression  était  décroissante ,  on  aurait ,  au  contraire , 

l  z=  a  —  (  «  —  I  )  /'. 
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La  formule  (i  )  sert  à  iroiiver  un  terme  de  raog  quelconque ,  sans 
qu'on  soit  obligé  de  déterminer  d'abord  ceux  qui  précèdent. 
Ainsi ,  pour  trouver  le  5o«  terme  de  la  progression 

fi  .4*7  •  '^-  *^*  '^'  '9-"> 
on  fait         /î  =  5o  ,     ce  qui  donne     /  =  i  -H  49  •  ^  ==  '4^* 

187.  Une  progression  par  différence  étant  donnée ,  on  peut  se 

proposer  de 

Déterminer  la  somme  d*un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  ^  a  .  b  ,c  ,  d.  e  . /,,  .î ,  A  .ly  prolongée  jus- 
qu'au terme  /  inclusivement  ;  désignons  par  n  le  nombre  des  termes, 
et  par  r  la  raison 

Remarquons  d'abord  que ,  si  x  désigne  un  terme  qui  en  a  ^  avant 
lui ,  et  j  un  terme  qui  en  a  /?  après  lui,  on  a  ,  d'après  ce  qui  vient 

d  être  du,  les  égalités       {  . 

d'où  Ton  déduit ,  en  les  ajoutant , 

ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression  , 

La  somme  de  deux  termes  i/uelcoaques  pris  à  égale  distance  des 
extrêmes  est  égale  h  la  somme  des  extrêmes  ;  on  bien  encore ,  les 
deux  extrêmes ,  et  deux  termes  pris  à  égale  distance  de  ces  extrêmes , 
forment  une  équidiffercnce  ^  dans  l'ordre  où  ils  sont  écrits. 

Ceci  admis  ,  écrivons  de  la  manière  suivante  la  progression  au- 
dessous  d'elle-même ,  mais  dans  un  ordre  inverse  : 

r  a  .  b  .  c i  .  fi  ,  i , 

'-  l  .  k  .  i c  .  b  .a. 

Appelons  S  la  somme  des  termes  tic  la  progression  proposée  ; 
2 S  sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions ,  et  Ton  aura, 
en  réunissant  les  termes  par  colonne  verticale  , 
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im  bien  ,  roiniiic  loutes  \vs  parues  a  -i-  ly  ^  -i-  X  ,  r  H-  ',..  . ,  sonl 

égales  et  en  nombre  «  ,  2  S  =.-  (  «  -h  /)  //  ; 

ilonc,  enGn, 

cV'Si- à-dire  que  La  somme  des  termes  €i* une  progression  par  dij[fê~ 
n/ice  est  égaie  au  produit  de  la  somme  fies  extrêmes  muitipiiée par 
la  moitié  fia  nombre  ilcs  termes. 

Si ,  dans  cette  formule ,  on  remplace  /  par  sa  valeur  a  -H  (  ^ —  i  )  ''9 
on  obtient  encore 


g_[2fl-i-(/»  —  l)/-]lt^ 


mais  la  pi^emière  expression  est  la  plus  usitée. 

(\ppLicjkTioifs.  —  On  demande  la  somme  des  5o  premiers  termes 
fir  la  progression  7  2  .  g .  16 .  23  .  3o. . . . 
On  a  d*abord  ,  pour  le  5o^'  terme, 

/=:2-h  49. 7  =  345; 

donc  8  =  ^^'^^^^^'^^=:  347x25  =  8675. 

On  trouverait  de  même,  pour  le  loo*-'  terme, 

'=24-99.7=695; 
t-( ,  [ïouv  la  somme  des  100  premiers  termes, 

188.  Les  formules  (  1  )  et  (2)  renferment  cinq  quantités  ^a^r^n^l 
et  S,  et,  par  conséquent,  donnent  lieu  à  ce  problème  général  : 

Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant  données,  déter- 
miner les  deux  autres. 

Ce  problème  se  subdivise  en  autant  de  problèmes  particuliers, 
«pie  Ton  peut,  avec  5  lettres,  former  de  combinaisons  différentes 
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2  à  7.,  OU  3  n  3.  Or  on  a  oblonii  (  n"  147  ) ,  pour  ces  nombres  dv 
ronibinaisons, 

m  (m  —  I )  ru  [m  —  « )  ( w  —  ^ } 

2  2.3 

5x4 

Faisant,  dans  ces  formules^  m  =  5,  on  trouve ou   lo ,  et 

5x4x3 

-^ ou  1  o  ;  d'où  Ton  voit  que  5  lettres ,  combinées  trois  à 

^  •  o 
troii,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5  lettres  com- 
binées deuxk  deux.  [Ce  résultat  s*accorde  avec  la  conséquence  i\\\ 
n"  ItfO.l 

Ainsi ,  le  problème  ci-dessus  se  subdivise  en  lo  problèmes  parti- 
ruliei'S ,  dont  voici  les  énoncés  : 

Étant  donnés,        i".  ^,   r,   /i,  trouver  /  et  S; 

2".  n^   r,    /,  «  et  S  ; 

3".  rt,   /',  S,  «  et    /  ; 

4".  (ly   n ^   l^  r  et  S  ; 

5".  rt ,  // ,  S ,  r  et   /  ; 

6**.  /7,    /,  S,  r  el  «  ; 

•j'\  r^n^ly  r<  et  S  ; 

8*'.  r,   «,  S,  /i  et    /; 

9".  r,     /,  S,  a  et  /i  ; 

lo".  /i,    /,  S,  rt  et  /*. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu ,  puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  /  et  S  en  fonction  de  ^/ ,  r,  n.  Quant  aux 
suivants ,  leur  résolution  n*offre  aucune  difficulté  ;  mais  nous 
engageons  les  commençants  ù  les  traiter  successivement,  cet  exer- 
cice étant  très-propre  à  les  familiariser  avecla  résolution  des  équa- 
tions du  premier  et  du  second  degré  ;  car  [il  est  bon  d'en  faire  la 
remarque],  bien  que  les  quantités /?,  r,  //,  /et  S  ne  soient  affectées 
d'aucun  exposant  dans  les  deux  formules,  on  est  cependant  con- 
duit à  résoudre  une  é(|uation  du  seoind  degré  lorsc|ue  /<  et  ;? ,  ou 
bien  /  et  // ,  sont  inconnues;  parce  que  ces  quantités  entrent  à  la 
fois  dans  les  deux  équations ,  et  s(»nt  multipliées  entre  elles  dans  la 
seconde . 


\ 
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iV.  B.  —  Il  est  iùsi*  d'expliquer  pourquoi,  dans  ces  deux  pro- 
blèmes, la  de  ter  mi  nation  de  ciiacune  des  inconnues  doit  dépendre 
(IVne  équation  du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 

7  II. 9. 7. 5. 3.1.  —  I  .  —  3.  —  5.... 

On  voit  que  la  somme  des  trois  premiers  termes ,  aussi  bien  que 
la  somme  des  neuf  premiers,  est  égale  à  27.  Donc,  si  Ton  donnait 
a=  II, r=  —  2,S  =  27,et  qu'on  demandât  /  et  « ,  on  devrait 
obtenir  les  deux  systèmes  l  =z  'j,  n  =  3,  et  /  =  —  5,  «  =  9  ; 
donc  la  détermination  de  /i,  par  exemple,  doit  dépendre  d'une 
équation  du  second  degré. 

189.  Nous  nous  bornerons  à  résoudre  le  quatrième  problème  : 
c'est  le  cas  où , 

Connaissant  a ,  n  ct\j  H  s'agit  de  déterminer  retS. 

l  —  a 
La  formule       i=:a'\-{n —  i)r     donne     r  = 

cl  la  formule  S  =  • —  fait  connaître  immédiatement  S. 

2 

De  la  première  expression ,    r  =r ,  on  déduit  la  solution 

n  —  I 

(le  cette  question  : 

Insérer  entra  deux  nombres  donnés  sl  et  b  un  nombre  m  de 
MOYENS  uiFFÉREKTiELs.  (  Ou  appelle  aîusi  des  nombres  compris 
entre  aeib  y  et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  diffé- 
rence.) 

Pour  résoudre  celte  dernière  question ,  il  suflit  de  déterminer 
la  raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  ftinnule  ci-dessus,  /par  b, 
cl  n  par  {m  ■+■  2),  cjui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des 

b  —  a  b  —  a 

lermcs,  on  trouve     r= ^      ou     r  =z 9 

7/1  -j-  2  —  I  m  -h  î 

c'est-à-dire  que  ///  raison  de  la  progression  clicrcliée  s 'obtient  en 
divisant  la  dijfé renée  des  deux  nombres  donnés  a  et  h  par  le 
nombre  des  termes  ti  insérer,  plus  uw. 


n  —  I  ' 
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La  raison  une  fois  oblenuc,  on  forme  le  second  lernic  de  la 
progression ,  ou  le  premier  moyen  différentiel ,  en  ajoutant  r  on 

au  premier  terme  a  ;  le  second  moyen  s'obtient  en  aug- 
mentant celui-ci  de  r;  et  ainsi  de  suite. 
Soit  à  insérer  12  moyens  différentiels  entre  12  et  77. 

77  —  i^       65       ^  .   .  , 

On  a     /•=  ■- — « —  =  —  =  5,     ce  qui  donne  la  progression 

T  12 .  17  .  22.  27  .  32  .  37  ...  .72  .  77. 

Conséquence.  —  Si ,  entre  les  termes  consécutifs  d* une  progres- 
sion par  différence  ^  considérés  deux  à  deux  y  on  insère  un  m^inc 
nombre  de  moyens  différentiels ^  ces  termes  et  les  moyens  différent 
tiels  réunis  ne  forment  qu'une  seule  et  même  progression, 

Kn  effet,  soient  7  «  .  A  .  c  .  ^f .  <? ./...  b  progression  pro|K>séey  m 
le  luunbre  des  moyens  à  insérer  entre  a  et  6,  entre  ^  et  c,  cet  J, .. .. 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera ,  diaprés  ce  qui . 

b  —  a         c  — b         d  — '  c 

vient  d'être  dit,  exprimée  par ?      »     7  •  •  •  ? 

■  *^      w  -h  I        //?  H-  I        wi  -i-  I 

quautités  toutes  égales,  puisque  ^i,  6 ,  r, . . .  sont  en  progression: 
ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  par- 
tielles; et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première  est  le 
même  que  le  premier  terme  de  la  seconde ,  et  ainsi  de  suite ,  on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique. 

100.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes: 

Première  question.  —  Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombre 
fies  termes  d'une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  6 , 
le  dernier  terme  i85,  et  la  somme  2945. 

[Rf'ponsc,  Premier  terme  =  5,  nombre  des  termes  =  3i .] 

Seconde  question.  —  Insérer  entre  deux  quelconqtws  des 
termes  de  la  progression  f2.5.8.il.i4..'>  neuf  moyens 
diffé/vnticls. 

[  Réponse,  Raison ,  ou  r  =:  o , 3.] 
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Taoï&iÈME  QUESTION.  —  Trouçcr  le  nombre  d* hommes  contenus 
dans  un  bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  est  i ,  le  second 
est  2,  le  troisième  estZ^  et  le  n'*'"'  est  n.  En  d'autres  termes,  trvuver 
l'expression  de  la  somme  des  nombres  naturels  1,2,  3, .  .  .  ,  de^ 
puis  I  jusqu'à  n. 


Réponse.       8=  — ^ 


Quatrième  question.   —    Trouver  la  somme  des   n  premiers 
termes  de  la  progression  des  nombres  impairs  1,3,5,7,9,.... 
[  Réponse.     S  =  «',  ou  le  carré  du  nombre  des  termes.] 

CiHQUiàME  question.  —  Un  monceau  de  sable  est  distant  d'une 
allée  d'arbres,  de  4©  mètres  ;  elle  exige,  pour  être  sablée  ,100  voi- 
tureSy  à  6  mètres  d'intervalle  l'une  de  l'autre,  —  On  demande  le 
chemin  que  le  voiturier  doit  faire,  la  première  voiture  étant  déposée 
il  ^o  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  devant,  h  la  fin, 
revenir  à  l'endroit  d'où  elle  était  partie, 

[Réponse.     67400  mètres.] 

Sixième  question.  —  Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour;  un 
cavalier  part  en  même  temps,  et  ne  fait  que  3  lieues  le  pre- 
mier jour;  mais,  chaque  jour  suivant  y  il  fait  2  lieues  de  plus  que  le 
précédent,  —  On  demande  en  combien  de  jours  le  cavalier  atteindra 
le  fantassin ,  et  combien  ils  auront  fait  de  chemin  chacun. 

[Nombre  de  jours,  8;  chemin,  80  lieues.] 

Des  Progressions  par  quotient. 

101.  On  appelle  progression  géométrique,  ou  par  quotient,  une 
suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  pré- 
cède ,  par  un  nombre  constant  que  Ton  nomme  raison  de  la  pro- 
gression ;  ainsi  les  deux  suites 

3,     6,    12,   24 7  4^9   9^>*'*) 

4     ib 
dont  la  première  est  ullc,  <juc  chaque  Icrmo  conticnl  celui  tpii  U 
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procède  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  précède, 
et  dont  la  seconde  est  telle,  que  chaque  terme  est  contenu  dans 
celui  qui  le  précède  quatre  fois,  ou  est  égal  au  quart  de  celui 
qui  le  précède,  sont  dites  iïe&  progressions  par  quotient  ;  la  raison 

est  2  pour  la  première ,  et  7  pour  la  seconde. 

Soient  a  y  by  r,  r/,  6',/,.  .  .  des  nombres  en  progression  par 
quotient;  on  Técrit  ainsi: 

i^n'h'r'd'e'f'cr 

cl  on  rénonce  comme  une  progression  par  différence,  quoiqu'il  y 
ait  celte  distinction  à  faire,  que  Tune  est  une  suite  de  difTérences 
égales,  et  Tautre  une  suite  de  quotients  égaux,  où  chaque  terme 
est  à  la  fois  antécédent  et  conséquent  y  excepté  le  premier,  qui  n'est 
é/u  ^antécéilcnt ,  et  le  dernier,  qui  n  'est  que  conséquent. 

i9*i.  Désignons  par  q  la  raison  de  la  progression  [q  étant  ]>•  1 
lorsipie  la  progression  est  croissante,  et  <^  1  loi*squ'elIe  est  décrois- 
Mintc^  ;  on  déduit  de  la  définition  même  la  série  des  égalités 

b  z=z  aqy       c  =.  bq  =  aq^y      d  =  cq  z=  aq^y      e  =  dq  rr  nq\  ...  ; 

Cl,  en  général ,  soient  /  un  terme  de  rang  quelconque,  n  le  nombre 
total  <les  termes,  on  a  la  formule 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  la  valeur  d'un  terme, quel - 
concpio,  sans  passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent* 
i'ar  exemple,  le  8*"  terme  de  la  progression 

H  ît  :  6  :  18  :  54  : . .  • 

est  égal  à  2  X  3'  =  2  X  2187  =  4^74* 

De  mémo,  le  1 2*^  terme  de  celle-ci  H  64  t  iG  :  4  ^  t  •  •  •  • 


^  ^  \ài        4'      4"      65536 


4  /        4-      4' 

195.   Soit  mainknunt  pro[»osé  de  dètcnnintr  la  somme  des  n 
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premiers  termes  de  la  progression 

r^.  a:  b  :  c:  d\  c\f\ . .  .i  :  k  :  i, 

l  désignant  le  «'**•  terme. 
On  a  (n»  192)  les  égalités 

b  =  oq^       C  ■=.  bqj       d  =r  cq^       e  =r  dq^ .  ,  ,^   A  :=i  iq,        l  ==.  kq  ; 

€i*oii  l'on  déduit,  en  les  ajoutant  membre  à  membre, 

b-\'C'\-d'{'e,..-\-k  +  lz=[a'^b-\-c  -{-d-h  .  .^-/-^/)7; 
ou  bien ,  représentant  par  S  la  somme  demandée , 

S  —  /i  =r  ( S  —  i)q  z=Sq  —  /y,      OU      Sq  —  S  =  iq  —  n; 

^     ^n  —  û 

donc  8=-^^ ;  (2) 

q  —  1  ^    ' 

c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  somme  d'un  nombre  déterminé 
de  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut  mtdtipUcrle  der- 
nier terme  par  la  raison ,  retrancher  du  produit  le  premier  terme  , 
et  diviser  la  d/fférencepar  la  raison  diminuée  d'une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante ,ona     q <Ci  y   '<C^i 

et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

» 

l—q 


itin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 
Les  deux  expressions  de  S  deviennent  encore,  par  la  substitu- 

ion  de  aq''-'  à  la  place  de  /,  S  =  ^^'^'"^'^ ,    et  S  =  ^lî^Z^. 

7  —  1  1-7 

On  trouvera,  d'après  les  formules  précédentes: 

1**.  Pour  la  somme  des  8  premiers  termes  de  la  progression 

H  2  :  6  :  i8  :  64  :  ..      :  2  X  3'    ou    4^74 > 

Iq  —  a         l3l22  —  2.         ,,^^ 

s  =  ~ =  — —  b56o  : 

q  —  I  2 
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2°.  Pour  la  somme  des  1 2  premiers  termes  de  la  progression 

h64:.6:4:.:Î:..    :64  (j)"ou  ggl^^, 

^^  ~  65536 '4_'^^^~fô536      ^^      21845 
^—  ;;  3  "- ^*  "•" 65536' 

On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à  déterminer  la  va- 
leur numérique  du  dernier  terme ,  opération  très-laborieuse  lorsque 
le  nombre  des  termes  est  considérable. 

194.  Remarque, — Si  dans  la  formule     8  =  —^^^ -'>     on 

suppose  qzizi,  elle  devient     S^=-' 

Ce  résultat ,  qui  est  quelquefois  le  symbole  de  l'indétermina* 
lion,  provient  souvent  aussi  (n*»  73)  de  Texistence  d'un  facteur 
commun  qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  faite  sur 
les  données  de  la  question.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  dans  cette  cir- 
constance ;  car  on  sait  (n®  51  )  que  l'expression  g" — i  est  divisible 
par  q  —  I ,  et  donne  pour  quotient 

Si  Ton  effectue  cette  division ,  la  valeur  de  S  prend  la  forme 

S  =  aq"-'  -4-  «7""^  4-  av"'"*  -h  . . .  -t-  ^7  -h  fl  ; 
d'où,  faisant  maintenant  7=1,      S=fl-+-fl-t-rt...-f-/i=r na. 

On  peut  parvenir  an  même  résultat  en  remontant  à  la  progres- 
sion proposée  7^.  n  \  b  \  c  \    .   .   .    :  /, 
qui ,  dans  le  cas  de  7  =  1,  se  réduit  à     ri  a  \  a  \  a  \  a  \ ,,,  \  a  ^ 
série  dont  la  somme  est  égale  à  na, 

1915.  Des  progressions  infinies  par  quotient.  —  Soit  une  pro- 
gression décroissante  r^  o  \  b  \  c  \  d  \  e  \f\    .    .    .   . 
d'un  nombre  infini  de  termes. 
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La  formule  S  =  ~  peut  être  mise  sous  la  formo 

S  :=r       "        —    — "^- 

Or,  puiscfue  la  progression  est  décroissante ,  q  est  une  fraction  ; 
7"  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d^autant  plus  petite  que  //  sera 
plus  grand  :  ainsi ,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression , 

plus X  7"  diminuera;  plus,  par  conséquent,  la  somme 

partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égaie  à  la  première 
partie  de  S.  Enfin ,  si  Ton  prend  pour  n  un  nombre  plus  grand  que 

toute  grandeur  donnée ,  ou  si  Ton  suppose  /i  =  00  ,  X  v" 

sera  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  ou  deviendra  égal  à  o; 

a 


et  Texpression 


1  —  7 


représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 
D'où  Ton  peut  conclure  que 
La  somme  des  termes  d'une  progression  décroissante  à  Vinfini 

a  pour  expression  S  = (3) 

Cest ,  à  proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  Ton  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la  progression.  La 

différence  entre  ces  sommes  et peut  devenir  aussi  petite 

que  l'on  veut,  et  ne  devient  tout  à  fait  nulle  que  lorsque  l'on 
prend  un  nombre  infini  de  teones. 

applications.  —  Soit  la  progression  décroissante  à  l'infini 

111        I 

f  •     I     *  •   «...     •    ^^^_,    •    • 

3     9     27     8f 
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On  a,  pour  l'expression  de  la  somme  dos  lormes, 

a      3 

I  —  q        ?. 

L'erreur  que  Ton  coinmet  en  prenant  cette  expression  pour  la 
valeur  de  la  somme  des  n  premiers  termes  est  marquée  par 

a  3    /iV 

3  / i\i         i  , 

Soit  d'abord  «  =  5;  il  vient  -  (  ^  J  =  — ^^  =  -rr— 

Pour  /î  =  6,     on  trouve      -  (  -  )  =  —r-  .  ^  =  -j^-,- 

2  \3/        162    3      4^ 

3 
D*où  Ton  voit  que  V erreur  commise  lorsqu'on  prend  -  pour  la 

somme  d'un  certain  nombre  de  termes,  est  d'autant  plus  petite 
que  ce  nombre  est  plus  grand. 
Soit  encore  la  progression 

I      1      I       I        I 


On  a  S  = =  2 . 

I  —7 

il 

196.  L'expression  S  =  peut  être  obtenue  directement 

d'après  la  progression  k^  a  \  b  \  c  \  d  \  e  \f\  g  : .  ,  .  . 

Reprenons  les  équations  b  z=zaq  yC=z  bq^  dz=cq^  ez=  dqy . . . , 

dont  le  nombre  est  indéfini ,  et  ajoutons-les  membre  à  membre  ; 
il  vient 

b  -hc-i-d-he,  . ,  =:  (a  -\-  b  -i- c  -h  d -i- .  .  ,) q . 

Or  le  premier  membre,  étant  évidemment  la  série  proposée, 
diminuée  du  premier  terme  a ,  a  pour  expression  S  —  a  ;  le 
second  membre  est  égal  h  q  multiplié  par  la  série  tout  entière, 
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puisqu'il  n*y  a  pas  de  dernier  terme,  ou  que  ce  dernier  terme  est 
nul,  en  tant  que  la  série  est  décroissante  à  l^infini;  l'expressioa  de 
ce  second  membre  est  donc  ^S,  et  l'égalitc  ci-dessus  devient 

S  —  a  =  qSy     d'où     S  = 


1  —  7 


Et,  en  effet,  si  Ton  développe en  série,  parle  procédé  de 


la  division,  on  trouve  le  résultat  indéfini ,  a  4-  a^  -h  aq-  -^aq  -1-,,., 
qui  n'est  autre  que  la  série  proposée,  lorsqu'on  y  remplace 
i^ ,  r ,«/,.. .  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  «. 

Autrement  encore.  —  Soit  la  progression  r^  a  l  aq  l  aq^  :  aq^,,.^ 
et  posons        S  =« -h^7  4-fl9'H-«7* +  «7* +«7* -f- ...i 
d'oii ,  multipliant  les  deux  membres  par  7, 

7S  =  07  +  ^7*  •+-  aq*  -\-  aq*  -+-  ^7*  -*-...•. 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

S  —  gS=:ai     donc,  enfin,  S= • 

^  I  —  7 


197.  Lorsque  la  série  est  croissante ,  Texpression     S  := 


1—7 

fie  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  par- 
tielles; car  la  somme  d'un  nombre  déterminé  de    termes  étant 

[  n*  193)  S  = —  î     la  seconde  partie      — ^ —  aug- 

^  '  ï  —  7       ï  — Ç  1  —  7      ^ 

mente  de  plus  en  plus  numériquement  à  mesure  que  N  augmente  ; 
c'est-à-dire  qu'au  contraire ,  plus  on  prend  de  termes ,  plus  Tex- 
pression  de  la   somme  de   ces   termes   diffère   numériquement 

de • 

1  —  7 

I^  formule  S  = •  est  seulement ,  dans  ce  cas ,  Pexpres- 

1—7 

sion  algébrique  qui,  par  son  développement,  donne  lieu  à  la 

série  flr  -h  117  4-  ^7'  H-  ^q^  •  •  •  • 

Alg,  £.,  10''  éd.  21 
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Il  96  présente  ici  une  circonstance  qui  paraît  singulière  au  pre- 
mier abord. 

Puisque  est  la  fraction  génératrice  de  la  série ,  on  doit 


avoir 

a 


=s  a  -f-  «7  -+-  aq^  H-  aq^  -f-  aq^  -h .  .  .  . 


1  —  7 
Or  9  en  fijûsant  dans  cette  égalité,  a  =:  i,  ^  =  2 ,  on  trouve 

—   ou  —  1  =  1-4-2-4-4  +  8-4- 164- 32 ■+-..., 


I  — *2 


équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  se- 
cond semble  positif,  et  d'autant  plus  grand  que  q  est  lui-même 
plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat ,  observons  que  si ,  dans  Téquation 
ci-dessus ,  on  arrête  la  série  à  un  certain^  terme ,  il  faudra ,  pour 
que  l'égalité  subsiste ,  compléter  le  quotient. 

Ainsi,  ^n  s*arrétant,  par  exemple,  au  quatrième  terme  at^  y 


!•'  reste  4-  aq 
2*  -t-  aq^ 

3«  -h  aq^ 

4*  -4-  aq' 


\—q 


aq* 
n  4-  fl^  -4-  aq^  -h  aq^  4-  - — 2—  , 


1  —  7 


on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  Tes  pression  fractionnaire  — ^—  y 
ce  qui  donne  rigoureusement 

a  aq* 

z=:a  -+■  aq  -h  aq^  4-  aq^  4-      ^ 


1  —  7  1  —  17 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte,  a  =  1,7=  2 , 
il  vient  — i  =  1  4- 2 -4- 4  4-8 — 16; 

égalité  qui  se  vérifie  d'elle-même. 
£n  général ,  toutes  les  fois  qu'une  expression  en  x  ,  que  nous 
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désignerons  par/(jr),  et  qui  s'énonce /onction  âex,  est  développée 
en  une  série  de  la  forme  a  -h  bx  -h  ex-  -{~  dx^  -h .  .  . 

on  n'a  rigoureusement  f  [x)  =  a -\-  bx -\-  ex*  -4-  dx^  + .  .  . , 

(prautant  que  l'on  conçoit,  en  s'arrjtant  à  un  certain  terme  dans 
le  second  membre,  la  série  complétée  par  une  autre  expression 
enx. 

Or,  lorsque  la  série  est  du  nombre  de  relies  que  l'on  nomme  con- 
vergentes, rexpnesûon  qui  sert  à  la  compléter  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  l'on  veut  ;  et  il  est  permis  de  la  négliger  au  delà 
<i'un  certain  terme  de  la  série  (*),  laquelle  fournit  alors  aine  valeur 
approchée  de  la  fonction  proposée. 

198.  Remarque,  —  Nous  terminerons  les  princiiK'S  relatifs  anx 
progressions  infinies  par  l'observation  suivante  :  il  résulte  de  la 
définition  des  progressions  par  quotient  (n°  i9l),  qu'on  peut  les 
regarder  comme  des  séries  réc4irrentes  du  premier  ordre,  dont 
V échelle  de  relation  est  la  raison  de  la  progression  [voyez  n**  184). 
Ce  rapprochement  est  propre  à  faire  connaître  l'origine  des  pro- 
gressions prolongées  à  l'infini.  Elles  doivent,  comme  les  séries 
récurrentes  en  général,  leur  naissance  au  développement  d'une 
fraction  algébrique  rationnelle  en  série.  JNous  avons  donné 
(n®*  l94Sett96)  les  moyens  de  trouver  eetu*.  fraction  généra- 
trice pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus  loin 
les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour  tontes  les  séries 
rcVcurrentes. 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  ^,  7,  «, /,  et  S, 
qui  entrent  dans  les  deux  formules  (i)  et  (2)  obtenues  n"*  108 
et  195,  donne  encore  lieu  à  dix  problèmes  particuliers  dont  les 
énoncés  ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  dif- 
férence (n**  t88) ,  qu'en  ce  que  la  lettre  r  est  remplacée  par  q.  Mais 
nous  nous  proposerons,  comme  pour  les  progressions  par  diffé- 
rence, de  déterminer  7  et  S,  connaissant  /i,  /et  /?. 


(*)  \orez ,  &  la  fin  de  ce.  cfiapitrc ,  une  noie  relative  5  la  convergence  de» 
séries. 

2i. 
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Or  la  première  formule  donne  9""'  =  -  j    d  où    9  =  i/  -  ;  en 

reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule,  on  obtiendrait  la 

valeur  de  S. 

«-1/7  . 

L'expression  9  =  1/-  fournit   le  moyen  de  résoudre  celle 

question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  sl  et  h  un  nombre  m  de 
MOYENS  PEOPOETiONifELS ,  c'est-à-dire  m  quantités  formant  apec 
a  ef  b,  considérés  comme  extrêmes,  une  progression  par  quo- 
tient. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  la  raison.  Or  le  nombre 
des  termes  à  insérer  étant  m,  le  nombre  total  des  termes  n 
est  égal  à  m  -4-  2;  on  a  d'ailleurs  lz=ib.  Ainsi,  la  valeur  de  q  de- 
vient 

m-l-i 

c*est>  à-dire  qu'il  faut 

Diviser  les  deux  nombres  donnés  h  et  ^  l'un  par  l'autre,  puis 
extraire  du  quotient  une  racine  d'un  degré  m^frqué  par  le  nombre 
des  termes  à  insérer,  plus  an. 

La  progression  est  alors 

Mff-i  fn-|-i  m-^i 

Ainsi ,  soit  à  insérer  6  moyens  proportionnels  entre  les  nom- 
bres 3  et  384* 


On     a     m  =  6,     d'où     ç  =  iV-— =  ^128  =  2; 
ce  qui  donne  la  progression 

H  3  :  6  :  1 2  :  24  :  48  :  96  :  192  :  384- 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs,  dans 
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les  applications  numériques,  de  calculer  le  nombre  exprimé  par 

un  4-1 


=v^^ 


Nous  ne  nous  arrêterons  point  à  démontrer  que, 
Si  entre  les  âermes  consécutifs  d'une  progression  par  quotient, 
considérés  deux  à  deux,  on  insère  un  même  nombre  de  moyens 
proportionnels,  toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  une 
progression  unique, 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  n^  189. 

200.  Des  dix  problèmes  principaux  que  Ton  peut  se  proposer 
sur  les  progressions^  quatre  sont  susceptibles  d'être  résolus  facile- 
ment.  En  voici  les  énoncés ,  avec  les  formules  qui  y  sont  relatives  : 

i**.   a^q^n  étant  donnés ,  trouver  /  et  S. 

y  —  I  q^i 

2**.  a,  n^  l  étant  donnés,  trouver  q  et  S. 

n-i  n-t 


s  = 


n-i  n-i 


3°.  qy  n ,  l  étant  donnés,  trouver  a  et  S. 

q'* —  I  7"-'  [q  —  i) 

4".  qy  fiy  S  étant  donnés,  trouver  a  et  /. 

^_S(y-i)  Sy«-'(y-i) 

q^  —  I  q'*  —  I 

Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d'équations 
d'un  degré  supérieur  au  second  :  ce  sont  ceux  où  Ton  suppose 
inconnues  les  quantités  a  et  ^,  ou  bien  /  et  q. 

En  effet ,  de  la  seconde  formule  on  déduit   ^  :=  iq  —  S^  +  S  ; 
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d'où ,  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  première    /  =±  atf^' , 

l  =  {lq  —  Sq+S)q'-, 

m 

OU  bien ,  (S  —  /)  7»  —  S7»—  +  /  =  o , 

équation  du  degré  /i  que  nous  n'avons  point  encore  appris  à  ré~ 
soudre. 

Il  en  seruit  de  même  si  Ton  voulait  déterminer  /  et  9  :  on  par- 
viendrait à  réqnalion     eUf*  —  S7  +  S  —  a  =  o. 

sot .  Enfin ,  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à  la  réso- 
lution d*équations  d'une  nature  toute  particulière  :  ce  sont  ceux 
où  n  est  inconnu ,  ainsi  que  Tune  des  quatre  autres  quantités. 

D'abord ,  la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  Tune 
des  quantités  a  ,7 ,/,  et  S,  en  fonction  des  trois  autres;  ainsi ,  tout 
se  réduit  à  déterminer  n  au  moyen  de  la  formule     /  =  aq'^^ 

Or  cette  ét;alité  revient  à         «"=—9 

a 

équation  de  la  forme  a'  r^  b ,  a  et  b  étant  des  (piantités  connues. 

On  appelle  ces  sortes  d'équations,  équations  exponentielles ^ 
pour  les  distinguer  de  celles  que  nous  avtins  considérées  juscju'à 
présent,  et  dans  lesquelles  Pinconnue  est  élevée  à  des  puissances 
marquées  par  des  nombres  connus. 

Oi*ciipons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  sortes  d'équations 
auxquelles  se  rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  des 
Mathématicpies,  la  théorie  des  logarithmes. 

§  11.    —    Théories  des  (juaniités  exponentielles  et  des 

logarithmes. 

Résolution  de  V équation  a'  :=  b. 

2051.  Lu  question  consiste  à  trouver  Vexposant  de  la  puissance 
Ik  laquelle  il  faut  élever  un  nombre  d5nné  a,  pour  produire  un 
autre  nombre  donné  h. 

Oiiisidéi'ons  d'abord  (quelques  cas  particuliers. 
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I*'  Exemple  :  a*  =  64» 

En  élevant  2  à  ses  différentes  puissances ,  on  reconnaît  bientôt 
que  2*  =  64  ;  donc  x  =  6  satisfait  à  l'équation. 

2™*  Exemple  :  3*  =  243. 

On  a  pour  solution ,  x  =  5. 

En  un  mot ,  tant  que  b  sera  une  puissance  parfaite  du  nombre  a, 
X  sera  un  nombre  entier,  que  l'on  obtiendra  par  Félévation  de  a  à 
ses  puissances  successives  à  partir  du  degré  o. 

3»"  Exemple:  2' =  6.  (i) 

En  faisant  a:  =  2 ,  et  x  =:  3 ,  on  trouve  2'  =  4,  et  2*  =  8  ; 
d'où  Ton  voit  que  x  a  une  valeur  comprise  eatre  2  et  3. 

Posons  donc     x  =  2  -f-  -;;       (x'  est  alors  >  i). 

On  a ,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée , 
I  ■  > 

2       ''  =  6,     ou     (n»l7«)     2»X2''=6;     donc     2''  =  -, 

2 

et,  par  conséquent,  |  -  j    =  2.  (2) 

Pour  détermine I*  x',  faisons  successivement     x'  =  i ,  x'  =  2  ; 

/3\'  3  ^  /3\^  o^ 

on  trouve  I  -  )  >      ou     -  <  2  ,     et     (  -  |       ou     t  1>  a» 
\2/  2^  \2/  4-^ 

Ainsi ,  X  est  compris  entre  i  et  2. 

Posons  donc    x'  =  i  n — -       (x"  est  aussi  >  i). 

X 

On  obtient  y  en  substituant  dans  l'équation  (2)  cette  valeur 
OU  réduisant ,  1  -^  j     «=  -.  (3) 


\    / 
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Pour     x"=z  I     et     x''=  2,     on  a 

(I)      «"     l<i'         '''         (I)      ""      9>3 
Ainsi  x''  est  compris  entre  i  et  2. 

Soit  donc  ar"  =  i  h — j^  ;  il  en  résulte 

X 

(rN-"l><(i)^=l> 


d'où^  réduisant, 


(§)  =1-  «' 


£n  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  précédentes ,  on 
trouverait  que  or^  est  compris  entre  2  et  3. 

Soit       j:'"  =  a  H 5     l'équation  en  j**  deviexU ,  toute  ré- 


duction  faite, 


(^)      =8  (*> 


Une  nouvelle  opération  donnerait 


x'"'  =  2  H 


Et  ainsi  de  suite. 

Rapprockons  actuellement  les  équations         jt-  =  2  +  -7        et 

nous  obtenons  la  valeur  de  a?  sous  la  forme  d'une  fraction  conti- 
nue, dont  les  réduites  consécutives  seraient,  d*après  la  loi  connue 
{voyez  yin'thm.^  22*  édit.,  n®  171), 

2     3     5     i3     3i 

I        1       2        D         12 

Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  de 
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parties  intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 

réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  l'on  pourra,  par  ce  moyen, 

trouyer  la  valeur  de  x  propre  à  vérifier  Téquation  (i),  sinon 

exactement ,  du  moins  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton 

voudra. 

i3 
Par  exemple,  la  réduite-^  ne  diffère  {An'th.j  n®  172  )  de  la 

valeur-  de  x  que  d'une  quantité  moindre  que  -r^^  ou  —^.  Mais 

l'approximation  est  encore  plus  grande  ;  car,  en  ayant  égard  à  la 
réduite  suivante ,  on  voit  que  Terreur  commise  est  moindre  que 

î    ou   TT-.  La  réduite  —  ne  diffère  de  la  vraie  valeur 


5X  12  6o'  12 

de  X  que  d'une  quantité  moindre  que  - — r-  ou 


SOS.  La  détermination  de  x  dans  l'équation  précédente  suppose 
que ,  pour  toute  équation  de  la  forme  a*=  b,  a  étant  ])>  i ,  mais 
aussi  peu  différent  de  i  que  l'on  veut,  et,  au  contraire,  b  étant 
un  nombre  très-grand ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  deux 
puissances  consécutipes  de  a  ,  qui  comprennent  le  nombre  b. 

Pour  le  démontrer,  posons  a=  i  -h  jy  7  étant  une  très- 
petite  fraction  ,  et  développons  l'expression  (  i  +  7  )  1  d'après  la 
formule  du  binôme  (n®  148)  [/i  est  ici  supposé  un  nombre  entier]; 

•1    •     .    «  /         t\"  I  n  —  II 

il  vient  a"  y  ou(i  +  -r|  =1-1-/1. -  +  « _.  4- .  . . . 

\         A'/  A"  2        A* 

Or,  puisque  le  second  membre  se  compose  de  i  +  7,  plus  une 

A* 

suite  de  nombres  positifs ,  il  est  clair  que  si  Ton  fait  i  H-  7  ^  ^ , 

A* 

êequi  donne  /t>X-  (b  —  i),  on  aura,  à  fortiori  y  a"  "^b. 

D'ailleurs,  les  premières  hypothèses  «  ==  o,  i ,  2, . . .  ont  dû 
donner  d'abord  une  certaine  puissance  de  a ,  plus  petite  que  b  ; 
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donc  b  est  nécessairement  compris  entre  deux  puissances  consé- 
cutives de  /ï.  C  Q.  F.  D. 

M4.  Cela  posé ,  voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  .• 
Soit  à  résoudre  Téquation  /i'  r=:  6 , 

en  supposant  d'abord     a  et  6  *]>  i ,     mais     a<^h. 

En  formant  les  puissances  successives  de  â ,  on  trouve  que  b 

I 

est  compris  entre  a"  et  /i'*"*''  ;  idors  on  fait x=/iH — -'^ 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  proposée,  on  obtient 
a     *^=^,      ou     rt*X/ï*^=^,     d'où     (— ]    ==fl, 

ou ,  posant ,  pour  plus  de  simplicité ,     —  =  c, 

c*'  =  tf      {c  étant  nécessairement  <^  a). 
Opérant  sur  cette   équation  comme  ci-dessus ,  on  reconnaît 

que  a/  est  compris  entre  /i'  et  /i'  -f- 1  ;  donc     x'  =  /i'  h — -^^ 

substituant  cette   valeur  dans  Téquation  en  x\  on  est  encore 
conduit  à  i*ésoudre  une  équation  de  la  forme 

//*"  =  c     \d  étant  <^  c ,  et  ayant  pour  valeur  --^  \  \ 

et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  de  x  se  trouve  ainsi  développée  eu  une  fraction  con- 
tinue dont  il  ne  s^agit  plus  ensuite  que  de  former  les  réduites;  et , 
en  poussant  convenablement  la  série  des  opérations  ,  on  obtient 
cette  valeur  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  veut  ;  cv. 
degré  pouvant  toujours  s'estimer,  [>uisqu'il  est  marqué  par  le 
quotient  de  V unité  divisée  par  le  carré  ilti  dénominateur  de  la  der- 
nière réduite  à  laquelle  on  est  parvenu. 

ÎMW$.  Remarques.  —  i*.  Si ,  dans  le  cas  de  n  ]>■  i  et  6^  i ,  cm 
suppose   b<:^a,    comme  on  a    ^/*»  =r  i  ( n"  44 )    et    a^  =  a ^     il 
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s'ensuit  que  x  est  compris  entre  o  et  i,  et  il  faut  commencer  par 


poser  X  =  —• 


I 


Cela  revient  à  faire  /i  =  o  dans  le  calcul  précédent. 
1^.  Lorsque  l'on  a     a  ^  i ,     mais     ^  <C  i  »     la  valeur  de  x  est 
nécessairement     <C  o  >     ou  négative  ;  ainsi  il  faut  poser 

a:  =  —  X  dans  l'équation     a'  =  ^ , 

ce  qui  donne    £t"T  =  h ,     d'où  (n**  lîl)  «/  =  j  ; 

cl  comme  on  a  7  >  i ,  on  déterminera  y  d'après  la  méthode  ci- 
dessus:  alors  la  valeur  correspondante  de  x  sera  égale  à  celle  de^, 
prise  négativement, 

U  en  serait  de  même  si  l'on  avait    a  <^  i ,     mais     ^  ^  i . 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l'application  de  la  méthode  n'offre 
aucune  difficulté  ;  seulement  les  calculs ,  pour  donner  un  grand 
degré  d'approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut ,  au  reste  ,  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

3*=  i5,  x=       2,465  à  0,001   près; 

10'=    3,  A'=       0,477  ^  o,ooï  près; 

3 
5'=.    -j  x  =  —  o,a5    à  0,01     près; 

(— I  =    -Tj  "ï?  =      0,53     à  0,01     près. 

mj  4 

On  suppose  ici  que  l'on  ait  converti  en  fractions  décimales  les 
réduites  fournies  par  la  méthode. 

Conditions  pour  que  x  soit  commensurabie. 

906.  La  méthode  précédente  conduit ,  tantôt  à  une  fraction  con- 
tinue limitée  y  tantôt  à  une  fraction  continue  qui  se  prolonge  .1 
l'infini;  ce  qui  donne  pour  x ,  dans  le  premier  cas ,  une  valeur  com- 
mensurable  ,  et  dans  le  second ,  une  valeur  incommensurable. 
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Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  deux  nombres 
donnés  a  et  b,  pour  que  x  soit  égal  à  un  nombre  commensu  - 


rable    — 
n 


Soient ,  en  premier  lieu ,  ^  et  ^  deux  nombres  entiers  ;  on  a  Té- 


m 


quation  a'^  =:z  b,  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

r/*"  =  b". 

Or  il  est  évident  que  cette  égaHté  ne  peut  subsister  qu*autant 
que  â  et  ^  sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers  ;  car,  si 
Ton  supposait  dans  b  un  facteur  premier  qui  ne  se  trouvât  pas 
dans  a ,  et  qu'on  divisât  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  se- 
cond membre  serait  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombre 
fractionnaire ,  ce  qui  est  absurde.  Donc  si  Ton  a,  par  exemple , 

on  doit  avoir  aussi  b  =.clP'  ^'l'Y'  ^'  • 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  a'^  =  b'*y  on  la  change 
en  celle-ci  :  a*f  6"*»  7"""  ^"'  =  a"/*'  6"?'  y'""'  S"'' . 

Mais  cette  nouvelle  égalité  exige  que  les  puissances  d*un  même 
facteur  premier  soient  égales  dans  les  deux  membres  ;  car,  si  elles 
étaient  inégales ,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  plus  haute 
puissance ,  on  serait  encore  conduit  à  un  résultat  absurde. 

On  doit  donc  avoir  séparément 

rnp  =z  np\     mq  =  nq'y     mr  =  nr\     ms  =  ns\ 

d*où  Ton  déduit        — ==  —  =  —  =  —  =1:^. 

n       p        q         r        s 

Ainsi  y  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commcnsurable ,  il  faut  et  il 
suiBt  que  9l  eth  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers  ,  et 
que  les  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  tle 
rapports  égaux» 
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Lorsque  ces  deux  conditions  sont  remplies,   la  valeur  de  x  est 

égale  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons,  en  second  lieu  y  que  a  et  b  soient  fractionnaires  et 

h     k 
éganx  À -7;  5  T7[o"  "^  saurait  évidemment  supposer  a  entier  et  b 

fractionnaire  y  ou  réciproquement]. 
L'équation  a*  =  ft"  devient 


(.')•=  (p) 


n 

,     d'où     /«X'»=  A '"•/«. 


Or,  h  et  A'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers 
entre  eux,  aussi  bien  que  k  etk'y  il  en  est  de  même  de  A"*  et  A'", 
^"  et  k''*.  Ainsi,  pour  que  Tégalité  précédente  subsiste,  il  faut  que 
Ton  ait  séparément  A"  =  ^",  A  '*  =  ^  '"  ;  ce  qui  conduit  à  des 
conditions  semblables  à  celles  que  nous  avons  établies  ci-dessns,. 
entre  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respectivement  com- 
parés entre  eux. 

h  k 

N.  B,  —  Si  Ton  avait  —  >  i ,  mais  p  <C  '  >  o"  réciproquement, 

il  faudrait  d'abord  changer  le  signe  de  x  dans  Téquation  exponen- 
tielle a*=b  (ce   qui   reviendrait  à   renverser  celui  des  deux 

h     k 
nombres  p?  p '  qi^c  l*on  suppose <^  i,  en  conservant  x  positif); 

puis  on  établirait  les  relations  précédentes. 

207.  Cas  particuliers.  —  i".  Si  o  et  ^,  étant  des  nombres  en- 
tiers, sont  deux  puissances  différentes  d'un  même  nombre  premier, 
X  est  nécessairement  commensurable. 

Soit  l'équation  4'  =  32 ,  que  Ton  peut  transformer  ainsi  : 

{q?)'=:7.\     d'où  (n°  l»8)     2>*=  2*; 

5 
il  en  résulte  a  x  =  5 ,     d'où     x  =  -  • 

2 

n 

Soit  encore     27*=  2187,     ^^     3''  =  3';     on  a     x  =  ^- 
2".  Si  a  n^esi  composé  que  (le  facteurs  premiers  éles^s  h  la  pre- 
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mièrc  puissance,  il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  a  pour 
que  X  soit  commensurablo  ;  on  sorte  que,  dans  ce  cas ,  x  est  entier 
ou  i ftcommensurable . 

En  effet,  soit     a  —  aêy^,     d'où     h  z=z  aP' &f '^^ è'^ '^ 
réquation     a^  =  b'^     devient     a"  6"  7""  $^  =r  a/''"  6?'"  7*^"  ^*"  ; 
d'où  Ton  déduit  m  ==p'n  =  ^'/i  =  r^n  z=.  s^n^ 

ou  bien,  p'  z=.  q*  z=ij^  •=.  s^  *^ 

donc  ^  =  aP' ^' -^y' ^P'  =  (  a67<y)f'  =  ûf ', 

•et,  par  conséquent,    x  z=z p'. 

Soit,  par  exemple,  11=  10  =  2  i<  5  ; 

il  faut  que  b  soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  que  x  puisse 
être  coinmensurable. 

Théorie  des  logarithmes, 
808.  Introduction.  —  Si  Ton  suppose  que,  dans  Téquation 

a  conservant  toujours  une  même  valeur  positive  y  on  remplace  y 
par  tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaqu-e 
valeur  de  /,  en  appliquant  la  méthode  du  n*'  203 ,  déterminer  la 
valeur  de  X,  sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand 
tîef^ré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

Supposons  d'abord         «^  i,         et  soit  fait  successivement 

x  =  o,  1,2,3,49^96,..., 

il  en  résulte  /  =  i ,  /i ,  «%  û*,  a* ,  «* ,  rt*^ , .  .  ,  ; 

donc  toutes  les  valeurs  de  y  plus  grandes  que  l'unité  sont  pro^ 
'duites  par  des  puissances  de  a  dont  les  exposants  sont  positifs  , 
entiers  ou  fractionnaires  ;  et  la  x^aleur  de  x  est  d'autant  plus  grande 
ifue  celle  de  y  est  elle-même  plus  grande. 
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Faisons  ensuite       xz=o,  —  i ,  —  2,-3,  —  4>  —  5, . .    . 

•1  '         !..  ï  1  I  I  I 

Il  en  resuite  r  =  i,       -»       -^      —^     -z^      — v; 

donc  toutes  les  valeurs  de  j  plus  petites  que  l'unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a  dont  les  exposants  sont  rriLoATiFs;  et  la  va- 
leur de  X  est  d'autant  plus  grande ,  numériquement  y  que  la  valeur 
de  y  se  rapproche  plus  de  z^ro. 

Soil ,  au  contraire ,     «  <  i     et  égal  à  une  fraction  -^  ; 

a 

en  faisant  x  =  o,      i,      2,       3,      4,      5,..., 

ontrouve  ^=(i,y,oui,  1,  -L,  i.,^,  ^^,..., 
et,  si  Ton  fait  *  =  o,  -  i ,  -  2,  — 3,  —  4,  -  5,. . ., 


on  obtient    y 


=  (^j  ,  ou  I,     «',     o'S     a'3^     ^/4^     ^.s   ^    . 


c'est-à-dire  que ,  dans  Thypothèse  de  o  <  1 ,  rouj  to  nombres  sont 
engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  n,  €lans  un  ordre  inverse 
de  celui  qui  résulte  de  l'hypothèse  a  ]>  i . 

On  arrive  ainsi  à  cette  conséquence  générale  :  tous  les  nombres 
absolus  peuvent  être  engendrés  avec  un  nombre  absolu  quelconque , 
mais  constant ,  que  l'on  élève  à  des  puissances  convenables, 

N,  B.  —  Il  faut  toutefois  supposer  a  différent  de  l'unité ,  car 
on  sait  que  toutes  les  puissances  de  i  sont  égales  à  1 . 

909.  Cela  posé,  concevons  que  Ton  ait  formé  une  Table  renfer- 
mant, d'une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à  côté  de  ces 
nombres,  les  exposants  des  puissances  auxquels  il  faudrait  élever 
un  nombre  invariable,  pour  produire  les  premiers  ;  on  aura  l'idée 
d'une  Table  de  logarithmes. 

On  appelle ,  en  général ,  logarithme  d'un  nombre ,  l'exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  un  certain  nombre  inva^ 
riable  pour  produire  le  premier. 
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Le  nombre  invariable  peut  d*abord  ctre  pris  tout  à  fait  arbi- 
trairement (pourvu  qu'il  soit ^ ou <^  i);  mais  une  fois  choisi, 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  la  Table  entière.  On 
rappelle ,  pour  cette  raison  ,  base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  Ton  a  choisie ,  le  logarithme  de  la 
hase  est  V unité ,  et  le  logarithme  de  i  est  o. 

En  effet,  on  a,   i°...  «'  =  «,     d'où     log  a  =  i , 

2». . .   û®  =r  I ,     d'où     log  I  =  o. 

On  désigne  ordinairement ,  pour  abréger ,  le  mot  logarithme 
par  les  trois  premières  lettres  log ,  ou  simplement  par  la  première 
lettre  /.,  que  Ton  fait  ordinairement  suivre  d'tt/x/7o//z/ et  du  nombre 
que  l'on  considère. 

Voyons  actuellement  quel  rôle  peuvent  jouer  les  logarithmes 
dans  les  calculs  numériques. 

210.  Multiplication  et  division  arithmétiques.  —  Soit  d'abord 
une  suite  de  nombres  j,  y^  y\  y'" y  ...  à  multiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a  la  base  d'un  système  de  logarithmes  (qu^on 
suppose  déjà  calculés),  et  par  x,  x\  x",  x"',    . .  les  logarithmes 

<^e/,  y,  y\  y,  — 

On  a  ,  d'après  la  définition  (n®  209  ) ,  cette  suite  d'égalités, 

y^^,     y  =  a^',     /'  =  «-"     x''  =  "^" 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre^  et  appliquant  la  règle 
des  exposants  établie  n^  172  ,  on  trouve 

y      yf      yff       V^  ,     ,    .     ;::;     ^X-f^-f-X"-»-X'"+  .... 

Donc 

logr //'•••  = -^  + -^ -+- •^" +•••  =  log^-4- logjM- log /'-4-..., 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d*un  produit  est  égal  h  la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient ,  en  second  lieu  ,  deux  nombres,  y  et  y^  à  diviser  l'un 
par  l'autre,  x  et  x'  leurs  logarithmes.  On  a  encore  les  équations 

y  =  /7',     y  z=n^\     d'où  l'on  déduit  (n«  172  )     ^  r=  «*-''. 
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Y 

Donc  log  ~  =  ^  —  x'  =  log  /  —  log  y  ; 

c'est-à-Uire  que  le  logarithme  du  quotient  d'ufie  division  est  égal  à 
l'excès  du  logarithme  du  dividende  sur  le  logarithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés,  —  Si  Ton  a  une  multipli- 
cation à  effectuer,  en  prenant  dans  la  table  Ift  logarithmes  des 
facteurs  et  faisant  la  somme  de  ces  loganthmes ,  on  aura  le  loga- 
rithme du  produit  ;  donc ,  en  cherchant  ce  nouveau  logarithme 
dans  la  table,  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond ,  on  obtien- 
dra le  produit  demandé.  Ainsi ,  par  une  simple  addition ,  on  trouve 
le  résultat  d'une  multiplication. 

De  même  ,  si  Ton  a  à  diviser  un  nombre  par  un  autre ,  il  faut 
retrancher  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende ,  puis 
chercher  à  quel  nombre  correspond  la  différence  :  c'est  le  quotient 
cherché.  Ainsi,  par  une  simple  soustraction ,  on  obtient  le  quotient 
d'une  division. 

Formation  des.  puissances  et  extraction  des  racines.  — Soit,  en 

général ,  un  nombre  jr  à  élever  à  la  puissance  — ,  en  désignant 

toujours  par  a  la  base ,  et  par  x  le  logarithme  de  / .  On  a  féqua- 
lion  y  =ia'y 

d'où ,  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  —  ? 

Wl  fJl 

^«  =  ««*'. 

.  -       m  m    , 

Donc  log  >  "  =  —  X  =  — .  lot'  r  ; 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l'expo- 
santde  la  puissance. 

Soit,  comme  cas  particulier ,     //  =  i  ;     il  en  résulte 

log  j""  =  /w.log  y, 

équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue  au  précédent. 
Alg,  B,j  10'  éd,  112 
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Soit  m  =  ~<i  n  étant  un  nombre  entier  quelconque  ;  il  en  ré- 
sulte 

log  j'"  ou  log  >Jy  =  -  •  log  X  ; 


n 


cVst-à-dire  que  le  logarithme  d'une  racine  de  degré  quelconque 
d'un  nombre  est  égal  an  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé 
par  r indice  de  la  racine. 

Conséquence,  —  Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  ,  il  suffit  de  prendre  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la 
table  9  de  le  multiplier  par  Texposant  de  la  puissance,  puis  de 
chercher  le  nombre  correspondant  à  ce  produit;  on  a  ainsi  la 
puissance  demandée. 

De  même ,  pour  extraire  une  racine  ,  il  suffit  de  diviser  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  par  Tindice  de  la  racine,  puis  de 
chercher  à  quel  nombre  correspond  le  quotient  ;  on  a  la  racine 
demandée.  Ainsi  ,  par  une  multiplication  et  une  division  générale^ 
ment  trèS'S  impies ,  on  trouve  le  résultat  d*  une  formation  depuis- 
sance  et  d'une  extraction  de  racine  ,  opérations  dont  les  procédés 
ordinaires  sont ,  comme  on  Ta  vu ,  très- laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu^on  vient  de  démontrer  sont  indépen- 
dantes du  système  particulier  de  logarithmes  adopté  ;  mais  les 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites ,  c'est-à-dire  Tusagequ^on  en 
peut  faire  dans  les  calculs  numériques ,  supposent  la  construction 
d'une  table  renfermant ,  d'un  côté  y  tous  les  nombres  ,  et  de  l'au- 
tre ,  les  logarithmes  de  ces  nombres ,  calculés  d'après  une  base 
donnée.  Or,  pour  former  cette  table ,  il  faut ,  comme  nous  Ta  vous 
déjà  dit ,  en  considérant  l'équation  a'  =  ^,  faire  passer  x  par 
tous  les  états  de  grandeur  possibles ,  et  déterminer  la  valeur  de  j: 
correspondante  à  chacune  des  valeurs  de  Xy  d'après  la  méthode 
du  n'^ao^. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  base 
est  égale  à  lo;  et  leur  construction  se  réduit  à  la  résolution  de 
l'équation  i  o*  :=  7- . 
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En  faisant  successivement  y  égal  aux  termes  de  la  suite  naturelle 

on  a  à  résoudre  les  équations 

io'=i,     lo' =  a,      io*=:3,      io'=4>-»'- 

Observons  d'ailleurs  qu'il  suffit  de  calculer  directement ,  (Pa- 
près  la  méthode  du  n^  904 ,  les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers 2,  3,  5,  7,  II,  i3,  17,...  ;  car  tous  les  autres 
nombres  entiers  résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents 
facteurs  entre  eux ,  leurs  logarithmes  peuvent  (n^  210)  s'obtenir 
par  Faddition  des  logarithmes  des  nombres  premiers. 

C*est  ainsi  que  6  étant  décomposable  en  2  X  3,  on  a 

log6  =  log2  -f-  log3; 

de  même,  24  =i  2^  X  3;  donc  log24  =  3  log2  -H  log3. 

Soit  encore  36o  =  2*  X  3*  X  5  ;     il  en  résulte 

log  36o  =  3  log  2  -h  2  log  3  -h  log  5. 

Il  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes 
des  nombres  entiers;  car,  en  vertu  de  la  propriété  relative  à  la 
division ,  on  obtient  le  logarithme  d*un.  nombre  fractionnaire  en 
retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

919.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d'en  construire  tant  d'autres  que  Ton  veut, 
au  moyen  de  celle-là. 

Soient,  en  effet,  a  la  base  d'un  premier  système  déjà  formé,  b 
la  base  d'un  nouveau  système  à  construire;  désignons  par  N  un 
nombre  quelconque,  par  log  N  et  par  X,  ses  deux  logarithmes  cal- 

culés  d'après  les  bases  a  et  ^  ;  on  a  l'équation  ^  =  N.  D'où , 
en  prenant  les  logarithmes  des  tXexix  menibi*es  dans  le  système 
connu  dont  la  base  est  a ,  X.log  b  =  logN  ; 

22. 
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Ce  qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  dans 
un  premier  système ^  pour  avoir  le  logarithme  du  même  nombre 
dans  un  second  système  y  il  faut  diviser  le  logarithme  du  nombre, 
calculé  dans  le  premier  système  y  par  le  logarithme  de  la  nouvelle 
base,  calculé  aussi  dans  l'ancien  système. 

Ainsi  ^  le  logarithme  de  4  >  dans  le  système  dont  la  base  est  3 ,  a 

pour  valeur     ^^?    log4  <^t  ^og^  étant  deux  logarithmes  calcules 

dans  le  système  connu  dont  la  base  est  lo. 

Soient  N,  IV',  ?i'',  . .  une  suite  de  nombres,  a  la  base  d\in 
système  déjà  formé,  b  celle  d'un  système  à  construire;  on  a  la 
série  d'équations 

d'où  Ton  voit  qu'une  première  table  étant  déjà  formée,  si  Ton 
veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n'y  a  qu'à  multiplier  les  loga- 
rithmes du  premier  système  par  la  quantité  constante 


\o^b 


Cette  quantité  constante  est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  la  nou* 
velle  table  par  rapport  à  Tancienne. 

§  m.  —  Usa<^c  des  tables  vulgaires. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  sur 
les  deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l'usage  des  tables  [un 
nombre  étant  donné,  trouver  son  logarithme,  et  réciproquement) 
nous  dispensent  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  cet  égard. 
Nous  nous  bornerons  donc  à  reprendre  quelques  principes  qui 
n'ont  pas  été  démontrés  d'une  manière  assez  générale,  en  suppo- 
sant d'ailleurs  que  les  jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tables 
de  Callet,  qui  sont  poussées  jusqu'à  108000,  tandis  que  les  petites 
tables  ne  s*é tendent  pas  au  delà  de  it)ooo. 

213.  On  a  déjà  vu  (n°  207)  que,  dans  le  système  dont  la  base 
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est  lo,  il  n*y  a  que  les  puissances  parfaites  de  lo,  telles  que  lo, 
loo,  100O9...  qui  puissent  avoir  des  logarithmes  comme/isa^ 
râbles;  tons  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incom- 
mensurablesy  que  Ton  ne  peut  obtenir  qu'avec  un  certain  degré 
d'approximation.  Les  Tables  de  Collet  donnent  ces  logarithmes 
exprimés  en  fractions  décimales,  et  exacts  jusqu'au  7*  chiffre  déci- 
mal,  inclusivement. 

Cela  posé,  faisons  dans  Téquation      10'  =  j, 

jrzno,    I,      2,        3,  4)*">'' — '>      "î 

il  en  résulte  ^=1,  10,  100,  1000,  loooo,...,  io"~',  10". 
Posant  ensuite    a:  =  o,  —  i,  — 2,  — 3,  — 4v>  —  ['^  —  0>  —  ''j 

I         I  I  I  II 

on  trouve  r  =  i, — ? ?  » v» — -—.5  — •' 

10     100     1000     loooo  lo""'     10" 

Donc:  i^.  Les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands 
que  Tunilé  sont  posUffs  et  croissent  depuis  o  jusqu'à  Tinfîni  ;  Ics 
logarithmes  des  fractions  proprement  dites  sont  ncgati/s,  mais  ils 
ont  une  valeur  nimiérique  d'autant  plus  grande  que  la  fraction  est 
plus  petite;  en  sorte  que,  si  Ton  considère  une  fraction  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  son  loganlhme  est  négatif,  mais  sa 
valeur  numérique  est  infiniment  grande  :  ce  que  Ton  exprime  d'une 
manière  abrégée,  en  disant  que  zéro  a  pour  logarithme  V infini 

f^^S^^ify  ott  bien 

log  o  =  —  QO  . 

2^.  Si  Ton  considère  un  nombre  entier  de  n  chiffres,  c'est-à- 
dire  un  nombre  compris  entre  i  o"~'  et  i  o",  on  voit  que  la  partie 
entière  de  son  logarithme  est  égale  à  //  —  1 ,  ou  renferme  autant 
d'unités  moins  une  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  caractéristique 
{Arith.y  n®  861 ,  22*  édit.);  parce  qu'elle  indique  Tordre  des  plus 
hautes  unités  du  nombre  (|ui  correspond  h.  ce  logarithme.  Par 
exemple,  si  la  caractérislitpie  est  égale  à  5,  ou  peut  en  conclure 
(|ue  le  nombre  correspondant  est  compris  nUro  lo'*  et  lo**,  ou 
bien,  est  composé  do  six  chiffres,     . 
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214.  Les  deux  premières  propriétés  du  n*^  810  donnent 
log(«  X  lo")  =  loga  -+-  log  lo"  =  loga  -I-  /?, 

et  Jog  — ^  =  logû  —  log  i  o"  =  log  fl  —  /?  ; 

ce  qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d'un  nombre  quel^ 
conque,  il  suffit^  pour  obtenir  celui  d'un  nombre  lo*  /ois  plus  grand 
ou  plus  petit,  d'augmenter  ou  de  diminuer  île  n  unités  la  caracté^ 
ristiqWe  du  logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  déci^ 
maies  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule^ 
ont  la  même  partie  décimale;  c'est-à-dire  que  leurs  caractéristiques 
seules  sont  différentes. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d'ailleurs  toutes  particulières  au  sys- 
tème ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  base  aux  préparations 
que  Ton  fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes, 
ou  aux  logarithmes,  lorsqu'on  veut  obtenir  les  nombres  qui  leur 
correspondent. 

Ainsi ,  quand  on  cherche  le  logarithme  d'un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables ,  on  sépare  d'abord  sur  la  droite  assez 
de  chiffres  pour  que  la  partie  à  gauche  soit  un  des  nombres  entiers 
de  la  table;  mais  il  faut  en  séparer  le  moins  possible ,  à  cause  de 
la  proportion  qu'exige  l'emploi  des  tables  (*).  Avec  les  petites 
tables,  on  doit  laisser  quatre  chiffres  vers  la  gauche;  et  avec  les 
Tables  de  Callet,  on  doit  en  avoir  cinq. 

Quand,  au  contraire,  on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant 
ù  un  logarithme  donné ,  il  faut  préparer  celui-ci  de  manière  que 
sa  caractéristique  soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables ,  c'est-  à- 
dire  égale  à  3  pour  les  petites  tables  s  et  à  4  pour  les  grandes. 

âi5.  Des  compléments  arithmétiques. —  Il  arrive  fréquemment^ 
dans  les  applications ,  que  l'on  a  à  déterminer  le  résultat  d'une 


(*)  Voxcsla  seconde  note  placée  à  la  fin  de  ce  chapitre^  pour  le  calcul 
de  lViv'6'«r  commiic  lorsqu^oii  clablit  la  proportion  entre  les  différences  dcf^ 
nombres  et  les  diflërenccs  des  lo{^aritbinc.s. 
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opération  composée  de  plusieurs  additions  et  soustractions  loga- 
rithmiques. Or  on  ramène  cette  opération  à  une  seule  addition  par 
le  moyen  des  compléments  arithmétiques. 

Le  complément  arithmétique  d'un  logarithme  est  ce  qui  manque 
à  ce  logarithme  pour  former  le  nombre  lo;  en  d'autres  termes, 
c^est  Texcès  de  lo  sur  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  comp.  3,47^5843  =  lo  —  3,47^5843  =  6, 52741 57, 
comp.  2,7325490  =10  —  2,7325490  =  7 ,2674510. 

Le  premier  chiffre  significatif  à  droite  se  retranche  de  \o,  et 
tous  lesjautres  de  9;  en  sorte  que  les  zéros  qui  peuvent  se  trouver 
à  la  droite  du  logarithme  doivent  rester  dans  le  complément 

D*où  Ton  voit  qu'un  complément  peut  être  formé,  pour  ainsi 
dire,  d'après  l'inspection  d'un  logarithme,  ou  d'après  sa  dictée. 
—  Cela  posé ,  voici  l'usage  de  ces  compléments  : 

Que  l'on  ait  à  trouver  le  résultat  numérique  de  Texpression 
/  — /'4-/"  — /""  — /*^-h/^  l,  l'y  l\  /^...  étant  des  loga- 
rithmes ,  les  uns  à  ajouter,  les  autres  à  soustraire. 

L'expression  peut  d'abord  être  mise  sous  la  forme 


i^r^r^,  ,0  — /'-h  10  — r -h  10  — /'^  —  3o, 

ou  bien , 

/-h  /'^  H-  /^  -f-  comp.  /'  -f-  comp.  l'"  -f-  comp.  P''  —  3o; 

c'est-à-dire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  il  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes 
soustractifs,  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  10  que 
l'on  a  pris  de  compléments. 

Par  le  moyen  ordinaire ,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
additifs,  celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande ,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions 
et  une  soustraction  >  tandis  que  par  celui-ci,  on  na  qu'une  seule 
addition  à  effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à  prendre 
les  compléments,  et  qui  sont*trop  simples  pour  entrer  en  ligne  de 
compte. 
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SI 6.  L'emploi  des  compléments  donne  naissance  à  une  forme 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  -^• 

n 

On  a  log  -^  =  log  7  —  log  i5  =  log  7  4-  comp.  log  i5  —  10. 

log   7  =  0,84509804 
comp.  log  1 5  =  8,82890874 

9,66900678 
retranchant  10 —  0,33099822 

ou  bien ,....'...  i  ,66900678 

Le  résultat  de  Paddition  de  comp.  log  i5  avec  log  7  étant 
9,66900678,  pour  en  retrancher  10,  on  peut  s'y  prendre  de  deux 
manières:  ou  bien  soustraire  ce  résultat  de  10,  et  affectant  le 
reste  du  signe  — ,  ce  qui  donne  —  o  ,88099322  ;  ou  bien ,  retran- 
cher 10  de  la  caractéristique  9 ,  sans  altérer  la  partie  décimale,,  ce 

qui  donne  i  ,66900678,  c'est-à-dire  un  logarithme  dont  la  carac- 
téristique seule  est  négative^  la  partie  décimale  restant  positive. 

Pour  le  distinguer  d'un  logarithme  entièrement  négatif,  on  doit 
avoir  le  soin  de  placer  le  signe  —  au-dessus  de  la  caractéris- 
tique (*). 

11  serait  plus  clair  de  l'écrire  ainsi  :  —  i  4-  0,66900678,  car 
voilà  sa  véritable  signification;  mais  l'autre  manière  est  plus 
abrégée. 

On  est  encore  conduit  à  cette  espèce  de  logarithmes  en  cher- 
chant le  logarithme  d'une  fraction  décimale. 

Par  exemple, 

logo,oo534  =  log  534  7— 5  =  2,72754*26  —  5  =  3,72754126. 
Nous  verrons  bientôt   que   l'usage  de  ces  logarithmes  offre 


(*)  Cette  notation  diffère  un  peu  de  la  notation  employée  dans  notre 
Arithmétique;  mais  nous  avons  cru  dnvoiraadoptcr  ici  celle  doni  Tusage  esi 
le  plus  rcpandu. 
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quelques  avantages  sur  celui  des  logarithmes  entièrement  né- 
gatifs. 

Observons,  pour  le  moment,  que 

1**.  Si  Ton  avait  à  déterminer  le  nombre  qui  correspond  à  un 
logarithme  de  cette  espèce,  la  simple  addition  d'un  nombre  con- 
venable d'unités  à  la  caractéristique  suffirait  pour  la  préparation 
du  logarithme. 

Soit,  par  exemple,  3,47^0563  le  logarithme  proposé. 

En  ajoutant  7  unités  Ma  caractéristique,  il  vient  4947^^^^^) 
logarithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s'ob- 
tiendrait d'après  les  règles  connues  ;  après  quoi ,  Ton  diviserait  le 
nombre  par  1 0000000  ou  par  10'. 

2**.  Si  Ton  a  à  multiplier  le  logarithme.   .  .   .       3, 47^0563 
par  un  nombre  quelconque ,  8  par  exemple.  ...  8 

on  obtient  d*abord  pour  la  partie  décimale.  .  .  .       3,7764504 
et  pour  la  caractéristique —  24 


ce  qui  donne  pour  résultat 21,7764504 

3°.  Si  l'on  a  à  diviser  ce  même  logarithme  par  8 ,  on  commence 
par  ajouter  à  la  caractéristique  assez  d'unités  négathes  pour  qu'on 
puisse  en  prendre   le  huitième  exactement;  c'est-à-dire  qu'on 

mettra  le  logarithme  3,472o563  sous  la  forme 

—  8+  5, 47^0563. 

« 

Prenant  le  huitième  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve 
1 ,6840070. 

Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  l'usage  de  ces  opé- 
rations. 

Passons  maintenant  aux  applications. 
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Opérations  de  r^rithméth/ue. 

ai7.  Multiplication  et  division.  —  On  demande  la  valeur  ap- 

,  ,    ,  ,  .  3i       i3       4? 

prochee  du  produit         "^  ^  —  '^  7ft  * 

Appelons  x  ce  produit,  on  a  (n®  200), 

log  X  =  log  3i  —  log  75  H-  log  i3  —  log  12  -h  log  47  ■—  log  48. 

log3i  =  1,49136169, 

log  1 3  =  1,11 394335 , 

log  47  =  1,67209786, 
comp.  log  75  =  8, 12493874 , 
comp.  log  12  =  8,92081875, 
comp.  log48  =  8,31875876, 

1 ,64191915  =  29,64191915  —  3o; 

ajoutant 5 

on  obtient.  .  .  .  4>64i9i9i 

4,6419102  =  log  43844 


89 
99 


DifTérence.  .  •  .  ^ 
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Donc 4^6419191  =  log  4  3844»  90- 

Ainsi,  le  produit  demandé  est  0,438449^  À  0,0000001  près. 


Formation  des  puissances,^  —  Observons  avant  tout  que, 
comme,  pour  obtenir  le  résultat  d'une  formation  de  puissance,  îl 
faut  multiplier  le  logarithme  du  nombre  par  Texposant  de  la  puis- 
sance, on  doit  prendre  d'abord  le  logarithme  du  nombre  proposé 
avec  plus  de  7  décimales,  si  Ton  veut  avoir  un  produit  exact 
jusqu'à  la  7®  décimale  inclusivement.  Or  on  trouve  dans  Touvrage 
de  Callct,  à  la  suite  des  tables  ordinaires,  une  autre  table  qui 
donne  les  logarithmes  avec  20  décimales  ;  ainsi  Ton  peut  toujours 
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prendre  ces  logarithmes  avec  deux  on  trois  décimales  de  plus  que 
dans  les  tables  ordinaires. 

Cela  pose  y  soit  à  former  la  5*^  puissance  de^^g;  on  a  (n®  fi  10) 

log(29)*  =  51og29. 
Or  log  29  =  1 ,462897998 , 

d'où  510529=7,31x989990; 

ôtant  3  unités /^y3iiggno 

4^31 19868  =  log  2o5i  I . 

32 


IMfrérence 82 
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212 


=  o,i5. 


Donc  2o5i  I  i5q  est  le  nombre  cherché  à  une  dizaine  près. 
Soit  encore  proposé  d'évaluer  (2)". 

On  a  log  2=    0,8010299956, 

d'où  64  log  2  =  19,2659197  ; 

ôtant  1 5  unités 4)^^^9197 

4,2659022  =  log  18446* 


'■Ê  =  °'^4- 


Différence 175 
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Ainsi,  4,2659197  =:=  log  18446,74* 

Donc  le  nombre  cherché  est  1844^74^  •  ^^®  •  ^^^  •  ^^^  •  ^*^^  >  ^ 
dix  trillions  près ,  c'est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres  ne 
peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces 
sortes  d'exemples,  n'avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de 
ta  grandeur  du  nombre ,  et  l'on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y 
parvient. 

Soit,  pour  nouvel  exertJple ,  à  évaluer  (  ^ 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que  sans 
compléments  : 

Sans  compléments. 

log3  =       0,4771212547 
log  2=       0,3010299956 

log  3  =  —  0,1760912591 

I  T  log  -  =  —    1 ,937003850  1 

ajoutant      -h  6 

on  obtient       ^^(^'jl^o/qï 

Le  nombre  correspondant  à  ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  donc 
0,01 1 56 102  est  le  nombre  demande,  à  0,00000001  près. 

Extraction  des  racines.  —  Il  suffît ,  pour  cette  opération ,  de 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 
On  demande  la  racine  7^  de  1 162049- 

On  a  (n'^aiO)  log  y^i  162049  =  -  log  1 162049. 

logi  i62o  =  4»^65^o^'       Diff.  labiil.  3^4 

log  1 1620^49  —  '^ë  '  ^  ^^^  ^^  1 83      Dirr.  de  nomb.       0,49 


Par  compléments. 

log  2  = 

c.  log  3  =: 

0,3010299956 
9,5228787453 

1        2        • 

log3  = 

1,8239087409 

iilog|  = 

2,0629961499 

ajoutant       -+ 

-6 

on  obtient 

4,0620061 

log  11620,49= 4 »o652244  i 

Donc         log  1 162049  =6,0652244  ! 
-  log  1 162049  =  0,8664606 
ajoutant  4»  4«3^4^o6 


33  66 
'49  6 

183,26 


4,8664587  =  log  73529. 


Différence 

DiiTcrence  tabulaire.    .  . 


59 


'9  1 

^'  =  0,32, 

59 


Donc     4*^^664606  =r  log  73529,32. 

Ainsi,  7,352932  est  la  racine  demander  à  0,000001  prés. 
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Soit  à  évaluer   i/  —  •,  ona  1.  w —  = — (logi3  —  log  27). 

Par  compléments. 

1.    i3=        1,11394335 
comp.   l.   27  =       8,56863624 

•> 

I.   —  =        J  ,68257959  =  —  11 -h  10,68257959 
27 

—   I.  —  =        1,07114360; 
1 1        27  ui     ^ 

ajoutant  -4-  5 

on  trouve  4>97"436o  =  log  93571 ,49- 

Donc  la  racine  demandée  est  o  ,9357 149  ^  ^  ,0000001  près. 
On  trouvera  pareillement 


v/{t)' 


I  |\  s 

—  )  =  i,i54ti8;  (73)' =  11047390000000; 
9/ 

(o  10457)''  =  0,000000000000000082984 


Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes. 
SI 8.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé,  pour  valeur  de  l'inconnue 


^(fl'--6').3« 
d'un  problème,  1  expression     x  =  —====.  -> 

s! [a  -h  b) .  sjcd 

et  qu'en  donnant  à  <i,   6,  c,  d,  des  valeurs  particulières,   on 

veuille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  moyen 

des  logarithmes  y  on  peut  ramener   la  question  à  ne  présenter 

que  des  additions,  soustractions,  et  des  multiplications,  divisions 

simples. 

On  a,  en  effet,  d'après  le»  propriétés  des  n*»»  200  et  ÎIO , 


1.  j;  =  I.  V(a''—  6') .  3  «  —  1.  \j{a  -h  b) .  sjcd. 
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Mais l .  ^J{a^--b').Za  =  -  [  1 . {«  -f-  ^) H-  1 .  (r/  —  ^)  4-  l.  3  -h  1. û] , 
et      1.  V(<i  4-  b).  sfcdzzz  -    \.{a  -f-  ^)  -h  -  1.  r  -h  -  1.  rf  j  -, 


ilonc 


L  ^  z=  ^ [  I.  (n  -h  /y)  -H  I.  (/i  -^  6)  -f  I.  3  -+- 1.  a] 

expression  qui  n'offrira  plus  à  cfTectuer  que  des  additions ,  des 
soustractions ,  et  quelques  divisions  très-simples,  lorsque^,  h^  r,  </, 
seront  donnés  numériquement. 

Soient ,   par  exemple ,  a=:6o,   6=:i5,  c=i6,  ^  =  9; 
Texpression  devient 

l..r  =  i[1.75-hl.45-f-1.3-f.l.6o]-.iri.  75+^1.  164-^1.9!; 

calculant  séparémentMa  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres ,  puis  prenant 
le  tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

1.  X  =  1,92784875  —  1 ,477*2125, 
ou  I.  X  =:  G  ,4507275  ; 

donc  X  =  2, 823 108. 

,,                            2/1*  — 3/3^^ -f-^* 
Soit  encore  1  expression  x  =  — jr — -7 7-7—  • 

On  peut  d'abord  ,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a^  au  nu- . 
mcrateur,  et  le  fadeur  /z'  au  dénominateur,  présenter  Texpression 
sous  la  forme 

/  36»       b'\  [  Zb^       b'\ 

\  a'  )  •  a- 
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Posons  maintenant     w  =  ^ —  ?      n  = >     p  =z—' 

û'  a*         '        a^ 

,»  ,     .  a  (t.  a  —  n  -^  p\ 

I  expression  devient     x  = 5^-= ^' , 

a  —  3  ^  -H/w 

ou ,  en  appliquant  les  logarithmes, 

\.x  •=z\,a-\-\»{ia  —  n  H-/?)  —  1.  («  — -  3  />  4  w)> 

expression  facile  à  calculer  dès  que  Ton  aura  trouvé  les  valeurs 

Ab'^c              Zb^  b^ 

de     m^  n.  p,  Ot  les  équations  m  -==  -î — »  n  = 1    p  =  — 9 

donnent 

l./w  =  1.  4  -+-  ^1'  ^  -+-1.C  —  al.fl,    1./2  =1.  3+  31.^  —  2I.  fl, 

],  p  =z  41.  ^  —  31.  a, 

(L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  ramener  l'expression 
fractionnaire  à  une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou 
du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expressions 
qui  ne  présentent  à  effectuer  que  des  multiplications ,  divisions , 
formations  de  puissances.) 
On  trouvera  de  même 

1.  — j-^=iV  (a H- 6)-+- 1. (il  —  è}H-comp. l.p-hcomp. I.rf — 20, 

-  à^-—%ba^-^bc'      ,  ,  ,  .       .X  1  /       /       ,n 

1^      — — r=l  a-\-\.{a  —  2É>4-A)-|-comp.l.(/T  —  6-f-//) — 10, 

h  et  A'  étant  calculés  d'après  les  formules 

\.h    =1.6-1-21.0  —  2l.fl, 

I.A'  =  1.4-+-l.c-f  l.r/  — l.fl. 

Équations  exponentielles . 

SI9.  Nous  avons  exposé  (n^  1104)  une  méthode  pour  résoudre 
réqaation  a'=:  b^  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  qne  les  tables  sont  construites ,  rien 
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ne  nous  empêche  d*en  faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  créqua- 
tions. 

Or,  si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  Téqua- 

lion  a'  =  b,i\  vient  (n°  «10)     j:  X  1  «  =  I.  ^;  d'où  x  = .-— . 

1«  a 

Reprenons,  par  exemple,  Téquation  3'  =  i5,  qui,  par  la  mé- 
thode dn  n°  204,  a  donne  x  =:  2,4^^5,  à  o,ooi  près;  on 
déduit  de  cette  équation 

:c  =  —  =  i'  '7^9JA^  =  2  465. 
1.3        0,477*2125 

LVquation  a*  =  b  est  dite  une  équation  exponentielle  du  pre- 
mier ordre;  mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme  a^  z=z  Cy 

/!*'  =;  rf,...  ;  on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième, 
troisième  y . . .  ordre» 

Pour  se  former  une  idée  de  l'expression  a**»  il  faut  concevoir 
que  h  soit  d*abord  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué  par 
X ,  et  que  a  soit  ensuite  élevé  à  une  puissance  d'un  degré  marqué 
par  b^. 

De  même,  af'  indique  qu'après  avoir  élevé  c  à  la  puissance  du 
degré  marqué  par  x,  on  a  ensuite  élevé  6  à  la  puissance  du  degré 
marqué  par  c^^  et  enfin  a,  à  la  puissance  du  degré    marqué 

par  6**. 
D'après  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 

de  l'équation     a^  =  r;     il  vient     ^'  X  I.  «  :=:  I.  c; 

1.  e 
d'où  ^'=:  -^1     ou,     en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 

j'Xl.^  =  l«,- — ^=l.l.c — \.\,a'y     donc     x^=z-^-^ — z — 7-^ — '— ^ 

\.  a  \,b 

[  I  c  étant  une  fraction  décimale ,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
rithme d'après  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme  de 
tout  autre  nombre.] 

Soit  encore  à  résoudre  l'équation     «*'  =  d. 
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Prenant  les  logarithmes ,  on  a         b'''  X  \o^a  z=z  log  d-^ 

d'où  b"^  'z=  r^ .    Prenant  de  nouveau  les  logarithmes , 

1.1. rf  — 1.  \.a 
c*  =  p7 î  et   opérant  sur  celte  équation   comme  sur 

les  précédentes , 

;c  X  1.  <?  =  1.  -  '    ri  '  '     =  1>  (1. 1.  «^  —  1. 1.fl)  —  1. 1.  6. 

l.o  ^ 

\.(\.\.d^\.\.a)  —  \,Lb 
Donc  X  =  — ^ ; 

On  résoudrait  par  un  procédé  semblable  les  équations  exponen- 
tielles d'un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes ,  considérées 
algébriquement  ;  mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé  de  voir 
qu'elles  donneraient  des  valeurs  peu  approchées,  et  Ton  ne  pour- 
rait même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d'approximation. 

S20.  Remarque.  —  Dans  le  calcul  des  expressions  algébriques, 
on  est  quelquefois  conduit  à  prendre  le  logarithme  d'un  nombre 
négatif.  Mais  alors  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande,  par  logarithmes,  la  valeur 
du  produit  abc  y  pour  des  valeurs  particulières  âe  a^  b ,  r.  Il  fau- 
dra ,  pour  cela ,  faire  usage  de  la  formule 

log  abc  =  log  a  -f-  log  b  -+-  log  c. 

Or,  soient  /i  =  2,  b  z=  —  3,  c  =  5;  en  opérant  comme  si 
3  était  affecté  du  signe  -h  ,  on  trouvera 

log  abc  =  log3o. 

Mais  comme  il  y  a  un  facteur  négatif  ddins  abc,  il  s'ensuit  que 
le  produit  cherché  est  —  3o. 

Soient  encore  «  =  2,  b=:  —  3,  r=  —  5;  on  aura  tou- 
jours ,  d'après  la  même  règle  , 

log  abc  :=z  log3o. 
Jlg.  B.,  lo'  éd.  23 
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Mais  piiisqiril  y  a  {icux  facteurs  négatifs  à-àws  abc,  W  en  résulte 
que  le  produit  cherché  est  -h  3o. 

(En  général ,  un  produit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair.  ) 

Soit  encore  à  résoudre,  par  logarithmes,  Téquation 

5 
il  vient  log  Jp  =  o  log  (—  8) . 

En  opérant  comme  si  8  était  affecté  du  signe  +  ,  on  trouverait 

log  jc  =  log  32  ; 

5  ^ 
maïs  une  puissance  dont  Texposant  est  ^  équivaut  h  la  racine  3'^'"'' 

de  la  5'""  puissance ,  et  doit  avoir  le  même  signe  que  le  nomhrc 
sur  lequel  on.  effectue  ces  opérations.  On  a  donc 

Soit ,  pour  nouvel  exemple  ,  féquation 

cf  =  —  3  ;        d  ou        j:  =  -~ • 

•^  log  9 

Gomme     log  9  =  log  (—  3)'  =  2  log  ( —  3) ,     il  en  rcsuifc 

log  (—3)         I  ,    . 

j:  =  — r^-^7 — KT  =  -  î      solution  exacte. 
2log( — 3)        2 

Mais  si  Ton  avait  à  résoudre  Téquation  (—  9)'  =  3,    comme 

dé  { — 9)'  ^  3  on  tire  —  g  =  3%  on  doit  en  conclure  que  l'é- 
quation proposée  est  absurde. 

On  obtiendra,   d'après  les  mêmes  principes,  la  solution  des- 
équations  suivantes  : 

jc=(— 8f,         ^=4; 

.r^  =  4 ,  T  =  ±S; 

:i?  =  ( —  4)%  équation  impossible. 
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Proportions  et  progressions  par  quotient. 

!l!ll.  Soit  d*abord  la  proportion  a  \  b  \\  c  \  Xy  on  en  déduit 

bc 
JT  =  —  9  d*oà ,  en  appliquant  les  logarithmes , 
a 

1.  X  =  1.  ^ -1-1.  c  —  I.fl,      ou     Ifl  .  1^  :   Ic.Ix; 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion ,  leurs 
logarithmes  forment  une  équidifférence. 

Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

7^  a  :  b  \c\  d  \  e  \  f:  g  \  h  :.,    , 
Il  résulte  de  la  définition  (n*'  i9i)  qu^on  peut  récrire  ainsi  : 

abc        d       e        f 
b'^ë'^d'^ê'^/"^}^''' 

d*où ,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

abc  de 

1   —  ^—  i_  —  1    1  —  1     -  —  1    _  — 

o  c  a  e  J 

ou 

l.fl  —  l.  ^=1.  6  —  l.c  =  l.c  —  \,d  =  \,  d —  I.  ff=l.  e  —  l.y..., 

on  bien,  enfin,  t  la  .  1^  .  le  .  1</.  le. . . . 

Donc,  si  des  nombres  a,  b,  c, .  .  .  sont  en  progression  par  quo- 
tient^ leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence,  La  réci- 
proque est  évidente. 

Cette  proposition  rapproche  la  définition  algébrique  des  loga- 
rithmes (n®  207)  de  la  définition  que  l'on  en  donne  en  Arithmé- 
tique ,  savoir,  que  Les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progres- 
sion par  différence  y  correspondant  terme  pour  terme  à  des  nombres 
en  progression  par  quotient. 

N.  B,  —  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement 
dans  notre  Traité  d'Arithmétique  (n°  Î77). 
C'est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 

23.  . 


^6       APPLICATION    AUX    PROPORTIONS    ET    PROGRESSIONS,  ETC. 

progressions  par  quotient  que  l'emploi  des  logarithmes  est  utile. 
1**.  Si  nous  appelons  u  le  dernier  terme  d'une  progression  par 
quotient,  nous  aurons (n®  192) 

K=rfl^""',     d'où     I. /i  =  I.  rt -H  (/i — 0'*7* 

Soit,  par  exemple,  propose  de  trouver  le  ao"  terme  de  la  pro-- 

3     q     an      8i 
gression  *  •  î  '  i  '  ~8   '  lE 

La  formule  devient 
I.a  =  I.  1  -h  19(1' 3  —  I.  2)  =  19(1.  3  —  1.  2),  [cari.  1  =:  o], 

et  Ton  obtient,  tout  calcul  fait, 

I.  a  =  3,3457339  =  1.  22 16, 84; 
«  =  2216,84     à  0,01  près. 

2°.  Si  Ton  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a  et  6  un 
nombre  //i  de  moyens  proportionnels,  on  a,  pour  déterminer  la 
raison  (n*'  198),  la  formule 

.  /b  I.  ô  — -  l./ï 

Vu  /»  -f-  I 

Soient  a  =  2,  b  =:  i5,  w  =  5o;  il  vient   I.  ^  =  - — ^ • — ; 

\j  I 

et  Ton  obtient ,  tout  calcul  fait , 

1.^  =  0,0171581  =  1. 1 ,040^9; 
donc  g  =  i  ,040299. 

Veiît-on  calculer  directement  le  20*^  moyen  proportionnel ,  qui 
est  le  21'  terme  de  la  progression?  On  a 

fi'F^Y        ^'    N       1  ,  20(1.  l5~1.2) 

jr  =  2ly  — j;     doù     log*  =  1.2H ^ g -y 

on,  tout  calcul  fait,  I.  j;  =  0,644^9' 3  =  1.4,4^74^- 

Ainsi  y  le  20*  moyen  proportionnel  est  4  9  4^74%- 
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3**.  On  a  trouvé  (n°  t9S),  pour  Texpressiou  de  la  somme  des 
termes, 

On  voit,  d'après  cette  formule,  qu*il  faut  commencer  par  calculer 
l'expression  7",  en  posant  I.  7"  =  /il. 7;  après  quoi  Ton  obtient 
aisément  7"  —  1 9  «t,  par  suite,  l.  (7"  —  1).  Nous  aurons  bientôt 
«occasion  d^appliquer  cette  formule. 

4^.  Connaissant  /7,  7  et  «,  dans  la  formule  a  =  //7''~',  on  peut 
demander  la  valeur  de  /?.  Or  on  a 

1.  7 

Soit  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progi*ession  dont 
te  premier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  61 44»  Un* 
obtient 

L6i44— "l'S  3,3ii32qq5 

«  =  1  H V =  '  -+-  -^ ^^^  =1-4-11  =  12; 

1.2  0,30102999 

33ii32Qq5  .     ,  X  6 

(Le  quotient  -;; ^^^-  est  égal  a  ii  -h -r :  mais  on 

30102999  ^  30102999 

néglige  la  fraction ,  comme  provenant  de  l'emploi  des  logarithmes.) 

Questions  relatiit's  à  r intérêt  composé, 

9SS.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  loga- 
rithmes est  celle  qu'on  en  fait  aux  questions  sur  l'intérêt  de 
l'argent. 

Première  question  géniîrale.  —  (/ne  somme  quelconque  étant 
placée  'pendant  un  certain  temps  à  un  taux  (Vintéréi  déterminé,  et 
EH  INTÉRÊT  COMPOSÉ,  cest-h-dire  dans  la  supposition  que  Vintérét 
de  chaque  année  s'accumule  avec  le  capital  de  rannée  précédente, 
on  demande  ce  que  doit  dt  venir  cette  somme  au  bout  du  temps 
donné, 

Désignons*par  A  hi  somme  placée,  par  n  le  nombre  d'années,  et 
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par  r  Tintérét  que  rapporte  i  fr.  par  an  (ce  n'est  autre  chose  que 
le  IDG*  du  taux  de  Tintérét  de  loo  fr.). 

Puisque  i  fr.  rapporte  r  au  bout  d'un  an ,  une  somme  a  rap- 
portera ar\  ainsi,  à  la  fin  de  la  première  année ,.  le  capital  a  sera 

devenu  a  -f-  «/-,     ou     a  (  i  -h  r). 

Soit  a (i  +  r)  =  a';  ce  nouveau  capital  deviendra,  au  bout  de 
la  deuxième  année,  a*{\  +r);  donc  le  capital  primitif,  ou  a  , 

sera  devenu  lui-même         «'(i  -h  r),     ou     «(i  -h  r)'. 

On  obtiendrait  de  même,  au  bout  de  la  troisièoie  année, 
rt(i  H-  r)%  et,  en  général,  an  bout  de  la  «*•"•  année,  a(i  -+-  r)". 
Donc ,  en  exprimant  par  A  cette  dernière  valeur,  on  a  Téquation 

A  =  <ï(i  -h  /■)",     d*oii     1.  A  =  1.  «  -h  «  X  1.  0  -^■  '*)• 

Application.  —  On  demande  ce  qu'une  somme  de  3oooo  fr., 
placée  en  intérêt  compose ,  ù  raison  de  5  pour  loo,  doit  rapporter 
au  bout  de  3o  ans. 

Il  suffît  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 


5 


a  =  3oooo,  «  =:  3o ,  /•  =  - —  =:  o  ,o5  ; 

lOO 

ce  qui  donne 

1.  A  =  1.  3oooo  H-  3o  1  (i  ,o5). 

1.  105  =  0,021189299; 

3o  1.  I  ,o5  =  o  ,63567897 
1.  3oooo  =  4>477'^'^^ 

I,  A  =  5,1 1280022  =  1.  129658,27. 
Donc  A  =129658^27. 

La  formule  A  =  â(i  +  r)",  renfermant  quatre  quantités,  donne 
implicitement  la  solution  de  quatre  problèmes  différents  :    * 

i".  Déterminer  A,  connaissant  a,  t  et  ï\  :  c'est  la  question 
qu'on  vient  de  résoudre. 

2**.  Déterminer  la  somme  fiu*il  faudrait  placer  actuellement 
pour  retirer,  au  bout  de  n  années ,  une  somme  A  ,  en  supposant  le 
capital  placé  à  intérêt  composé  y  à  raison  de  v  pour  i^fr. 
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Or  év  réquation  X  =  n{i  -4-  r/  on  déduit 

l./ï  =  1.  A  — /il.(i  -h  /•); 

1 1  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  d* escompte  composé  ; 
i>ar  elle  revient  à  trouver  la  valeur  actuelle  d'une  somme  A  payable 
<ians  n  années,  en  ayant  égard  à  riatérét  de  la  somme  et  aux  inté- 
rêts des  intérêts. 

3°.  Déterminer  le  taux  d'intérêt  auquel  on  doit  placer  une 
somme  a ,  pour  retirer,  au  bout  de  n  années,  un  intérêt  composé, 
une  autre  somme  A. 

w     f  •  "/A.     1,   *  1   /  V       LA— •!.« 

La  fonnuic  serait  i  -f-  /•  =  \/  -  »  d  ou  1.  (  i  -h  /•]  = 

Va  n 

Connaissant  i  +r,  on  eo  déduirait  ra<'ilenieiU  r,  et,  ]>ar  suite,  \v 
taux  d'intérêt  pour  loo  fr. 

4°.  Enfin,  déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a 
<ioit  être  placée  en  in  té i  et  composé ,  à  raison  de  r  pour  i  fr.,  pour 
rapporter  une  somme  A. 

I.  A  — l.« 


La  formule  serait     n  = 


l.(H-r) 


Si  Pon  voulait  que  A  fut  double,  triple,  quadruple,.    .  de  f/, 
la  formule  se  simplifierait. 

Soit,  en  effet,  A  =r  ma;  la  formule  A  =  ^  (i  +  /•)"  se  réduit  à 

1,   .  1"'^' 

ma  =  /i .  1  -f-  '•)'*,       d  ou       «  =  r-; ■  ; 

l.(i  -hr) 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  /f  est  indépendante  du  capital  placé 
primitivement. 

Seconde  question  générale.  —  Déterminer  quelle  somme  il 
ftmdrait  placer  actuellement  pour  rccc\*oir^  ii  la  fin  de  chaque 
année ,  une  somme  déterminée  b  ,  de  manière  à  être  entièrement 
remboursé  du  capital,  des  intérêts  du  capital ,  et  des  intérêts  des 
intérêts  y  après  un  nombre  n  d'années  y  l'intérêt  étant  r  pour  i  fr. 
ptir  an. 


36o  QUESTIONS    RELilTIVKS    A    l'iNTÉRÀT    COMPOSÉ. 

Soit  a  la  somme  cherchée  ;  ce  capital  deviendrait ,  au  bout  de  n 
années  y  a{i  -f-  /*)". 

Il  faudrait  donc  qu*en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
chaque  année  deviennent  au  bout  de  la  /t'*",  la  somme  des  résul- 
tats fût  égale  à  fl(i  4-  r)". 

Or  b  donné  à  la  fin  de  la  première  année ,  ou  au  commencement 

de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  /i'**',  ^  (i  H-  r)^'. 

De  même,  Ù  donné  à  la  fin  de  la  seconde,  ou  au  commence- 
ment de  la  troisième,  devient,  au  bout  de  la  /i'**',  6(i  -+-  r)""**. 

On  trouverait  de  même  6  ( i  4-  '')"'"%  à{i  -\-  r)"-*,. . .,  b  (i -hr),  b^ 

pour  les  valeurs  des  autres  sommes  ^,  au  bout  de  la  /z'*"'  année. 

On  a  donc  Téquation «  (  i  -4-  r)"  = 

mais  le  second  membre  de  cette  équation ,  considéré  dans  un  ordre 
inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d'une  progression 
par  quotient,  dont  le  premier  terme  est  b,  la  raison  i  4-  r,  et  le 
nombre  des  termes  n. 

Ainsi,  cette  somme  a  pour  expression  (n^  i85), 

b(î  -i-r)»—  h  bUi  -f-rV»— .  il 

-J i ,      ou      ^S^ -\ 

I  -f-  '^  —  I  r 

donc,  enfin,  on  a  Téquation 

rt  (i  4-  /')"  =  — i^ -\      d'où      a  =  — i^^ i-r -J  : 

ou,  appliquant  les  logarithmes, 

Lu  =  1.  6  4-1.  [(i  4-  r)«~-  i]— 1.  /'—  /il.(i  4-r). 

Cette  nouvelle  formule,  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,  //, 
donne  aussi  lieu  à  quatre  problèmes  différents. 


ÉNONCÉS    d'autres   QUESTIONS.  S6l 

Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux 
précédentes  : 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme 
;x,  en  intérêt  composé,  à  5  et  à  lo  pour  loo,  pour  doubler  cette 
somme.  * 

(Rép.  A  5  p.  I,   i4"'*  2-«";  à  lo  p.  |,  7-"'  3"*"'.) 

On  demande  la  somme  que  l'on  doit  placer  à  présent  pour  reti- 
rer pendant  12  ans ,  et  h  la  fin  de  chaque  année,  une  somme  de 
iSoofr,y  de  manière  à  être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années,  l'intérêt  étant  7/  5o'/?.  |. 

[Rép.  1 1602^91.) 

Un  particulier  a  acheté  une  propriété  de  1 00000 //*.;  et  cette 
somme  doit  être  acquittée  en  i5  payements  égaux,  eu  égard  aux 
intérêts  des  intérêts;  le  taux  pour  chaque  intervalle  de  payement 
est  de  5  p.  -J-  —  On  demande  de  déterminer  la  quotité  de  chaque 
payement. 

(iî^/7.  9634S22.) 

Un  nombre  donné  d'hommes  a  ,  augmente  tous  les  ans  de  la  cen- 
tième partie  de  ce  qu'il  était  l'année  précédente;  combien  faut-il 
d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  \o  fois  plus  grand. 

{Rép.  7,^1"**  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d'un  baril  de  1 00  litres  de  vin  un  litre 
qu'on  remplace  par  un  litre  d'eau  ;  déterminer,  i®  combien  devin 
il  restera  dans  le  baril  lorsqu'on  aura  remplacé  le  5o®  litre;  2°  dans 
combien  de  jours  le  baril  sera  réduit  h  la  moitié ,  au  tiers,  ou  au 
quart. 

Réponse  à  la  première  partie  de  la  question  :      60'*"""  — 

Réponse  à  la  seconde  partie  :  69-'*"'^  pour  la  moitié ,  10g-'*'*"'' 
pour  le  tiei^,  et  i-BS-'''""  pour  le  quart. 
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J^  IV.  —   Séries  logarithmiques  et  exponentielles, 

La  méthode  ex |K>sée  n^  MS,  pour  résoudre  l'équation  a*  =  b, 
suffisait  pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  do 
logarithmes;  mais  cette  méthode  est  très-laborieuse,  et  même  im- 
praticable, lorsqu'on  veut  déterminer  la  valeur  de  x  avec  un  grand 
degré  d'approximation.  Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes 
beaucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construire  de  nouvelles 
tables,  soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà:  ces  méthodes 
consistent  dans  le  développement  des  logarithmes  en  série. 

223.  Soit  y  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  déve- 
loppé en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés (n»*  179  et  181). 

Il  est  d'abord  visible  que  Ton  ne  peut  supposer 

1.  j  =  A  +  Bj  +  Cj'  -h  D^  H-  etc.; 

car  si  Ton  fait  y  z=  o  ^  le  premier  membre  se  réduit  (n"  215)  à 
l'infini  négatif  ou  à  V infini  positifs  suivant  que  la  base  rst  plus 
grande  ou  plus  petite  que  i  ;  tandis  que  le  second  membre*  se* 
réduit  à  A,  qui  devrait  alors  être  de  même  nature. 

On  ne  peut  supposer  !•.)'=  A  )■  H-  B^'  -f- .  .  . , 

puisque  y  =z  o  donne  1.  o     on     —  x  =  o; 

mais  si  Ton  met  y  sous  la  forme   i  4-  x,  el  qu'on  pose 

l.(i  4-  .r)  =  A.r  -|-Bi--I-  C^r' -h  Dx^  -h  .  .  . ,  (i) 

rhypoLliése  x  =  o  ne  présente  plus  aucun  caractère  d'absurdité. 
Ainsi ,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Tachons  de  déterminer  les  coefficients  A  ,  B ,  C , .  .  .  . 
Pour  cela,  imitons  le  procédé  suivi  n"  182,  et  remplaçons  .r 
par  3;  il  vient 
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Retranchant  Téqnation  (?.)  de  l'équation  (i),  on  obtient 

|.(,_4_.r)— l.(n-2jzr;A(a:~-z)-f-B(x'— 3-^)4-C{jr3— z^)-+-....  (3) 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  x  —  z,  et 
donne  pour  quotient 

A  4-  B(j:  -h  z)  -f-  C  [x-"  -h  zj:  H-  s»)  -h  ...  ; 

voyons  donc  si,  par  quelque  artifice,  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce 
facteur  en  évidence  dans  le  premier. 

Or,  on  a     1.  fi  -f-  x)  —  I.  (i  -h  «=  I. =  I.  (  \-\ |: 

X  —  z 
mais pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombres,  on 


IX  —  z\ 
|Hîur  développer  I.  (i  -!-  u>  ou  1. 1  i-\ j   comme  on  a  dé- 
veloppé    !.(i  -hj-);     ce  qui  donne 

\  ï-h«/  i-f-2  \\-\-zJ  \l-\-Zj 

Substituons  ce  développement  à  la  place  de  1.  (i  -h  -r)  —  1.  (i  4-  z) 
clans  le  premier  membre  de  Téquation  (3),  et  divisons  les  deux 
membres  par  j-  —  z;  il  vient 


■    •    •    • 


I  .       X  —  z  ',x  —  z' 

A. hB. ,— -  ,,-hc. y 

{i-^-zY  I 


I    -H  s  (l  -f-z)*-'  ■  (l  -4-Z/ 

=  A  V  B  (jt-  -f-  z)  -+-  C  (x'  H-  xz  -h  z')  -h 

Puisque  cette  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  véri- 
fier, quels  que  soient  .r  et  z,  posons  x  z=z  z-^  il  en  résulte 

=  A  -h  9.B.r-f-3Cx--h  4DJ^M-5F:.r'  H-...; 

I  -h  X 

ou  ,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre. 

Ah  — .r-f- x'— .r'-h.r*— ...)=A  -h2Bj:-h  3  C.r' -h  4  D.rH-.. 

«  *  ■ 

On  a  donc  ,  d'après  le  principe  du  n"  188,  les  égalités 
\zzz\^    —  A~?.n,    A=r3C,    —  A^4n,    A™5K,...; 
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d'où 

234^ 

I.a  loi  de  la  série  est  évidente  :  le  coeiBcient  du  /i***"  terme  est 

A 

égal  à  =jZ  -  )  suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 

enQn ,  pour  le  développement  de  1.  (i  -h  x)^ 

,  il  -{-  x)  ■=  -  X jc'-h^x^  —  -7X*H-... 

^'12  34 


fxx^x^x^x^x^  \ 

=  ^  V7  "  ^  "^  "3  "■  "4  "^  ^  ""  "6  "^  •  •  •  j  • 


2524.  N.  B.  ~  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficient» 
B ,  C ,  D ,  E , . .  .  ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A  ;  mais 
ce  dernier  coef&cient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  cela 
doit  être  d'après  la  nature  de  l'expression  que  Ton  s'est  proposé 
de  développer  ;  car,  puisqu'on  peut  former  une  infinité  de  systèmes 
de  logarithmes,  il  faut  qu*il  existe  dans  le  développement  général 
de  1.(1  +  «r)  une  quantité  tout  à  fait  arbitraire ,  qui  serve  à  dis- 
tinguer les  systèmes  les  uns  des  autres.  D'ailleurs,  on  a  vu  (n**  SiS) 
que  les  logarithmes  d'un  même  nombre ,  pris  dans  deux  systèmes, 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur^  constant  pour  tous  ks  nombres; 
ainsi  la  quantité  indéterminée  doit  être  un  facteur  commun  à  toute 
la  série;  et  c'est  pour  cette  raison  que  Ton  a  trouvé 

1    /      .       \         ,   Ix        x^        x^        x^        oc^        x^  \         ,,^ 

'•('+"'^  =  ^(7— Ï  +  1-4  +  5--6+-)-     ^^^ 

Le  nombre  A  est  (n®  2lfi)  le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l'on  veut  considérer. 

225.  L'hypothèse  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  consiste  à 
supposer  A  =  i  ;  et  l'on  a,  en  désignant  par  l'(i  -f-  x)  ce  système 
particulier  de  logarithmes, 

V  f^  1*^  '•«^  ««^  'V^ 

,,/  .1*0.  Uf  JU  •*  X  ,^. 

l'(.+x)  =  ---+3-^-  +  ^-^+..,.  (5) 

Si  \\\x\  d(»nne  à  x  toutes  les  valeurs  possibles,  on  formera  suc- 
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cessivemont  tous  les  logarithmes  de  ce  système ,  lequel  a  reçu  le 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Néper, 
qu'on  regarde  comme  l'inventeur  des  logarithmes).  Occupons-nous 
de  la  formation  de  ce  système,  puisqu'il  sera  facile  d'en  déduire 
ensuite  tous  les  autres,  soit  en  donnante  A  différentes  valeurs, 
soit  en  faisant  usage  de  la  formule  du  n^  212. 

Faisons,  dans  la  série  (5),  x  =  o;       il  vient     T  i  =  o. 

Soitencorex=  i  ;  il  en  résulte  l'2  =  r h  ^  —  7-f--=  — ... , 

2345 

série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  Ton  prît  un  très- 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sante; il  faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  pour 
avoir  la  valeur  de  1^2  à  0,01  près  (n°  170).  En  général,  la  série 
ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers ,  puiscju'on 
obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  2 ,  une  série  dont  les 
termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont  effec- 
tuées pour  condinVe  à  des  séries  propres  à  donner  les  logarithmes 
des  nombres  entiers,  qui  sont  les  seuls  qu^on  doive  placer  dans 
les  tables  : 

Première  transformation,  —  Soit  fait,  dans  la  série  (5),  x  =  -  ; 
on  obtient,  en  observant  que  1'  (  i  H —  J  =  l'(/  4-  i  )  —  Vjr^ 


F.n  faisant  successivement     y  ^  2 ,  3 ,  ^ ,  5 , ,,. . ,  on  trouve 


1         1  I  I 

I  3-12---  g+  ^  -  g4 

l'4-l'3  =  |-^-4-  ^  -^ 

^         il         62.  192         1024 


.  .  .  , 
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La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3  au  moyen  du 
logarithme  de  2  ;  la  seconde ,  le  logarithme  de  4  en  fonction  du 
logarithme  de  3, . .  . ,  et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d'approximation 
pourra  toujours  être  apprécié  (n®  176),  puiscjne  les  séries  sont 
composées  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  qui  dimi- 
nuent de  plus  en  plus. 

Seconde  transformation .  —  On  parvient  à  des  séries  beaucoup 
plus  commodes,  par  le  moyen  suivant  : 
Substituons,  dans  la  série 

X         x'         X^         X* 

1  (i4-x)= 1--_—       ^_.. 

—  jr  la  place  de  j:;  il  vient 

X        X'        x^        x' 


''('-"^=-7     ,.      3      4     •••• 

d'où,  en  retranchant  ces  deux  séries  Tune  de  l'autre,  et  en  obser- 

I    "^~  X 

vaut  que        V [i  H-  r)  —  Y {\  —  .r)  =  1' , 

I   —  X 

,,  I  -h  X  Ix       x^       X*       X'        x'  \ 

1  —  X         V I       3       5       7       9  / 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapide- 
ment, il  faut  que  x  soit  une  fraction  très-petite;  et,  dans  ce  cas, 

I  -^~  X 

— — '-  est  plus  grand  que  Tunité,  mais  en  diffère  fort  peu. 

ï  —  X 

I   -f-  X  I 

Posons  donc =  i  H —  {z  étant  au  moins  égal  à   i  ^  ;    il 

I  —  X  z   '  ' 

vient                  (i  -h  x)  z  =  (  I  —  x)  (z  -f-  i  )  ; 
d'où,  en  réduisant,      x= 

'  2  3-+-! 

Donc  la  série  précédente  devient  1'  {  1  H —  )      ou 

|'(z4.,)_l'z  =  a  [——+,,-' r+^T-î -,  +  ... 

\j}.i-\-  \        3(?.;-r  1/'       •■i{%z-\-\f 


SÉRIIS    l.()<;ARtTfliriQIIRS.  3()7 

CeHe  série  donne  égaloinenl  la  différence  enlre  deux  logcirithnies 
consécutifs;  mais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  série  (6). 

Soit  fait  successivement     z=  1,2,  3,4»  5,...;  on  trouve 


I  I 


^'"^^(l-^-i^'-^ô-^-^ 


3       3.3»      5.3*      7.3^ 


r3_r5,zr:2  (4-4-      ' 


5      3.5^  '   5.5*  '  '].5-'^" 


■)• 


7       3.7'       5.7*       7.7' 


Soit     2  =  100;  il  en  résulte 

r  ICI  =  r  100  4-  2     H  5-7 .,  -f-  p7 4- .  .  .  Il 

L201       3(201)^       5(201)'  J 

série  dans  laquelle  le  logarithme  de  100  étant  connu,  le  pre- 
mier terme  suffit  pour  donner  celui  de  101  «ivec  sept  chiffres 
décimaux  (*). 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  servent  à 
exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d^autres  déjù  connus;  mais 
ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  pourrait  construire  des  tables. 

S86.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés,  il  est  facile  de 
former  un  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut  (n®  2iS  ] 

multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module  p Ce 

nombre  a  été  calculé  avec  tout  le  degré  d^approximation  que  l'on 
peut  désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  o,4342944^'9*  •  •- 
c'est  le  module  propre  h  passer  du  système  népérien  au  système 
dont  la  base  est  10. 

Ce  module  exprime  d'ailleurs   le  logarithme  ordinaire  de  Irr 


"')  Vojtz  la  j>remièn;  iioU;  placée  à  lu  (in  ili'  ce  cliîipitie. 
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hase  du  système  népérien  :  car,  en  appelant  e  cette  base ,  on  a 
réquation  <?''*'  =  lo  ;  cPoù ,  prenapt  les  logarithmes  dans  le  sys^ 
tème  ordinaire , 

1'  lo  X  !•  ^  =  1-  ïo  =  I  ;        donc      \,e  =  - —  =  o, 434^0.  .  .  . 

1    lO  'T    -T    ;? 

Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui 
précède,  on  peut  s'en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auquel 
correspond  le  logarithme  ci-dessus;  et  l'on  trouve 

o,4M2944^'9* .  .=  I.  tf  =1-  2,7182818284.  •  ' . 
Ainsi  é?  =r  2,7182818284.  ..  . 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à  ce  même  résultat  par  une  autre 
voie. 

S27.  Développement  en  série  de  V exponentielle  a*,  —  La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que,  a  représentant  la  base  d'un  système 
de  logarithmes,  x  est  (n°  2CWJ)  le  logarithme  de  l'expression  /?*], 
nous  conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  développer 
a' suivant  les  puissances  de  x;  ce  qui  donnerait  alors  le  déve- 
loppement d'un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme,  question 
inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé;  et  soit 

a'  =  i  -h  Aor-hBx'  4- Cx^ -h  D.r«-h.  .  .;  (i) 

si  l'on    fait     jr  =  o,     l'équation  se  réduit  à     a°  =  1 ,     résultat 
exact.  Ainsi,  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,B,C,D,...,    remplaçons  x  par  z;   il 
vient 

/7*=:  I  H- Az  H-B2'4-  Cz'-hDz*.  .  .;  (2} 

retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  a 

fl'--a«==A(x— z)H-B(.r'— z')4-C(jr'— z*)-hD(x«— s<)-H...,    (3) 

équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par     x  —  z.    Ainsi, 
il  faut  tacher  de  mcltre  ce  facteur  en  évidence  dans  le  premier.  Or 
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on  peut  mettre  a*  —  a^  sons  la  forme  a*[a*^*  —  i);  et  si  l'on 
remplace,  dans  la  série  (i)y  f  par  x  —  z,  il  vient 

rt' (/!*-»  —  i)  =«»[A(x  — z)-hB(jc  — «)»-hC(x  — 2)»-+-...]. 

Substituant  donc  dans  l'équation  (3) ,  à  la  place  de  a*  —  a',  la 
valeur  qu'on  vient  d*obtenir,  et  divisant  les  deux  membres  par 
jc  —  Zy  on  trouve 

=  A  -f-B(jp-h»)  -^C(-c»-+-x3-hz*)-+-.-. .  . 

Faisons  mainlenaDt  x'=zz  dans  cette  dernière  équation  ;  elle  se 
réduit  À  a'.A  =  A-h2Ba:-H3Cx»  +  4Dx'-f-5Ea:r«-H  ..  ., 
ou 9  remplaçant  a'  par  son  développement  (i) , 

A-h  A' jc -h  ABx' H- ACar» -h. .  .  =  A -h  2  Bx-h  3  0*4-4 1^«*--- 

Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on 
obtient  les  équations 

A=A,     A»=2B,     AB  =  3C,  AC  =  4D,.-.; 

d'où  l'on  déduit 

A'                       A"*                            A* 
A=A.     B  = 1      C  = ^»      D  = = — ;»•••• 

1.2  I.2.i  1.2.0.4 

La  loi  du  développement  est  manifeste  :  le  terme  qui ,  dans  la 

A" 

série  (i),  en  a  /i  avant  lui,  a  pour  expression     5 — y . 

I  .  2  •  o  •  4* • «^ 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B,  C,  D, . . .  sont  exprimés  en 
fonction  du  coefficient  A  qui  reste  encore  indéterminé,  c'est-à-dire 
que  la  méthode  qui  vient  d'être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire 
obtenir;  mais  il  n'en  a  pas  moins  une  valeur  unique  qu'on  trouve 
par  l'artifice  suivant  : 

On  peut  mettre  a*  sous  la  forme  (  i  H-  a  —  i  )*,  ou  (i  -h  ^)*, 
en  posant,  pour  abréger,  a  —  i  =:  ^.  Or  si  l'on  développe  (14-6)' 
d'après  la  formule  du  binôme,  on  a 

•T,  XX I.  XX IX  —  2, 

^  '  112  12  3 

mais  en  ne  tenant  compte,  dans  ce  développement,  que  de  la 
Mg,  B,,  io«  éd.  24 
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partie  arfcctcc  de  x^  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  partie- a 
pour  expression ,  ^ 

Ih       b'       b'       b*       b'  \ 

d\iiUeurs,  le  coefficient  de  :r,  dans  la  série  (i),  est  égal  A  A.  On  a 

donc 

^b       b^       b'       b*       b' 

1234^ 
ou  bien ,  en  remplaçant  b  par  sa  valeur  a  —  i , 

a_,       {a-iY    _   (g-,).       (a-i)'    . 

1234 

On  représente  ordinairement  par  X*  Texpression 

~r"    ^~i     '     3        ••' 

ainsi ,  substituant  /-  à  la  place  de  A ,  dans  les  valeurs  trouvées  pour 
B ,  C ,  D, . . . ,  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (1 },  on  obtient 

enfin 

kx       k^x^          k'j^               k*x* 
fl'=H 1 1 5  H ^-/H-    •••         (4 

I  1.2  1.2.3         1.2.3.4 

Tel  est  le  développement  de  l'exponentielle  a'  en  série. 
2S8.  Conséquences.  —  Si ,  dans  cette  série ,  on  suppose  x  =  i^ 
elle  devient 

k         k^  A»  /♦ 

I       1.2        1.2.3       1.2.3.4 

d'où  Ton  voit  que  a  est  exprimé  en  fonction  de  /* ,  de  même  que 

la  relation  k  = ^  -h . .  .  donnait  k  en  fonction 

I  2 

de  a. 

Cela  posé ,  cherchons  la  valeur  particulière  de  a  qui  corres- 
pond à  X-  =  I ,  et  désignons  par  c  cette  valeur  particulière  ;  nous 
trouvons 

III  1 

I        1.2       1.2.3        1.2.3.4 
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série  décroissante  (*)  dont  les  1 1  premiers  termes  donnent  pour 

somme 

2,7182818,     à     Oyooooooi   près. 

La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n^  SS6, 
pour  la  valeur  de  e^  base  du  système  népérien,  semble  indiquer 
que  r  et  ^  sont  identiques.  Or  c'est  ce  qu'on  peut  démontrer  immé- 
diatement. 

En  effet,  soit  posé  dans  la  formule  (4)9  Xvr  =  i ,  d'où  x  =  --1 

elle  devient 


r  I  I  1  I  - 

1        1.2       1.2.3       1.2.3.4 


ce  qui  donne  nécessairement  a   =r  c- 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière.' 
égalité  dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c ,  on  trouve 

-  .  1  a  =  I ,     d'où     1  a  =  ^ , 
A- 

ou,  mettant  à  la  place  de  X  sa  valeur  (  n°  S97) , 

1234 
ou  bien  encore,  posant    a  =  i  4-  J?,     d'où    a  —  i  =  j;, 

a?       «*       X*       X* 

1(1  -|-x  = hv  —  7-+.... 

^  1234 

Or  cette  formule  est  précisément  celle  qu'on  a  obtenue  (n°  928) 
pour  le  développement  du  logarithme  népérien  de  i  +  x. 
Donc  les  nombres  c  et  ^  sont  identiques, 

2519.  La  formule  (4)  du  n°  2S7  peut  prendre  différentes  formes 
qu'il  est  bon  de  faire  connaître  ici. 


(  "  )  Vojes  la  premiëro  note  placée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 

24. 
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1  I 

Considérons  de  nouveau  la  relation  a*  =  r,  ou  plutôt,  z?^  =  r 
(puisque  Ton  a  c  =  e),  et  prenons  les  logarithmes  des  deux 
membres  dans  un  système  quelconque;  il  vient 

-■lû=:l^,      d'où      ^  =  r— . 
K  le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 

X    la  x"       [la\  x"         JlaY 

I    le  1.2     \1^/         1.2,3     \le  ) 

G*est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  déve- 
loppement de  à*^  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout 
à  fait  arbitraire. 

Cas  particulier,  —  1®.  Le  nombre  a  peut  être  pris  pour  base 
du  système  de  logarithmes.  Gomme  on  a,  dans  ce  cas,  la  =  i, 

et  k  =z  T-~^  la  formule  devient 
le 

île       1.2    \lej         1.2.3     \\e) 

Tel  est  le  développement  d'un  nombre  quelconque  en  fonction 
de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

2°.  Soit  le  nombre  constant  c  pris  à  son  tour  pour  base  du  sys- 
tème. Ck)mme  on  a  alors  1  <?  =  i ,  d'où  X-  =  I  o ,  ou  plutôt  X-  =  T  «, 
d'après  la  notation  du  n^  22IS,  il  résulte  de  cette  hypothèse 

«'  =:  H-  f  .  r  a  -h  —  .  (r  «)»  +  — ^  .  (l'a)»  -1- ...  . 
I  1.2^  1.2.3^         ' 

3**.  Enfin,  soit  posé     «  =  «•,     ce  qui  donne  nécessairement 

.—     ou     X-  =  I . 
I  /' 

La  formule  se  réduit  à 


X         x'  x^ 


I        1.2        1.2.3        1.2.3.4 

Celte  série ,  qui  est  la  plus  usitée ,  donne  le  développement  d'un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien. 
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Nous  verrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que 
Ton  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à  pré- 
sent, faire  remarquer  comment  le  développement  des  logarithmes 
en  série  se  déduit  du  développement  des  exponentielles. 

D^abord,  la  relation    /-  =  —  9    qui  se  réduit  à    A  =zV  a   lors- 

qu^on  prend  c  pour  base   du  système  dç  logarithmes,   donne 

(n°M7), 

Va=z  ''""  '  -  ^^  ""  ')'  4.  (^  "  ')' 


,,  ,  ,  X         JC^  JC^  X* 

ou       r  { I  -4-  x)  = \--^ T  -h .  .  .  . 

1234 

Cette  même  relation  donne  ensuite 

l  a  =:  ^  .  1 É*  ; 

d'où,  en  mettant  à  la  place  de  A  sa  valeur,  et  posant  encore 
a  =  i  -{-  Xj 

1/  .  .      fx         X^         X^         X*  \ 

l(,+x)=l«(^---  +  ^_-^  +  ...j. 

Le  module  inconnu,  le,  peut  être  obtenu  facilement  (n*^226} 
dès  que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 


NOTE  SUR  LES  SÉRIES  CONVERGENTES. 


Le  développement  d^une  fonction  en  série  a  principalement  pour  but  de 
donner  en  nombres  approchés  la  valeur  de  la  fonction ,  Iorsqu'*on  attri- 
bue des  valeurs  particulières  &  la  variable  qui  y  entre.  Mais  pour  que 
ce  but  puisse  être  atteint,  il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles 
que  Ton  nomme  cowergentes.  Il  est  donc  important  d^établir  les  carac-^ 
tores  do  ces  sortes  de  séries  :  tel  est  Tobjet  qu^on  se  propose  dans  cette 
Note,  qui  servira  ainsi  de  complément,  tant  aux  applications  que  nous  avons 
faites  de  la  formule  du  bindmc  &  Peitraction  des  racines  (n^*  |7S,  177), 
qu^au  calcul  des  logarithmes  par  le  moyen  des  séries. 

t.  Une  série  indéfinie  est  dite  conysbgbutb,  lorsqu^on  peut  assigner  urre 
limite  de  Terreur  que  Ton  commet  en  prenant  les  n  premiers  termes  de  la 
série;  cette  limite  doit  d^ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que 
toute  grandeur  donnée  ,  quand  on  prend  n  suffisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  sont  remplies ,  pour  pouvoir 
affirmer  que  la  série  est  convergente. 

Par  exemple ,  toutes  les  séries  dont  le*  termes,  étant  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs,  décroissent  continuellement  et  indéfiniment ,  sont  des  séries 
convergentes,  puisqu^on  a  vu  (n<>  176)  que  la  différence  entre  la  valeur 
numéi-ique  de  la  série  tcut  entière  et  la  valeur  numérique  de  la  somme 

des  n  premiers  termes  ,  est  moindre  que  le  (n  -4-  1)""*  terme,  lequel  peut, 
par  hypothèse  «  devenir  aussi  petit  que  Ton  veut  pour  une  valeur  de  n  suffi- 
samment grande. 

De  même,  toute  progression  par  ({VLOiwni  décroissante  à  l'infini  est  une 

série  convergente ,  puisque  (n^  195)  la  diflTéronce  entre  la  somme  de 

I  —  f 

as* 
tous  les  termes  et  la  somme  des  n  premiers  termes,  est  exprimée  par  — ~ —  , 

quantité  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une 
valeur  de  n  suffisamment  grande. 

Un  caractère  important  des  séries  de  la  première  espèce  dont  nous  venons 
de  parler,  est  que  le  rapport  d'un  terme  quelconque  à  celui  qui  le  précède , 
est  une  quantité  négative,  constante  ou  variable,  mais  toujours  numérique- 
nient  moindre  que  1 . 

Dans  les  séries  de  la  seconde  espèce ,  le  rapport  est  une  fraction  positive 
constante . 
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8.  A  ces  deux  espèces  de  séries  qui  viennent  d^ôtro  caractérisées  comme 
(les  séries  convergentes ,  il  faut  en  joindre  deux  autres  qui  ee  rencontrent 
souvent  dans  les  applications  : 

1^.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  doit  être  regar« 
dée  comme  convergente,  toutes  les  fois  que  le  rapport  d'un  terme  au  préeé- 
dent  (pouvant  d^abord  être  plus  grand  que  i ,  ce  qui  suppose  que  les  plre- 
micrs  termes  iraient  en  croissant]  finit  par  atteindre  une  valeur  moindre 
que  \,  et  va  continuellement  en  décroissant. 

En  effet,  dès  que  Ton  est  arrivé  au  terme  dont  le  rapport  au  précédent 
est  devenu  moindre  que  i ,  si  Ton  fait  la  somme  de  tous  les  termes  com- 
pris depuis  le  premier  jusqu^au  terme  en  question,  ou  jusqu^à  un  autre 
iM'mepIns  éloigné,  on  obtient  la  limite  de  Terreur  en  supposant  que  le 
rapport  devienne  constant  à  partir  du  terme  auquel  on  s^arrète;  et  celte 
limite  est  alors  la  somme  d^une  progression  géométrique  décroissante 
ayant  pour  premier  terme  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s^arrète',  et 
IK>ur  raison  le  rapport  supposé  constant;  limite  que  Ton  peut  d^ailleurs 
rendre  aussi  petite  que  Ton  veut  en  prenant  un  nombre  de  termes  suffi- 

s-mment  g«„d,  p.ieque,  dan.  re,pre..ion  j^^,  a  es.  supposé  diminuer 

indéfiniment. 

'2**,  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  môme  signe  est  encore  conver- 
gente lorsque,  ses  termes  allant  en  décroissant,  le  rapport  d'un  terme  à 
celui  qui  le  vrécède  augmente  au  lieu  de  diminuer,  f^ou; vu  toutefois  qu^il  ne 
puisse  dépasser  une  certaine  valeur  numériquement  moindre  que  i. 

Dans  ce  cas,  la  limite  de  Terreur  est  une  progression  géométrique  dé- 
croissante dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s^ar- 
rète,  et  qui  a  pour  raison  la  valeur  maximum  du  rapport. 

5.  Il  est  d^ailleurs  évident  qu^une  série  ne  saurait  être  convergente  : 
i^.  Si  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  était  constamment  égala  i;  car, 
dans  ce  cas,  tous  les  termes  étant  égaux,  leur  somme  serait  égale  à  Tun 
■d'yeux  répété  une  infinité  de  fols,  et  serait,  par  conséquent,  infinie,  quelque 
petit  que  fût  chacun  des  termes  :  Terreur  que  Ton  commettrait  en  prenant 
n  termes  serait  elle-même  infinie, 

19.  Si  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précédent  était  plus  grand 
ifue  I,  constant  ou  variable;  car,  dans  ce  cas,  la  somme  de  tons  les  termes 
serait,  à  plus  forte  raison,  infinie. 

Ainsi,  aucune  série  croissante,  c^est-à-dire  dont  les  termes  vont  sans  cesse 
un  augmentant ,  ne  peut  être  convergente, 

4.  II  y  a  mémo  dos  séries  décroissantes  que  Ton  ne  saurait  regarder 
comme  convergentes ,  parce  qu^on  reconnatt  que  la  somme  de  tous  leurs 
termes  est  infinie,  et  que ,  par  conséquent ,  la  limite  de  Terreur  est  aussi 
une  quantité  infinie,  ou  réciproquement. 
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CoBsidéroDS ,  par  exemple,  la  série 


t       I       I       I       r 
1234^ 


conoue  sou»  le  nom  de  série  harmoni^Me;  et  prenons  le  rapport  de  deux 

termes  consécutifs  quelconques, »    — 

H  —  I       n 

il  vient  ~  : = =1 

n     n  —  I  n  n 

Or  on  voit  que  ee  rapport ,  qui  est  constamment  moindre  que  i,  aug- 
mente &  mesure  que  n  augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Vunité, 
qui  peut  ainsi  être  considérée  comme  la  limite  en  plus,  ou  comme  le  maximum 
de  ce  rapport.  11  y  a  dont  lieu  d'^applîqiier  à  la  série  ci-dessus  ce  qui  a  été 
dit  pour  le  premier  cas  du  numéro  précédent;  cVst-à-dire  que  la  limite 
de  Perreur  est  la  somme  des  termes  d^une  progression  géométrique  ayant 
pour  raison  Punité,  somme  qui  est  nécessairement  infinie {n^  3).  Donc, 
enfin ,  la  somme  des  termes  de  la  série  est  elle-même  infinie. 

CTest,  au  reste,  ce  qu^on  peut  vérifier  d^une  autre  manière. 

En  effet ,  si ,  dans  la  série  (5)  du  n^  ^%6 ,  on  pose  1  -f-  x  =  j^,  il  vient 

\y-— ^— -h — 5 ^ — -+-... 

ou  .,  =  ^[i^^(L=£):^0-^  (O 

Soit  fait  maintenant^  ==  o  dans  cette  égalité;  on  trouve 

Or  on  sait  (  u^  SIS)  que,  dans  tous  les  systèmes  de  logarithmes  dont  fa 
base  est  plus  grande  que  Tunite^  le  logarithme  de  o  a  pour  valeur  Vinfini 

n^alif;  donc  la  valeur  de  la  série  --i f-__|_--f-..,  est  infinie, 

°  I       a       3       4 

Pour  peu  d'ailleurs  qu''une  série  tirée  de  (1)  décroisse  plus  r&pidement 
que  la  série  harmonique,  elle  Mira,  nécessairement  une  valeur  finie;  car, 
quelque  petit  que  soit  y^  son  logarithme  a  une  valeur  finie  ;  ainsi  il  doit  en 
^re  de  même  du  développement  de  ce  logarithme.  Toutefois  ,.  pour  recon- 
naître si  la  série  est  véritablement  convergente  y  il  faut  pouvoir  assigner  I» 
limite  de  Terreur  commise  lorsqu^on  s^arrôte  à  un  terme  de  rang  quel* 
conque. 

Or,  si  Ton  pose  ^  =  -,  »  pouvant  être  un  nombre  irès-grand ,  il  vient 
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Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 

(=^)~'     ou     ^-^{t=l), 

quantité  plas  petite  que  ia  fraction  constante -f  mais  qui  s'en  approche 

s 

de  plus  en  plus  à  mesure  que  n  augmente. 

On  a  donc  (a*  cas,  n^  8)  pour  limite  de  Terreur,  la  somme  d'une  pro- 
gression décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui   qui  suit  le  terme 

auquel  ou  s'arrête,  et  qui  a  pour  raison  le  nombro  constant • 

t 

Cette  fraction  est  d'autant  plus  petite,  et,  par  conséquent,  la  conver- 
gence de  la  série  est  d'autant  plus  sensible,  que  g  est  plus  petit. 
Soit,  par  exemple,  s  =  a,  ce  qui  donne 

/\  •    •  S—   I  1 

On  a  ICI  =  — 

g  1 

Ainsi,  la  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  les  5  premiers 


termes  pour  la  valeur  do  la  scrie  totale  est        — ^ —  =  — i-  = 

I  -  ^         _  I       19a 

1 

En  général ,  la  limite  de  l'erreur  est,  pour  cette  série,  le  double  du  terme 
qui  suit  celui  auquel  on  s'est  arrêté. 

5.  Mous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numé- 
riques de  la  formule  du  binôme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont 
été  déduites  des  séries  logarithmiques  ou  exponentielles;  et  nous  ferons 
voir  que  toutes  les  séries  obtenues  rentrent  dans  les  différents  cas  examinés 
ci-dessus. 

D'abord  la  série  générale  du  n9  174  étant  telle  que  les  termes,  à  partir 
da  second  y  sont  alternativement  positifs  et  négotib,  il  faut  encore  s'assu- 
rer si  les  termes  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits  que 
l'on  veut. 

Or,  en  désignant  par  p  le  rang  d'un  terme  quelconque,  il  est  facile  de  voir 
que  l'on  a,  pour  le  rapport  de  ce  terme  au  précédent , 

(p  —  i)  n  —  i     a 

y      a  eianl  suppose  <  .c  ; 

p  *  n  X 

ce  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  parlic  du  précédent. 
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a 


plus  petite  que  la  fraction  marquée  par-*  Ainsi,  les  termes  dimiuuaut 

indéfiniment ,  la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n^'  i  de  cette  Note. 

Dans  la  série  du  n^  177,  tous  les  termes  sont  de  même  signe  à  partir  du 
second. 


Mais  le  rapport  du  ;>'**^  terme  au  précédent  étant  ^ 


—  1 


...         1.  ■    *  «       ï    »-♦- 1    * 

quantité  que  Ion  peut  mettre  sous  la  forme •  ■  •  -9  on  voit  que 

X      p        n        X 

ce  rapport  est  constamment  moindre  tfue  -;  et  de  plus  >  à  mesure  que  p  aug* 

X 

mente,  ce  rapport  approche  de  plus  en  plus  de  la  fraction  -  qui  en  est  par 

X 

conséquent  la  limite  en  plus ,  ou  la  valeur  maximum.  Ainsi ,  cette  série  tombe 
dans  le  second  cas  du  n^  8;  c^esl-à-dire  que  ia  limite  de  rcrrcur  commise 
ost  la  somme  d^une  progression  décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui 

qui  suit  le  terme  auquel  on  s^arrôte,  et  pour  raison  le  rapport  maximum  — 

En  appliquant  ce  principe  an  4"  eiemple  proposé  n^  177,  on  reconnaît 

que  les  5  premiers  termes  do  la  série  donnent  la  valeur  de  ^xo9  à  moins 
de  0,00001  près. 
En  général,  on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  déve1op|io- 

ment  de(i  +  z)"'  e&\  convergente  tant  que  s  est  une  fraction  positive  ou 
négative,  m  étant  dVillcurs  diflférent  d^un  nombre  entier  et  positif .  Mais 
cette  démonstration,  qui  u^oflre  aucune  difficulté  d'^après  les  principes  éta- 
blis ci-dessus,  nous  entraînerait  trop  loin,  et  nous  la  proposons  comme 
eiercice. 

6.  Passons  aui  séries  logarithmiques  et  exponentielles. 
La  SCI  ie 

I         I  I 


r  (r-hi  )  -  l'r  =  -  - --i -^  T-T -.. ., 


obtenue  n**  225,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n^  1,  puisque  les  terme» 
sont  alternativement  posttifs  et  négatifs  et  décroissent  indéfiniment. 
Quant  à  la  série  du  môme  numéro, 

l'(s-»-  i)  —  r«  =  al  — î h  5-r — ! ^i-^nz — ; — a -<-•••  I» 

on  a,  pour  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  quelconques  , 
an  —  3  I 


ou 


a  H  —  1    (a  c  -h  I  )'  (a  f  -f- 


^C"-"^)' 
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ce  qui  prouYO  que  le  rapport  est  constamment  moindre  que ^  y  mais 

qiiMl  sVn  rapproche  île  plus  en  plus  à  mesure  que  r  augmente,  et  quUI  a 
cette  fraction  pour  limite. 
La  série  se  trouve  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n^  8.  Le  rapport 

maximum  serait  ici r,,  fraction  très-petite  si  s  est  très-grand. 

(a#-l-i)  "^  " 

Enfin,  la  série  qui  donne  a'  (no  227)  finit  toujonn  par  devenir  conver- 
gente,  quels  que  soient  a  et  x,  puisque  le  rapport  de  deux  termes  coosécu- 

kx 
tifs  est  — I  fraction  qui  a  »éro  pour  limite  relatire  à  Taccroissement  de  n. 

7.  Noos  terminerons  celte  Note  par  une  remarque  sur  la  base  e  du  sys- 
tème népérien. 
On  a  trouvé,  nP  228, 

erra  H -H ^  _^  ^-___--__  ^_ .  . .  .  (i) 

i.a       i.a.3      1.3.3.4 

Or  il  est  aisé  de  démontrer,  i^'  que  celte  série  est  le  développement  d^uu 
nombre  incommensurable  ;  o,^  qu^ello  est  convergente,  et  que,  pour  chacune 
des  sommes  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers, . . .  termes,  la 
limite  de  Terreur  peut  être  assignée. 

D^abord  ene  peut  être  un  nombre  enlicr,  car  on  a  évidemment 

Il  I  ^111 

a      2.i      2.3.4  2      a*       a" 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (  n^  tOIS)  a  pour 
somme  Vunité. 

Il  suit  de  là  que  -  H 5-  H 5—7  -4- . . .  est  moindre  que  1 ,  et,  par 

conséquent,  que  e  est  un  nombre  compris  entre  a  et  3. 

Je  dis,  en  second  lieu,  qu^aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut 
exprimer  la  valeur  de  e. 

En  effet,  soit,  sUl  est  possible,  e  égal  à  — f  m  et  n  étant  deux  nombres 

entiers,  et  n  <m,  mais  >  1.  En  poussant  la  série  ju8qu''à  ce  qu^on  par- 
vienne aux  termes  dont  les  dénominateurs  renfermcni  le  facteur  n,  on  aura 

m I  I  I  I 

n  i.a        i.a.3  i.a.3..n       i.3.3..it(R  +  i) 

m  „  /  V 

ou  simplement  —  =  a  -f-  6 , . .  .  ,  (2) 
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I  en  posant,  pour  abrégery 

I  I  I 

i.a        1.2.3  I  .  a  .3..  .(il— ijn 


6  = 


I  .'j.  3.  ..n(n+  i)       I  .  a  .3...ii(ii  -h  i)  (n-4-2) 


.  • .  r 


Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  Pénalité  (a)  par  i  .  3 . 3. .  .n  ; 
il  vient 

I  .  a  .  3. .  .(n  —  i)  .  m  =  I  .  2 . 3. .  .n .  9(  -f-  I  .  a .  3. .  .n  .  6. . . .  (3) 

Mais  le  premier  membre  de  Tc^alité  (3)  est  évidemment  un  nombre  entier; 
il  en  est  de  même  de  la  première  partie,  i  .  a  .  3. .  «n .  a,  du  second  membre, 
puisque  tous  les  termes  dont  se  compose  a  sont  des  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  sous-multiples  du  facteur  i  .  a .  3.  •  .n,  par  lequel  ou  a  mul- 
tiplié a.  Donc,  pour  que  réçalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  i  a .  3.  •  .it .  6 
(àt  aussi  un  nombre  entier.  Or  cela  est  impossible,  car  cette  expression  se 
réduit,  lorsqu^on  remplace  6  par  sa  valeur,  à  la  série 


n  -f-  I       (n  -I-  i)  (n  -h  a)       (n  -H  i)  (n  -4-  a)  (n  ■+■  3) 

laquelle  a  évidemment  une  valeur  moindre  que  celle  de  la  progression 

1  1  1 

~*~  } — ; — ~Tï  "^  1^  _,    ,\i  "+"■••» 


n-ht        (»-+-!)'        («H-i)* 


dont  la  limite  (n»  19tf  )  est  - 

n 


Donc,  enfin ,  IVgalilc  -  =  a  h h 


n  1  .  a        1.2.3 

est  elle-même  impossible,  et  la  base  e  ne  saurait  être  égale  à  un  nombre 
commeusurable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à  faire  estimer  la  limite  de  l'erreur  que 
Ton  commet  en  prenant,  pour  la  valeur  de  e,  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série. 

En  effet,  Terreur  commise  est  marquée  par 


6  = 


I  .  2  .3. .  .«(n-t- i)    *    I  .  a  .  3..  .n  (n-h  i)  .n-i-Q)       '  *' 

«      r  »  »  1 

ou  b  =  5 I h  , r-; c  -4-  .  .  .   I  • 

Mais  on  vient  do  voir  que  la  st'ric  eniro  [parenthèses  est  moindre  que  —  On 
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a  donc 

I  .  2  .  S. .  .n* 
Soit    n  =  10,    ce  qui  revient  à  prendre  les  ii    premiers  termes  dans  U 

série    iH 1 »-.•.;        on  trouve       6<5~_- — <o,ooooooo3. 

1       I  .  a  36a88ooo 

Donc  la  somme  des  ii  premiers  termes  ne  diftère  de  la  vraie  valeur  de  e 
que  d^une  quantité  moindre  que  0,0000001.  {Voyez  le  n^'  288.) 

iV.  B.  —  On  parvient  également  à  la  limite 


6< 


I  .  a.  3.  ..n* 


en  appliquant  directement  à  la  série  (1)  le  premier  ras  du  vfi  5. 
En  effet,  le  rapport  du  (n  +  i)'^"'  terme  de  la  série  au  n'^"*  est  évidemment 

y  quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  n  augmente. 

n  -+-  I 

Donc  la  limite  de  Terreur  s^obtiendra  (n<^  5)  en  supposant  que  le  rapport 


n  -f-  1 

limite, 


reste  constant  à  partir  du  (r  +  i)        terme;  et  Ton  aura  pour  celte 


:  I — > 


I— ^        1 .2.3...(n  —  1)  n(n-4- i)  •  n-h  1 


I  n-h  I 

X 


I  .  2.  3. .  .;n  —  l)  «(n -f- I)  n  i.2.3...n* 

Ce  qu'il  fallait  trouver. 


NOTE 

Sur  le  calcul  de  V erreur  à  laquelle  donne  lieu  remploi 
de  la  proportion  que  prescrit  tusage  des  tables 
de  logarithmes.  (Voyez  n^  214,  et  Arithm.,  n^  264, 
a  a*  édition.) 


Pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers  et  décimaux  qui  ne 
sont  pas  dans  les  tables  ordinaires,  et  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux 
nombres  correspondants,  on  suppose  :  i^ que  les  différences  entre  les  nom- 
bres sont  proportionnelles  aux  différences  entre  leurs  logarithmes;  09  que  les 
logarithmes  inscrits  dans  les  tables  sont  tout  à /ait  exacts. 

Or  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  Pune  ni 
Pautre.  Il  est  donc  nécessaire,  après  avoir  fait  voir  d^abord  sur  quels  prin- 
cipes repose  la  proportion  ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d'ap- 
proximation qu'elle  fournit  et  Perreur  qu'elle  peut  produire ,  lorsqu'on  a 
4>gard  aux  deux  causes  d'inexactitude  dont  elle  est  affectée. 

t.  pRBiiiBR  PRINCIPE.  —  Soient  n  et  n+  i  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs;  la  différence  A,   ou  I  (n-Hi)  —  In,  de   leurs  logarithmes,  diminue  à 

mesure  que  n  augmente;  et  elle  est  toujours  moindre  que  la  fraction  —  • 

Ona,  en  effet,    l(nH-i)-ln  =  l  ^^^j  =  1  (n-^jî 

ce  qui  prouve  déjà  que  A  diffère  d'autant  moins  de  1.  i ,  ou  de  o,  que  le 
nombre  n  est  plus  grand. 

Si  maintenant  on    fait,  dans  la  formule  du  n»  823,  x=i-)  on  trouve 

A,  oul(n-i)  =  A(i-^  +  5^.-....), 

série  qui  donnera  la  valeur  de  A  avec  un  degré  d'approximation  d'autant 
plus  rapide  que  n  sera  plus  grand. 

Gomme  on  a  d'ailleurs  (  n©  S2G  )  A  =  o,43 . . .  <  - ,   et  que  la  série 


i î-  ^-  . . .  est  (no  176)  moindre  que  -,  il  en  résulte- nécessairement 

n       in*  ^ 


A  <  ~  •  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

an 
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Soîi,  par  exemple  y      11=10000;     il  vient 

A  < <  o,oooo5. 

c*e»t*à-dire  que  la  différence  est  moindre  que  la  moitié  de  Vuniti  de  l'ordre 
du  4«  chiffre  décimal. 

Ceci  explique  comment ,  dans  nne  seule  page  des  tables  de  Callet ,  et  à 
partir  do  loooo,  on  a  pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  lograrithmes. 
Chaque  page  renferme  60  lignes  horizontales,  chaque  ligne  10  logarithmes  ; 
et  comme  il  résulte  de  ce  qui  vient  d*ôtre  dit ,  que  les  trois  premiers  chiffres 
décimaux  sont  nécessairement  communs,  même  à  plusieurs  disaines  succes- 
sives de  logarithmes,  il  suffisait  d^écrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois 
chiffres,  et  de  placer  ensuite  &  part  les  ijuatre  derniers  qui  correspondent  & 
1q  variation  du  nombre. 

[Comme  les  tables  de  Callet  s^étendent  j|;isqu^à  108000,  on  a  placé  quatre 
chiffres  décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  looooo 
(parce  que  Ton  a ,  dans  oe  cas,  A  <  o,ooooo5),  ce  qui  a  permis  alors  de 
présenter  les  logarithmes  de  ces  nombres  avec  8  chiffres  décimaux  au  lieu 
de  7,  sans  rien  changer  à  la  disposition  adoptée  pour  les  nombres  compris 
entre  10000  et  lOoooo.] 

S.  Skgohd  paiNCiPE.  —  Soient  A,    ou   I  (n  -1-  i)  —  1  n,  et    A',  ou 

1  (r -(- a)  —  1  (n  -H  1)»  deux  différences  consécutives  de  logarithmes;  je  dis 
que  ces  différences  peuvent  être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  que  n 
est  au-dessus  de  loooo. 

On  a,  en  effet,      A  =  l(«-4- 1)  — In  =  1  |  îî-i-i-j, 

et  A'=l(«-^ii)-l(nH.i)  =  l  (^^); 

d'où  A-A'=i("i4:i^i^)  =  ir.^_L_l, 

ou  bien ,  posant  dans  la  formule  du  n^  223,    x  ■=  —, ^^  y 

n(»-f-2) 

et  par  conséquent ,  puisque  A  =  0,4^ ,     A  —  A'  <  — 

Cela  posé  ,  soit  n  =  10000;  il  en  résulte 

A  —  A'  < < 7 <  o, 000000005, 

aoooo  X  1000a      200040000  * 

c^est-à-dire  que  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  loga- 
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rithmes  de  nombres  au-dessus  de  loooo  est  moindre  que  la  moitié  de  l'unité 
de  l'ordre  du  huitième  chijfre  décimal. 

On  voit  donc  encore  pourquoi  l'on  a  pu  placer  dans  les  tables,  pour  tous 
les  nombres  au-dessus  de  lOOoo,  les  dififérenccs  entre  deux  logarithmes 
consécutifs:  c'est  que,  la  variation  d'une  difTërence  à  Tautre  ne  porUnt 
que  sur  le  neuvième  chiffre  décimal,  et  les  Ubles  n'en  renfermant  que  sept, 
on  peut  regarder  ces  différences  comme  constantes  pour  un  grand  nombre  de 
logarithmes. 

■ 

5.  Conséquences  des  deux  propositions  précédentes.  —  Admettons  pour  un 
instant  que ,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  lOOOO,  à  des  aecroissemenu 
égaux  de  noinftrM  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes,  ce 
qui  est  sensiblement  exact ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  reconnaître  ;  je  dis 
qu'alors  les  différences  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différences 

des  nombres» 
En  effet,  soient  n,  n  +  i ,  deiA  nombres  entiers  cousccutifa  au-dessus  de 

lOooo      n  -H  -   un  nombre  fractionnaire  compris  entre  n  et  n  -f-  x  ;  on  peut 

p 
toujours  regarder  les  trois  nombres  n,  n  -+-  -,  n  -H  i ,  comme  faisant  partie 

d'une  progression  par  différence,  ayant  n  pour  premier  terme,  -  pour  raison, 

n  _f-  ^  pour  (p  -f-  I  T^  terme,  enfin ,  n  h-  -  ou  n  -h  i  pour  dernier  terme; 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

i             a                 p                9—1 
^  n  .  n  -\ —  .  n-\ —  . .  » ,  n'\ —  ....hh .  ïi -t- 1 . 

q  1  n  7 

Or  on  a  supposé  que  les  différences  entre  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  sont  sensiblement  égales  ;  donc ,  à/ortiori,  les  différences  entre  les 

I  2 

logarithmes  de  fi,n-+--»  »-♦--»•••»  peuvent  ôlre  regardées  comme  égales. 

Ainsi,  en  désignant  par  S  la  différence  1  (  n+  -  j  —  In,  on  aura  pour  les 
logarithmes  qui  correspondent  aux  termes  de  la  série  ci -dessus, 

^In  .  ln-+-(î.  ln-4-2«y  ...  .In-h^J...    In-f-^o     ou     l(n-M). 
De  là  résulte  nécessairement  la  proportion 

(n-+-i)  —  n  :  (rt-i-- j  —  II  ::  (U^-^^î)  — In:  (I«-+-A»^)--1«, 

puisque,  en  réduisant,  on  trouve 

i:^::q^:pê,  ou  q'-pii^'P' 

7 


])KS   TABLES    DE    LOGARITHMES.  385 

La  Irgitiinitc  de  la  proporlion  étant  établie  pour  les  cas  où  les  nombres 
sont  très-grands  et  ont  entre  eux  une  difTérencc  au  plus  égale  h  i ,  nous  allons 
pa»aer  au  calcul  do  Terreur  quVlIc  occasionne,  erreur  qni ,  comme  nous 
Tavons  déjà  dit,  résulte  de  deux  causes  que  nous  aurons  à  considérer  8u<:- 
cessWem^nt. 

4,  Calculons  d^abord  Terreur  qui  résulte  de  l^incxactitude  de  la  proportion , 
les  logarithmes  employés  étant  supposés  exacts. 

Soient  n  un  nombre  supérieur  à  loooo,  l  son  logarithme,  /  4-  A  celui  de 
n  +  I  ;  soient  encore  n-\-  d  un  nombre  compris  entre  n  et  n  +  1 ,  /  +  md 
son  logarithme  ;  J  et  /n  représentent  ici  des  fractions. 

(Tons  les  nombres  n,  /,  A,  d^m  sont  supposés  d^ailleurs  rapportés  à  la 
même  unité.) 

*Cela  posé,  la  quantité  x  quMI  faut  ajouter  h  /  pour  atoir  le  logarithme  du 
R  H-  <2  se  détermine  (  n®  2 14  )  par  la  proporlion  1  :  «/  ::  A  :  j:;  d^où  x  =  <ÎA  ; 
ce  qui  donne  l-^d\  pour  le  logarîlhme  de  n-+-  <i,  tandis  qu'on  devrait  avoir 

i  -H  mA.  ^ 

Verreur  commise  est  donc  exprimée  par  c  =  (m  —  </J  A ,  ou  e  =  (  d—  m)  A  , 

suivant  que  l'on- a  m  >  ou  <  d. 

De  mémo ,  la  quantité  r  qne  l'on  doit  ajouter  à  n  pour  avoir  le  nombre 
correspondant  à  /  -f-  wiA,  est  fournie  par  la  proportion  A  :  mA  ::  1  :  r ,  d'où 
y=m,  ce  qui  donne  n-i-m  pour  le  nombre  cherché ,  tandis  que  Ton  devrait 
avoir  n-^  d, 

TJerreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'  =  m—  d,     ou    e'  r=  d  —  m. 

D'où  Ton  voit  que,  dans  les  deux  cas,  Terreur  provient  de  ce  qu'on  prend 
Tune  pour  Tantro  les  deux  quantités  m  et  d.  Ainsi ,  nous  sommes  conduits  à 
chercher  la  différence  do  ces  deux  quantités. 

Or  on  a  (nofiOO)  les  égalités  fondamonlalfs 

/  /  -4-  A  l-^-w^  j 

10  =H,     10  =  n -h  I  ,      10  =nH-«; 


A       n  -h  I  I  "'A       / ,  _^  M"' 

n  n 


im 


d'où,  divisant  la  seconde  par  la  première, 

mA        /         i\i 

,0    =(•+-) 

ou  ,  multipliant  celle-ci  par  la  première,  membre  à  membre, 

/-+-mA  ,  {,_^^\ 

10  ou     n-hri  =  «  I  I -+-- I 

Développons  (i  -+-  -^'"par  la  formule  du  binôme  démontrée  généralemeni 

n»  182;  multiplions  le  résultat  par  n,  et  retranchons  ensuite  n  de  chaque 
membre  de  Tégalilé  précédente;  il  vient 

m       m{i  —m)       '"(ij-  m^(2--mj         . 
I  I  .  a.  n  \  .'À  .  S  .  n         ^ 

Jlg.  B. y  10"  éd.  ^^ 
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Dans  cette  série,  le  quotient  de  la  division  du  ternie  qui  en  a  r  avant  loi, 

par  le  terme  précédent  {vqr-  le  n®  2  de  la  ï'«  Noie)  est  —  ^^"^    •  - , 

quantité  évidemment  négative  et  numériquement  moindre  que  Tunité,  puis- 
que Ton  a  m<  I  et  n>  I.  Ainsi,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs  ,  et  décroissent  indéfiniment.  On  a  donc  (n»  176) 

d<iîi,     a^m j     aou     m  — tf<' — — 


•2n  an 


Mais  on  sait  (n*  107)  que  le  produit  w(i  —  m)  de  deux  facteurs  m ,  i  —  m  ^ 
dont  la  somme  est  i ,  a  pour  maximum  l-\  ou  7-  Ainsi ,  la  dernière  inéga> 


lité  se  réduit  enfin  km  —  J  <  ^— 


11  est  aisé  maintenant  d'appivniei  les  deux  erreurs  e=:{m  —  d)  \,  e'=  m~^dy 
pour  le  cas  de  n=  ou  >•  10000. 

i».  On  a,  en  vertu  de  rinégaliic  précédente, 


.<  ^ 


doooo  * 

et  comme  on  a  tronvé  {Note  a*,  n^  1)  A  <— î >  il  on  résulte 

0,0001   o.oooooooi 
160000      iG 

L^erreur  o ,  étant  moindre  que  le  seizième  de  Tunilé  de  )''ordre  du  8*  chiffre 
déeimal,  ne  saurait  porter  sur  les  7  premières  décimales  du  logarithme 

cherché. 

^    ^  ,  ^      '      ^  0,0001 

boooo  o 

c^est-à-dire  que,  quand  on  réduit  en  décimales  le  4*  terme  ^  =  m,  pour 
rajouter  an,  l''erreur  ne  peut  porter  sur  le  4^  chiffre  décimal  ;  mais  on  no 
serait  pas  bûr  de  Texactitude  du  5*  chiflrre(*). 

S.  Calculons  actuellement  Terreur  qui  résulte  de  l'inexactitude  des  loga- 
rithmes (la  proportion  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela ,  nous  allons ,  dans  ce  numéro ,  rapporter  les  logarithmes  tabu- 
laires ,  ainsi  que  leurs  différences ,  k  l'unité  décimale  du  7®  ordre ,  ce  qui  revieiu 
à  les  rendre  tous  looooooo  fois  plus  grands,  ou  à  les  regarder  comme  des 
nombres  entiers.  Cette  hypothèse  n^a  nul  inconvénient,  puisque  Ton  dc 
considère,  dans  la  proportion,  que  les  rapports  des  différences. 

De  \h  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  gt néralement  fautifs,  en  plus 


n  Les  calculs  qui  viennent  d*èU'c  établis  dans  ce  numéro  sont  dos  ,  pour  le  foad ,  à 
JBertrand  do  iîenève. 
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OU  en  moins,  d^ine  quanlUé  qui  a  pour  limite  supérieure  la  moitié  dUine 
unité  décimale  du  dernier  ordre  {Arith,,  32^  édition ,  N.  B.du  n<>  99} ,  cette 

limite  se  trouvera  représentée  par  — 

pREUii^aE  QUESTiOir.  —  Étant  donné  un  nombre,  déterminer  son  logarithme. 

Soit  n-^d  un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme ,  n  étant  la  partie 
entière,  et  d  la  partie  fractionnaire  ;  «oient,  de  plus  ,  /,  /'  les  logarithmes 
de  n,  n+  1  ,  tels  qirils  sont  fournis  par  les  tablés.  Appelons  i  et  i'  les 
quantités   qD''il  fiudrait  ajouter  aux  logarithmes  /  et  l'  pour  les  rendre 

exacts,  ces  quantités  pouvant  être  positives  ou  négatives,  et  tfyant  -  pour 

limile  (d^iprès  ce  qui  vient  d^ètre  dit). 

En  supposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  le  faisons  ici,  on  trou- 
verait que  le  logarithme  de  n-^-  d  est  égal  à  /+  i,  augmenté  d^une  quan- 
tité or  déterminée  par  la  proportion 

I  :  <i  ::  (i'-l-r)  — (/4-i)  :  x;    d'où,   en  posant   T  — /  =  A, 

*  =  r£(A-l-i'~i); 

ce  qui  donnerait    log  (  w -+•  d)  =  / -*-  i  -h  d  (  A  -+-  i  '  —  i). 

Mais  ,  au  lieu  de  cola,  on  pose  la  proportion 

i  :  d  ::  à:  Xj    d'où    X  =  dA j 

puis  on  ajoute  d^  h  l ,  eu  rejetant  môme  toute  la  partie  'fractionnaire  du 
produit  dA ,  sauf  à  augmenter  le  dernier  chiffre  d^me  unité,  sMI  y  a  lieu , 

ce  qui  peut  occasionner  une  nouvelle  erreur  dont  la  limite  est—  En  repré- 
sentant cette  erreur  pary,  on  prend  ainsi  l-^  dà  — ypour  le  logarithme  de 
n-^  d.  Donc  Terreur  finale  est 

Si  Ton  suppose  que  les  trois  erreurs  i,  i',/  atteignent  leur  limite  >9  ce 

qui  est  évidemment  le  cas  où  Perreur  totale  E  est  aussi  grande  que  possible, 
il  00  résalle 

«'est-à-dire  que,  dans  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre,  Verreur  pro- 
venant de  l'inexactitude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s'élever,  soit  en  plus , 
soit  en  moins,  jusqu'à  une  unité  décimale  du  7*  ordre^  ou  généralement, 
du  dermes-  ordre  décimal  des  logarithmes  Joumis  par  les  tables  que  l'on 
emploie. 

m 

6.  Sbcomdb  ooESTiOM.  —  Étant  donné  un  logarithme ,  déterminer  le  nombre 
çui  lui  correspond* 

25. 
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Soit  /-+-^  un  logarilhme  compris  entre  /  et  /',  ^    désignaiît  toujours 
/'  —  /,  cl  0  ^tanl  au  plus  égal  à  A  —  i. 

On  prend  ordinairement,  pour  le  nombre  cherché,  n  -h  -»  la  traction  - 

éiant  tirée  de  la  proportion  A  :  (^  ::  i  ;  ^* 

Mais  d'abord,  le  logarithme  donné,  l-hâ,  étant  poussé  »eulement  jus- 
qu'au degré  d'approximation  des  logarithmes  tabulaires,  est  passible  d'une 
erreur  positive  ou  négative  qu'on  peut  représenter  par  -+-i",  et  dont  la 

limite  est  ^-  En  outre,  les  deux  logarithmes  /,  l'  peuvent,  comme  ci- 
dessus,  être  fautifs  des  quantités  positives  ou  nt'galives  -+-»,-*-«',  dont  la 
limite  est  — 

Ainsi,  la  proportion  à  établir  devrait  ôtre 

ou  A  -i-  i  '  —  I  :  0  -h  '  *  —  *  ::  1  :  r ,    d'où    r  =  .——77 — g  » 

a  -t- 1  —  « 

ce  qui  donnerait,  pour  le  nombre  cherché, 


n 


Donc  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  n -h  -  «u  lieu  d©  celle  exprès- 
sion ,  est  représentée  par 

*  (1)  ou       —       — —, .^  W 

(J-f-i"— i  0 

suivant  que  l'on  a  .     .    ., :  >     ou     <  -• 

^  A  H-  i    —  I  A 

Premier  cas.  —  Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de  la  différence  (1),  il  faut 

lâcher  d'avoir  le  maximum  ao  ■- .,     -   • 

A  -i-  I    —  * 

Or,  la  quantité  i  se  trouvant  à  la  fois  au  numérateur  et  au  dénominateur, 
si  l'on  se  rappelle  (Alg.,  n^G)  que  toute  fraction  augmente  de  valeur 
quand  on  ajoute  un  même  nombre  à  ses  deux  larmes,  il  s'ensuit  qu'on  ob- 
tiendra d'abord  le  maximum  de  la  fraction  ci-dessus  en  )>osant  —  ï  =  -h — 

qui  est  la  plus  grande  valeur  que  pniR^ie  recevoir  celte  quantité  i ,  ce  qui 
donne 

2 

-    —    ■  Il     ■     ■     M  • 

A  ^    ~  4    i' 
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Aciacllement,  ix)ur  avoir  le  maximum  relatif  aux  variations  de  i"  et  de  1  ', 
il  suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  cl  le  dénominateur  le  plus 

petit  possible  y  ce  qui  se  fait  en  posant     /"  ==  -4--»     i*'  =  —  -• 

Ainsi,  le  maximum  résultant  des  variations  de  /,  i',  i",  est  nécessaire- 
ment 

0 -\ h- 

22                       <?-+-! 
,       OU       — 

1  I  à. 

AH 

2  2 

Donc  le  maximum  de  la  diiïcrence  (i)  est  • 

,     ou     — • 

A  a'  A 

Second  cas.  —  Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de  la  diiïcrence  (?.),  il  faut 

^  _^  i'  '/ i 

avoir  le  minimum  de .• 

A  -+-  i'  —  i 


Or  on  peut  prouver  par  on  raisonoement  analogue  au  précédent,  mais 
inverse,  que  le  minimum  résultant  des  variations  des  trois  quantités  1,  i ',  i" 
est 

2        3                   â  —  l 
,  OU       — 

1  I  A 
A h- 

2  2 

Donc  lo  maximum  de  la  différence  (2)  est 

,     ou     —  ; 

A  A  A' 

c^est-à-dire  que,  dans  les  deux  cas,  la  limite  de  Terreur  commise  est  — 

Cette  quantité  croît  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Ton  avance  dans  la 
table,  puisqu^on  sait  (Note  2®,  n^  i)  que  A  diminue  de  plus  en  plus. 

7.  Maintenant  il  est  facile  de  prouver  que  des  deux  causes  d^erreur  qui 
ont  été  signalées  au  commencement  de  celte  note,  la  seconde  est  celle  à 
laquelle  on  doit  définitivement  s^arrêter,  sans  avoir  aucun  égard  à  la  pre- 
mière. 

En  effet,  dans  la  question  qui  a  pour  but  de  déterminer  le  logarithme 
d'un  nombre  donné,  puisque  Ton  a  reconnu  fn<>  4)  que  rinexactitudo  de  la 
proportion  do  peut  influer  sor  le  dernier  chiffre  des  logaritbmes  tabulaires, 
on  doit  considérer  la  proportion  comme  tout  à  fait  exacte,  et  ne  tenir 
compte  que  de  Tinexactitude  des  logarithmes,  en  observant  (n°  â)  que 
le  dernier  chiffre  décimal  peut  c  trc  fautif  d* une  unité,  en  plus  ou  en  moins. 
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Dans  )a  seconde  question  (trouver  le  nombre  auquel  appartient  un  logU' 
rithme  donné),  la  limite  de  Terreur  qui  résulte  de  Pincxactitude  des  loga- 
rithmes tabulaires  no  dépendant  (n®  6)  que  de  la  différence  tabulaire  A, 
et,  par  suite,  des  derniers  chiffres  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels 
Finexactitude  de  la  proportion  n^a  aucune  influence,  il  s^ensutt  encore  que 
laprefnière  cause  d^erreur  peut  être  tout  à  fait  négligée. 

8.  Il  ne  nous  reste  plus  qu''à  faire  Tapplication  de  la  théorie  précédente 
aux  tables  dont  on  fait  usage  ordinairement,  c'est-à-dire  aux  tables  de 
Callet. 

Première  question.  ~  La  proportion  i  :  <f  ::  â  :  x,  d^où  x  =  <f  A  ,  donne 
(n^tf)  les  7  premiers  chiffres  décimaux,  à  une  unité  du  7*  ordre  décimal 
près. 

Ainsi  y  uDO  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  de 
logarithmes  peut  être  fautive  d^une  quantité  dont  la  limite  e&t  exprimée 
par  autant  d'imités  décimales  du  7"  ordre,  qu'il  y  a  de  parties  dans  cette 
somme  De  môme,  si,  dans  U  vue  d'obtenir  une  puissance  d'un  nombre, 
on  multiplie  son  logarithme  par  l'exposant  de  la  puissance,  le  logarithme 
résultant  peut  être  ^uUt  d'autant  d'unités  décimales  du.j^  ordr»,  quUl  y  a 
d'unités  dans  l'exposant  de  la  puissance.  Mais  i{  nen  est  pas  de  mAne  quand 
il  s'^agit  d'une  extraction  de  racine,  parce  que  les  erreurs  qui  affectent  les 
logarithmes  sont  divisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question.  —  La  proportion  A  :  ^  :  :  t  :  r,  d'où  ^  =  -  )  donne  la 
valeur  du  nombre  cherché,  à  une  fraction  près  marquée  par  — 

Mais  comme  il  est  d'usage  de  convertir  —  en  décimales,  voyons  à  quel 

ordre  de  décimales  il  convient  d'arrêter  l'opération. 

Pour  cela,  soit  «  la  puissance  de  10  qui  doit  exprimer  le  dénominateur 
de  la  fraction  décimale  obtenue.   Observons  que,  dans  la  transformation 

de  —  en  décimales,  on  s'expose  encore  &  commettre  une  erreur  dont  la 
A 

limite  est  la  moitié  de  l'unité  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  décimal,  c'est- 
à-dire  — •  On  doit  donc  satisfaire  à  l'inégalité 

—  -h  —  <  ->    d'où    —  <  — »    et,  par  conséquent ,     A  >  2  x. 
A       2a       R  A       2a 

Donc  A  doit  être  au  moins  le  double  de  la  puissance  de  \o  k  laquelle  on 
s'arrête. 

Cela  posé  : 

Il  résulte  de  l'inspection  des  tables  de  Callet,  que,  jusqu'au  nombre 
aiSog,  la  différence  tabulaire  n'est  pas  plus  faible  que  soo^  donc,    pour 
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loos  lefl  nombres  compris  entre  10000  et  aiBoQ,  on  peut,  en  réduisant  -- 

•  « 

en  décimales  ,  pousser  ropération  jusqu^aux  100 '"^'j  et  Fou  est  certain  de 
Teiacliiude  do  dernier  chinfrc  décimal. 
Passé  ce  terme  et  ju^qu^à  looooo^  nombre  pour  lequel  la  différence  tabu- 

laire  est  4}  y  on  ne  peut  compter  que  sur  Texactitude  du  chiffre  des  lo""*'. 

Depnis   100000  jusqu^à   108000,   comme  la  différence  se  trouTc  encore 

exprimée  par  3  chiffres  (dont  le  premier  à  droite  représente  [des  unités 

du  8*  ordre),  on  peut  de  nouveau  compter  sur  Texactitude  du  chiflire  des 

100""",  puisque  cette  différence  va  de  4H  ^  4^^  9  nombres  plus  grands 
que  Qoo. 

Les  tables  à  7  décimales,  publiées  par  MM.  Marie  et  Beynaud ,  ont 
TaTantage  de  donner,  sous  nu  format  plus  commode ,  à  peu  près  les  mêmes 
approximations  que  celles  de  Callet.  Nous  n'^oserions  cependant  pas 
aOirmer,  à  cause  de  leur  peu  d^étendue  (elles  ne  s'étendent  pas  au  delà 
de  loooo),  que  les  deux  causes  d^erreur  signalées  ci-dessus  ne  donnent  pas 
plus  d'une  unité  d'erreur  sur  le  7*  chiffre  décimal  lorsqu'on  cherche  le  loga* 
ritbme  d'un  nombre,  eiplus  de  deux  unités  d'erreur  sur  le  chiffre  des  millièmes 
lorsqu'on  cherche  le  nombre  correspondant  à  uA  logarithme.  Mais  l'emploi 
de  ces  tables,  dans  leur  état  actuel,  n'en  mérite  pas  moins  d'être  roeom*- 
mandé,  en  raison  de  la  petitesse  de  leur  format. 
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CHAPITRE  VU. 

Théorie  générale  (les  Ef/uations. 


Introduct/o/i .  —  Les  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupes  du 
problème  de  la  résolution  générale  des  équalicns  algébriques  d'un 
degré  quelconque  à  une  seule  inconnue;  mais  jusqu'ici  leurs 
efforts  ont  été  infructueux  par  rapport  aux  équations  d*un  degré 
supérieur  au  quatrième.  Cependant  les  recherches  qu'ils  ont  faites 
à  ce  sujet  les  ont  conduits  à  des  propriétés  communes  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  et  dont  ils  ont  ensuite  tiré  parti,  soit 
pour  résoudre  certaines  classes  d^équations,  soit  pour  rasnener  la 
résolution  d'une  équation  donnée,  à  celles  d^autres  équations 
plus  simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre ,  de  faire 
connaître  ces  propriétés,  et  leur  usage  pour  Hiciliter  la  résolution 
des  équations. 

§  l®'.  —  Dmsibilité  des  Fonctions  entière^,  —  Pro-- 
priétés  générales  des  Lquations.^  Théorie  complète 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

DIVISIBILITÉ    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

250.  Le  développement  des  propriétés  dont  jouissent  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés  nous  conduira  à  considérer  les  polynômes 
sous  un  point  de  vue  particulier  et  tout  différent  de  ceux  sous 
lesquels  nous  les  avons  envisagés  dans  le  premier  chapitre.  Nous 
admettrons  pour  cela  des  expressions  de  la  forme 

A^  -f-  Bx™-'  -f-  Cr"-'  -h.  .  .-4-  ïjr  -f-  U, 

dans  lesquelles  m  est  un  nombre  entier  positif,  mais  dont  les 
coefficients  A,  B,  C, . . . ,  ï,  U,  désignent  des  quantités  qui  peu- 
vent être  quelconques,  c'est-à-dire  entières  ou  fractionnaires ,^ 
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commensurables  oit  incommensurables ,  numériques  ou  algé- 
briques. Or  dans  la  division  alj^ébrique ,  telle  que  nous  Tavons 
exposée  (chap.  P*"),  on  a  pour  but,  étant  donnés  deux  polynômes 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers 
qui  y  entrent,  de  trouver  un  troisième  polynôme  de  même  espèce , 
qui,  multiplié  par  le  second,  reproduise  le  premier. 
Mais  si  Ton  a  deux  polynômes 

AV  +  B'x«-'  4-  CV--»  H- .  .  .  -I-  T'x  H-  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à  x,  et  dont 
les  coefficients  A,  B,  C, .  . . ,  A',  B',  C, . . .  soient  quelconques, 
on  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme ,  de  même 
forme  ft  de  même  nature  que  les  deux  précédents,  qui,  multiplié 
par  le  second ,  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à  celui  de 
la  division  ordinaire  ;  mais  il  y  a  cette  différence  que,  dans  celle-ci, 
le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur;  au  lieu  que,  dans  la 
nouvelle  espèce  de  division ,  on  divise  le  premier  terme  de  chaque 
dividende  partiel  (c'est-à-dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute 
puissance  de  la  lettre  principale),  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, sans  s'inquiéter  si  le  coefficient  du  quotient  partiel  corres- 
pondant est  entier  ou  fractionnaire;  et  l'on  continue  l'opération 
jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  un  quotient  qui ,  multiplié  par  le  divi- 
seur, anéantisse  le  dernier  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division 
proposée  est  dite  exacte  ;  ou  bien ,  jusqu'à  ce  que  Von  parvienne  à 
un  reste  de  plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport  à 
la  lettre  principale;  et,  dans  ce  cas,  la  division  est  regardée  comme 
impossible,  puisque,  en  poussant  plus  loin  l'opération ,  on  obtien- 
drait des  quotients  dans  lesquels  la  lettre  principale  serait  affectée 
A^ exposants  négatifs,  ou  entrerait  dans  le  dénominateur;  ce  qui 
serait  contre  la  nature  de  la  question  ,  puisque  le  quotient  doit  être 
de  même  forme  que  les  polynômes  proposés,  c'est-à-dire  com- 
posé d'un  nombre  limité  de  termes  affectes  d'exposants  entiers  et 
positifs. 
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Pour  distinguer  les  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  lettre, 
la  lettre  x  par  exemple  (les  coefficients  étant  d'ailleurs  quel- 
conques), des  polynômes  ordinaires ,  c'est-à-dire  des  polynômes 
entiers  par  rapport  à  toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers 
qui  y  entrent,  nous  conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous 
la  dénomination  de  fonctions  entières  de  x;  et  nous  appellerons 
diviseurs  relatifs  de  ces  polynômes  d'autres  fonctions  entières  de  x 
qui  les  divisent  exactement  dans  le  sens  que  nous  venons  d'établir. 

âSl .  Il  résulte  de  ces  définitions  que ,  si  une  fonction  entière  a 
pour  diviseur  relatif  unç  autre  fonction  entière ,  le  produit  de  ce 
dimscur  par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  la  lettre  prin^ 
cipale  est  encore  un  diviseur  relatif  de  la  première  fonction. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait 

Ax"4-Ba:^'-f-...-f-U    ^  „       b"x-—  -f- . .  .  +  U". 

Soit  K  un  facteur  quelconque  indépendant  de  or;  on  a  néces- 
sairement 

Aar^-^-Bx*"-'-»- -4- U         A"  B"  U" 

K(A'x»-f-B'x»-'+...-hU')~K  K.  ^'"^K 

Or  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  x'y  donc  K(AV -h  B'jc"-' -f-. . .)  est  diviseur  relatif  de 
Aar^H-Bj:^'  4-...  . 

Cela  revient  à  dire  que  —  Tout  diviseur  relatif  du  produit 
K  (Ajt"  -h  Bj:"-'  4-...-+-  V),  K  étant  un  facteur  indépendant  de  x, 
doit  être  aussi  un  diviseur  relatif  de  la  fonction  A  j:"  -+-  Bo:*"'-!-.... 

Cela  posé,  nous  allons  d'abord  établir  sur  la  divisibilité  des 
fonctions  entières  quelques  principes  analogues  à  ceux  qui  ont 
été  démontrés,  en  Jrithmétique,  sur  les  nombres  entiers,  parce 
qu'ils  nous  seront  très-utiles  dans  la  recherche  des  propriétés  rela- 
tives aux  équations. 

ftSU.  Premieb.  PRiirciPE.  —  Toute  fonction  entière  px  -f-q,  du 
premier  degré  en  Xf  qui  divise  exactement  le  produit  F  X  F'  <''' 
deux  autres  fonctions  entières,  divise  nécessairement  l'une  d'elles. 
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Pour  démontrer  ce  principe  ,  supposons  que  F  ne  soit  pas  divi- 
sible parypo:  -h  g;  nous  allons  prouver  qu'alors  F'  le  sera  néces- 
sairement. En  effet,  en  divisant  F  par  px  +  g  y  suivant  le  procédé 
ordinaire,  on  parviendra  à  un  reste  qui  ne  contiendra  plus  ^. 
Soient  Q  le  quotient  de  cette  division  ,  et  R  le  reste;  on  a  Téqua- 
tion  identique 

F  =  {/7X  +  ry)Q-4-R, 

laquelle,  multipliée  par  F',  donne 

F  X  F'  =  (/?x  +  <7) .  QF'  -H  RF'. 

Or,  par  hypothèse ,  F  X  F'  est  divisible  par  px-^g;  ainsi  le 
quotient  du  second  membre  par  px  -\-  g  doit  se  réduire  à  une 
fonction  entière  de  x^  ce  qui  exige  que  RF',  et ,  par  conséquent,  F' 
(  n**  251  ) ,  soient  divisibles  par  px  +  g, 

255.  CoNsiQCENGE.  —  Toute  fonction  entière  ,\^^  du  premier 
degré  en  x ,  gui  divise  exactement  le  produit  F  X  F'  X  F"  X . . . 
de  va  fonctions  entières^  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctions. 

Car  si  D  ne  divise  pas  F,  il  doit  diviser  le  produit  F'  X  F"X..., 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit;  s*il  ne  divise  pas  F',  il  doit 
diviser  F''  X  F'"  X  • . .;  et  ainsi  de  suite.  D*où  Ton  voit  que  D, 
ne  divisant  aucun  des  [m  —  i)  premiers  facteurs,  doit  du  moins 
diviser  le  /ri'*"*. 

On  déduit  de  là ,  comme  cas  particulier,  que  D  ne  peut  diviser 
F"  sans  diviser  F  (D  étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré , 
et  F  une  fonction  entière  quelconque). 

254.  Second  principe.  —  Soit  une  fonction  entière  F,  résultant 
de  la  multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  entières 
F',  F^',  F'", . . .  (dont  quelques-unes  peuvent  être  égales).  Cette 
fonction  entière  F  ne  saurait  avoir  (n°  252)  pour  diviseurs  relatifo 
du  pi'eroier  degré  en  x,  gue  ceux  gui  entrent  dans  les  fonctions 
F%  F'%  F", ...  ou  (n®  251)  des  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  desfocteurs  indépendants  de  x. 

Noos  pouvons  actuellement  passer  à' l'exposition  des  propriétés 
communes  si  toutes  les  équations. 
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PROPIIIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    ÉQUATIONS. 

235.  Toute  équation  complète  du  degré  m  {m  étant  un  nombre 
entier  et  positif)  peut,  par  la  transposition  des  termes  et  après 
la  division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  af^y  être  rame- 
née à  la  forme 

j^  -h  P^""-'  -h  Q.r"-'  -t-  . .  .  -f-  Tx  -MJ  =  o ; 

P,  Q,  R,.  . .,  T,  U  étant  des  coefficients  pris  dans  le  sens  aljjé- 
brique  le  plus  général. 

Cela  posé,  on  appelle  racine  de  cette  équation  {voyez  n**  07) 
toute  expression,  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  c'est-à-dire 
numérique  ou  algébrique ,  réelle  ou  imaginaire  y  qui ,  substituée  à 
la  place  de  x  dans  l'équation ,  rend  son  premier  membre  égal  à  o. 

236.  Une  équation  pouvant,  en  général,  être  considérée 
comme  la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre 
les  données  et  Tinconnue  d'un  problème,  on  est  conduit  naturelle- 
ment à  ce  principe,  que  toute  équation  a  au  moins  une  racine. 
A  la  vérité ,  les  conditions  de  l'énoncé  peuvent  èti^e  incompatibles; 
mais  alors  on  doit  supposer  que  Ton  en  serait  averti  par  quelque 
symbole  d'absurdité ,  tel  qu'une  formule  renfermant,  comme  opé- 
ration nécessaire,  l'extraction  d'une  racine  de  degré  pair  d'une 
quantité  négative  ;  et  il  n^en  existerait  pas  moins  une  expression 
qui,  mise  à  la  place  de  x  dans  l'équation,  y  satisferait.  Nous 
admettrons  donc  ce  principe,  que  nous  aurons  d'ailleurs  occasion 
de  vérifier  par  la  suite,  pour  la  plupart  des  équations  {*), 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  Ton  peut 
regarder  comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des 
équations. 

237.  Première  propriété.  —  Si  a  est  une  racine  fie  réquation 


m 

{*)  M.  Cauchy  a  donné,  dans  sot»  leçons  à  PEcolc  Polytechnique,  une 
démonstration  de  cette  proposition;  mais  nous  ne  la  croyons  pas  de  nature 
à  trouver  place  dans  ces  Éléments ^  d^autant  plus  que,  dans  notre  opinion  , 
clic  n^cst  pas  exempte  tie  quelques  objections. 
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X'"  -f-  Px'"-'  4-  Qx"*~',  .  .  -f-  TJ  =  o,  /^  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  [\  —  a);  et  réciproquement,  si  unfactear 
de  la  forme  (x  —  a)  divise  le  premier  membre  de  la  proposée  y  a  est 
une  racine  de  cette  équation. 

En  effet,  essayons  la  division,  et  voyons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'exposant  de  x 
devienne  o  dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
n°  250,  puisque  «,  P,  Q ,....  sont  de  nature  quelconque.) 

r«  -H  Pj:m-«  ~f-  QjTin-a^-  . .  .  ^_  T-r  -h  U 


xnt-i 


Va 

0 


«"«-'-h. . . 


x"»-»  -h  a 

j.m-a_f-     a* 

X"— 5-h...-+-    a"-» 

H-P 

-hPfl 

-4-Pfl«-' 

H-Q 

-4-Qû«-5 

-4-T 


Pour  peu  qu*on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s'obtiennent 
les  quotients  partiels,  on  reconnaît,  d'abord  par  analogie,  et 
ensuite  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n®*31  et  86), 
une  loi  de  formation  pour  les  cocfBcients  de  ces  divers  quo- 
tients ;  et  Ton  peut  en  conclure,  i** —  qu'il  doit  y  avoir  m  quo- 
tients partiels;  2" —  que  le  coefiicient  du  m^'"^  quotient,  c'est-à- 
dire  de  .r°,  doit  être 

ï  étant  le  coefficient  de  Pavant-dernier  terme  de  la  proposée. 

Donc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  soustrayant 
le  produit  du  dividende,  on  obtient  pour  reste 

rt*  -f-  Prt"-'  -h  Qa"-'  -H  .  .  .  -H  Tr?  -h  U. 

Or,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  l'équation;  donc  ce  reste 
est  nul ,  puiscju^l  n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  rt  à  la  place  de  x  dans  Péquation  ;  ainsi  la  division  se  fait 
exactement. 

Récip*.,  si  (.r  —  a)  est  diviseur  exact  de  jt"  4-  P:c*-' 
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le  reste  a"*  -h  Pa*^'  -♦-...  doit  être  nul;  ainsi  (n*»  IMSo;,  a  est 
racine  de  Téquation. 

238.  Remarque,  —  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi- 
sion effectuée  dans  le  numéro  précédent ,  on  aperçoit  pour  les  coef- 
ficients la  loi  suivante  :  Chaque  coefficient  s* obtient  en  multipliant 
celui  qui  le  précède  par  la  quantité  a,  et  ajoutant  au  produit  celui 
des  coefficients  de  l'équation  proposée ,  qui  occupe  le  même  rang 
que  le  terme  du  quotient  qu'on  veut  obtenir. 

Ainsi,  le  coefficient  du  3*^  terme,  a'-hP^H-Q,  est  égal  à 
[a  -h  P)  a  -f-  Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a  -h  P, 
par  la  quantité  r/,  augmenté  du  coefficient  Q  du  3*  terme  de 
Tcquation  proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(û' H- Pfl -h  Q)  rt -f-R,       ou      rt' +  Ptf' -h  Qfl -i- R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui  d'ail- 
leurs est  facile  à  retenir. 

259.  Seconde  propriété.  —  Toute  équation  à  une  seule  incon^ 
nue  a  autant  de  racines  qu'il  jr  a  d'unités  dans  l'exposant  de  son 
degré ,  et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  jf*  -h  Pjf«~»  4-  Q.«*-*  -f-  .  .  .  4-  Tx  -f-  U  =  o  Téquation 
proposée.  ■ 

Puisque  (n**  236)  toute  équation  a  au  moins  une  racine,  si  Ton 
désigne  par  a  la  racine  que  Téquation  précédente  comporte  néces- 
sairement ,  son  premier  membre  est  (n*^  257)  divisible  par  {x  —  a  )  ; 
et  Ton  a  Pidentité 

x^-^-  Px""'  -f-  .  ..  ={.r  —  a)(.r«-'  -f- P'x«-' -+-  .  .  .).     (î) 

Mais  en  posant    x*-'  -+-  P'x"-'  -h  ...  =  o, 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a  au  moins  une  racine.  Soit  b 
cette  racine,  on  a  (n®  257) 

X*-'  -h  P'x-^'  -h  . . .  =  (x  —  *)  (x«->  H-  P"x«~'  +...), 

égalité  qui,  multipliée  membre  à  membre  par  Tégalité  (i),  donne 

X" -f- Rr''- 4-  ...  =  {x~«)(x— ^)(x«-»-f-P"x*-'H-,..).  (2) 
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Raisonnant  sur  le  polynôme  j:*^'  -h  P"j:*~*  -+-...  comme 
sur  le  précédent)  on  a  encore 

égalité  qui ,  multipliée  par  l'égalité  (2),  donne 

x'-l-Px^'  -+-...=  (07  — fl)  (a:— ^)  ( j:  —  c)  (x--^» -h  •..)•     (3) 

Remarquons  maintenant  que  ,  pour  chaque  facteur  du  i*"*  degré 
en  X,  mis  en  évidence,  le  degré  de  .r  dans  le  polynôme-quotient 
diminue  d'une  unité.  Ainsi ,  lorsqu'on  aura  fait  ressortir  (m  —  2) 
facteursdu  premier  degré ,  l'exposant  deorsera  réduit  à  m  —  (m — 2), 
ou  2  ;  c'est-à-dire  qu'on  obtiendra  un  polynôme  du  2,^  degré 
en  or,  qui  (n°  97  )  est  lui-même  décomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré  {x  —  /•)  [x  —  /).  Or,  comme  on 
aura  déjà  mis  en  évidence  (m  —  2)  facteurs  du  premier  degré ,  il 
s'ensuit  que  finalement  on  a  l'identité 

j*-i-Px"-'-f-  ...  =(j:  — a)(x— A)(x  — c)    ..  (x--^)(x  — /), 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m  /acteurs  du  premier 
degré  en  x.  '     - 

Cela  posé,  puisqu'à  chaque  diviseur  du  premier  degré  en  x  cor- 
respond nécessairement  (  n"  257  )  une  racine  de  la  proposée,  il  s'en- 
suit que  les  m  facteurs  du  premier  degré  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c,... 
donnent,  pour  la  proposée,  m  racines  a,  ^,  c,....  Donc,  etc. 

Il  résulte  d'ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n°  S54,  que 
le  polynôme  x"-j-Pjr*~'  -{-.,.  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs 
relatifs  du  premier  degré,  que  x  —  c,  x  —  ^,...,  x  —  /,  x  —  /, 
ou  le  produit  de  l'un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur 
quelconque  indépendant  de  x.  Donc  l'équation  elle-même  ne  peut 
avoir  pour  racines  que  Oy  b^  Cy..,y  A  ^  l  ^  qui  sont  les  seules  qu'on 
puisse  tirer  des  équations 

X  —  a  =  o,    X — ^=0,...,     X  —  /'^zo,     X  —  /=ro, 

ou,  plus  généralement,  des  équations 

M  (x — a)  =  o,     M'(x  —  ^)=o,... 

(M,  M',  M",.  .  .  étant  des  facteurs  indépendants  de  x). 

Donc ,   enfin  ,  toute  équation  du  degré  m  a  m  racines ,  et  ne 
saurait  en  avoir  davantage. 
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240.  Remarque.  —  Il  existe  des  équations  qui ,  ou  apparence, 
admettent  moins  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de 
leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a  plusieurs  fac- 
teurs égaux  :  telle  serait  l'équation 

[x  —  a)'  {x  —  by  [x  —  cy  {x-'d)=:  o, 

qui  n'a  que  quatre  racines  différentes  rt,  by  c,  rf,  qnoiqu^elle  soit 
du  dixième  degré. 

II  est  évident  qu'aucune  quantité  a  différente  de  rt,  ^,  r,  <?  ne 
peut  la  vérifier.  Car  l'existence  de  cette  racine  a  entraînerait  celle 
du  diviseur  {x  —  a),  dans  le  premier  membre,  ce  qui  est  im- 
possible en  vertu  du  principe  établi  n"  254.    . 

Mais  la  proposée  n'en  a  pas  moins  lo  racines,  dont  4  sont 
égales  à  /i,  3  égales  h  b,  2,  égales  à  c,  i  égale  h  cl. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d'équations  sont  plus 
faciles  à  résoudre  que  celles  dont  les  racines  n'ont  entre  elles  au- 
cune relation  déterminée. 

241 .  Conséquence  cle  la  seconde  propriété. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m  ayant  m  di- 
viseurs du  premier  degré,  de  la  forme 

X  —  /i ,      X  —  b  ^      X  —  c,...,     X  —  /■,      X  —  / , 

si  l'on  multiplie  ces  diviseurs  deux  à  deu.v,  trois  à  trois,.., y  on  ob- 
tiendra ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second ,  du  troi- 
sième,... degré  enx,  que  l'on  peut  former  de  combinaisons  diffé- 
rentes avec  m  quantités  prises  deux  à  âeux  ,  trois  à  trois,  —  Or 
ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  l'a  vu  n"  147 ,  ex- 

.     ,                    m  —  1               m  —  i     m  —  2  , 

pnmes  par  m  • j     w  • •  — - —  j  •  •  •  5   et  les  pro- 

duits  obtenus  sont  d'ailleurs  (  n°  254)  les  seids  diviseurs  du  même 
degré  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à  moins 
que  l'on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

Ainsi,     la    proposée   admet    /w  •    diviseurs  du   second 
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degré,  m •  — - —  diviseurs  du  troisième  degré  ;  et  ainsi 

de  suite. 

242.  GoMPOSiTioiv  DES  ÉQUATIONS.  —  Si ,  dans  réquation  iden- 
tique 

x-  -h  P«"-«  -h  ...  =  (x  —  û)  (x  —  b)  [x  —  c) ...  (x  —  /), 

on  effectue  la  multiplication  des  m  facteurs  du  second  membre 
(voyez  n®  148) ,  et  que  l'on  compare ,  terme  à  terme ,  les  deux 
membres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
iîcient»  P,  Q,  R,... ,  T,  U,  et  les  racines  a,  ^,  c,...,  X-,  /,  de 
la  proposée ,  savoir  : 

—  a  —  h  —  c...  —  /  — ./  =  ?,    ou    rtH-^-hr... -f-A-i-/  =  — P; 

ab  -\-  ac  '\-  ...  -h/7=  -f-Q; 

—  abc  —  abd ,,,  —  l'Âl  =R,   ou   abc  -4-  abd  ...  -j-  /^/  =  — R, 

±  abcd,  .  .  A^/  =  U ,        ou       abcd.  . .  ^/  =  ±  U. 

(  On  a  placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation,  parce  que 
le  produit  —  «X  —  ^X  —  c..,  X  —  '  est -f- ou  —  abcd . . .  /7, 
suivant  que  l'équation  est  de  d^gré  jjair  ou  de  degré  impair.) 

Donc  y  1°.  La  somme  algébrique  des  racines,  prises  en  signes 
contraires ,  est  égale  au  coefficient  du  second  terme  ;  ou  bien ,  la 
somme  algébrique  des  racines ,  prises  ai^ec  leurs  signes,  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe  contraire, 

2**.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines ,  prises  avec 
leurs  signes ,  est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme, 

3".  La  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines,  prises  en 
signes  contraires,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  ou 
bien ,  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  racines, prises  avec  leurs 
signes,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe 
contraire. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin  j  Le  produit  de  toutes  les  racines ,  prises  en  signes  con- 
traires, est  égal  au  ilernier  terme;  ou  bien,  le  produit  de  toutes 
Us  racines ,  prises  avec  leurs  signes ,  est  égal  au  dernier  terme  de 
Jlg.  £.,  io«  éd.  a6 
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l'équation,  pris  apec  son  signe,  si  TéquatioD  est  de  degré  pair,  et 
avec  un  signe  contraire,  si  réquation  est  de  degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n°  98 ,  par  rapport  aux  équations  du 
second  degré ,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui  vien- 
nent d^étre  établies.  Le  dernier  terme,  pris  avec  son  signe  dans 
ces  équations ,  est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes,  parce 
que  l'équation  est  de  degré  pair. 

iV.  B.  —  On  a  supposé  ,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefBcient 
du  premier  terme  égal  à  Tunité.  S*il  en  était  autrement,  il  faudrait, 
avant  d'établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les 
racines ,  diviser  toute  Téqiiation  par  ce  coefficient. 

fi45.  C'est  ici  le  lieu  d'établir  deux  propositions  dont  nous  au- 
rons plus  d'une  fois  à  faire  usage  par  la  suite. 
Soit  l'équation  la  plus  générale  du  m*^^  degré, 

-h  Tx  -+-U  =  o  ; 

A,  B,... ,  H,  R,... ,  N,  P,...,  T,  U,  étant  des  quantités  algébri- 
ques quelconques.  (  Le  terme  Nx"  a  n  termes  après  lui ,  et  le  terme 
K-r*"""  en  a  /?  avant  lui.  )  , 

Cela  posé ,  il  peut  arriver  que  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  les  données  qui  ont  conduit  à  l'équation  proposée  anéantis- 
sent ,  soit  les  n  derniers  termes ,  à  partir  du  terme  Vaf*"^  jusqu'à 
la  fin ,  soit  les  n  premiers  termes ,  jusqu'au  terme  H**"""'*"'  inclu- 
sivement. Or  je  dis  que,  dans  le  peemier  cas,  Y  équation  a  un 
nombre  n  de  racines  nulles,  et  que,  dans  le  second,  elle  a  un 
nombre  n  de  racines  infinies. 

En  effet ,  dans  le  premier  cas ,  l'équation  prenant  alors  la  forme 

«■  (Aj:^*  H- Bjc»-*-'  -4-..  .-*-N)  =  o, 

on  peut  y  satisfaire  en  posant 

soit     jr"  =  o,     soit     Ax"-« -|- Bar"-"-' H- hN  =  o; 

or  la  première  hypothèse  donne  n  racines  néoessaireraent  nulles 
/n*  n%) ,  et  la  seconde  (m  —  n)  nieines  qui  peuvent  être  quel- 
conques. 
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Quant  au    second   cas,    faisons,   comme  au   n^  192,  x  = - 

y 

dans  réquation  proposée. 

Il  vient 9  après  la  disparition  des  dénominateurs, 

Ur" -h  Ty'^' -h  ...  -I-Bjr  H-A  =  o, 

équation  dont  les  n  derniers  coefficients  sont ,  par  hypothèse ,  égaux 
à  zéro  9  et  qui  a  par  conséquent  n  racines  nulles  ;  donc,  à  cause  de 

]a  relation  x  z=  -y  l'équation  proposée  a  n  racines  infinies. 

C.  Q.  F,  Z>. 

THÉORIE  COMPLÈTE    DU    PLUS    GRAND    COMMUN    DIVISEUR. 

Introduction,  —  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes^ 
on  aperçoit  une  très-grande  analogie  entre  la  recherche  des  divi- 
seurs relatifs  du  premier  degré  d'une  fonction  entière  de  j:  ,  et  la 
résolution  d'une  équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété 
du  n^  fi99 ,  que  tout  polynôme 

est  décomposable  en  m  facteurs  du  premier  degré  en  x  ;  or,  pour 
obtenir  cette  décomposition ,  il  suffirait  d^égaler  le  polynôme  à  zéro^ 
et  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  jr  ;  et  réciproquement ,  si 
l'on  connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x  qui  composent 
ce  polynôme ,  on  connaîtrait  par  là  même  les  racines. 

Si  Ton  a  besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obtenir 
les  diviseurs  relatifs  d'un  polynôme,  cela  n'est  pas  nécessaire 
pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré 
parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de  certaines 
classes  d'équations.  Ainsi ,  avant  de  pénétrer  davantage  dans  la 
théorie  des  équations,  il  est  nécessaire  que  nous  complétions  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur;  question  qui  n*a  été 
qu'ébauchée  dans  le  premier  chqûtre. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  de  deux  fondions  entières  àexj 

26. 
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après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  sont 
entiers  par  rapport  à  tontes  les  lettres  et  aux  coeflficienls. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

244.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  ÙQ  deux  fonctions 
entières  de  x  est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  j",  qui  divise 
à  la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition,  que  quand  les  deux 
polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
les  quotients  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucun  facteur 
commun  en  œy  car,  s^il  en  existait  un,  le  produit  de  ce  facteur 
par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré  plus  élevé  en  x  que 
ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  ^/,  d\  d"  les  seuls  facteurs  du  premier  degré 
en  Xy  communs  à  deux  fonctions  entières,  et  supposons  que 
n  y  py  q  soient  les  exposants  des  puissances  de  ces  facteurs,  com" 
munes  aux  deux  polynômes.  Il  est  évident  que  le  produit  r/".  d'P.  d'*n 
est  un  diviseur  relatif  commun  aux  deux  |)olynômes.  Je  dis,  de  plus, 
que  c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatifs  car  il  résulte  du 
principe  établi  n**  254 ,  que  les  autres  diviseurs  relatifs  communs 
ne  peuvent  être  que  des  produits  :>.  à  2,  3  à  3 ,. .  .  des  diverses 
puissances  de  d^  d\  d'\  dont  les  exposants  .sont  tout  au  plus 
égaux  Si  n  ypj  q. 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  peemikr  principe,  i**  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  entières  est 
le  produit  fies  plus  hautes  puissances  de  tous  les  diviseurs  du  prc- 
tnter  degré  en  x ,  communes  aux  deux  polynômes  ;  1"  que  tout  divi- 
seur relatif  commun  h  deux  fonctions  entières  ,  divise  Fwcrssaire- 
ment  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

N.  B,  —  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs 
relatifs  communs,  de  même  degré,  en  jt,  que  r/"  x  <i'P  X  d"i\ 
mais  ce  serait  (n"  251  )  en  multipliant  celui-ci  par  des  facteurs  in- 
dépendants de  X. 

24tf.  Second  primcipr.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions   entières   est    le    même  que  celui   qui 
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existe  entre  le  polynôme  du  plus  faible  flegrê  et  le  reste  de  leur 
division  ,  o«,  du  moins,  il  n'en  diffère  que  par  un  facteur  indépen- 
dant de  \, 

En  effet,  s(jient  A  et  B  les  deux  polynômes,  D  leur  plus  {;rand 
commun  diviseur  relatif,  Q  et  R  le  quotient  et  le  reste  de  leur 
division,  D' le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B  et  de  R  ; 
on  a  l'égalité 

A  =  BXQ-+-R, 

« 

d*oti  Ton  déduit,  en  divisant  alternativement  par  D  et  D', 
A  _BQ       R  A.  — ?5       J^ 

D'abord,  D  étant  diviseur  relatif  de  A  et  deB,  il  sVnsuit  que 

A  BO 

=r  cl  -r-  sont  des  fonctions  entières  de  x  ;  ainsi ,  il  doit  en  être  de 

R 
même  de  —  î  c'est-à-dire  que  D  est  diviseur  relatif  de  B  et  de  R. 

Donc,  d'après  le  premier  principe,  D  doit  diviser  D'  qui  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  B  et  R. 

De  même,  D',  diviseur  relatif  de  B  et  de  R,  l'est  aussi  de  BQ 
et  de  R,  et,  par  conséquent,  de  BQ  -h  R,  ou  de  A.  Ainsi,  D', 
diviseur  relatif  de  A  et  de  B,  doit  diviser  D,  qui  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  relatif  entre  A  et  B. 

Les  deux  polynômes  D  et  D'  sont  donc  réciproquement  divi- 
sibles l'un  par  l'autre,  ce  qui  exige  qu'ils  soient  de  même  degré, 
et,  par  conséquent  (n*»  244),  qu'ils  soient  identiques  ou  ne  dif- 
fèrent l'un  de  l'auli^e  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

246.  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions 

entières. 

Divisez  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  x  par  le  second;  si  la 
division  se  fait  exactement^  le  second  polynôme  est  le  p,  g.  c,  d. 
cherché.  —  Si  vous  obtenez  un  reste,  divisez  le  second  polynôme 
par  le  reste  ;  en  supposant  que  cette  division  sr  fasse  eractemcnt, 
le  reste  est  le  p.  g.  r.  d.  entre  ce  reste  lui-même  et  le  second  poly^ 
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nôme,  et ,  par  conséquent ,  ans  si  entre  les  deux  polynômes  proposée. 
—  «Si  vous  obtenez  un  second  reste  y  divisez  le  premier  reste  par  le 
second  y  et  continuez  ainsi  l'opération  jusqu'à  ce  que  vous  parve- 
niez à  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent ,  et  qui  sera 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché, 

Lorsqu'en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à  un 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  en  conclure  que  les  deux  poly-- 
nômes  proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu'ils  n'ad- 
mettent aucun  diviseur  commun  en  x\  car  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  divisant  (n^  24tf  )  le  reste  de  chaque  division, 
devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant  de  x  auquel  on  est  par- 
venu >  ce  qui  est  impossible. 

rïous  verrons  (n°  !ltf9)  les  modifications  que  Ton  peut,  dans  la 
pratique ,  apporter  à  ce  procédé ,  lorsqu'on  l'applique  à  une  cer- 
taine classe  de  polynômes. 

S47.  Soit  maintenant  à  déterminer  le  plus  grand  commun  divi- 
seur relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A,  B, €,£,.... 

Appelons  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B,  D'  le  p.  g.  c.  d.  entre 
D  et  C  ;  je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A ,  B ,  G. 

En  eflet ,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  G,  devant  diviser  A  et  B,  divise 
leur  p.  g.  c.  d.  D;  d^ailleurs,  il  divise  aussi  G:  ainsi  il  doit  divi- 
ser ly,  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D  et  de  G;  il  ne  peut  donc  être 
d'un  degré  plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est  évidemment  diviseur 
commun  aux  trois  polynômes  A,  B,  G;  donc,  enfin,  D  est  leur 
p.  g.  c.  d. 

On  prouverait  d'une  manière  analogue  que  le  p.  g.  c.  d.  D", 
entre  D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C,  E;  et  ainsi  de 
suite. 

iV^.  B,  —  Dans  les  applications ,  on  commence  par  chercher  le 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  du  plus  faible  degré,  puis 
entre  celui  qu'on  a  ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus 
simple,  sous  le  rapport  du  degré;  etc.,  etc. 

948.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus 
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grtnd  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes 
en  X  y  quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale. 

On  peut  encore  observer  que,  toutes  les  fois  qu^on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c'est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne 
renferment  aucun  signe  d'extraction  de  racine,  l'application  du 
procédé  conduit  à  des  quotients  et  à  des  restes  qui  peuvent  être 
entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels. 
Ainsi ,  ie  plus  grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  panaient 
par  ce  procédé  ne  peut  être  que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diçiseur  algébrique  ordinaire, 

S49.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le 
premier  chapitre  ;  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels 
et  entiers,  parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés 
d'un  nombre  limité  de  termes ,  comme  \es  fonctions  entières,  ils  ne 
renferment  dans  leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  divi- 
sion ou  de  l'extraction  des  racines  ;  c'est-à-dire  que  les  coefficients 
numériques  ou  algébriques  sont  entiers ,  et  qu'il  n'entre  dans  ces 
polynômes  que  des  exposants  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  ait  facteur  on  diviseur  d'un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqu'il  existe  un  troisième 
polynôme  rationnel  et  entier  qui ,  multiplié  par  le  premier,  peut 
reproduire  le  second;  et  c'est  par  le  procédé  de  la  division  algé- 
brique ordinaire  qu'on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  fac- 
teur du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier  ,  lorsqu'il 
n'a  pas  d'autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-même  et  l'unité 
qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière;  et  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers  sont  dits  premiers  entre  eux,  lorsqu'ils 
n'admettent  aucun  facteur  commun  rationnel  et  entier,  autre  que 
l'unité. 

9tf0.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  r^arderons 
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comme  démontrée  la  proposition  suivante  {*):  —  Tout  polynôme 
premier  P  (rationnel  et  entier)  gui  divise  exactement  le  produit 
AycB  de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers  doit  néces- 
sairement  diviser  Vun  de  ces  polynômes.  Et  voici  les  conséquences 
qu'on  peut  en  tirer  : 

Premièrement.  —  Concevons  qu'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A  soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers,  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  Ton  ait 

A  =  P  .  P' .  P"  .  F" .  . .  P(»^ 

(plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux). 

Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée,  qu'aucun 
polynôme  premier/?,  différent  de  P,  P',  P",...,  P("^  ne  peut  divi- 
ser A;  car,  pour  diviser  A,  il  faut  que  p  divise  P  X  P'  P"...  P^"^  : 
or,  s'il  est  différent  de  P,  il  ne  peut  le  diviser,  puisque  P  est  pre- 
mier, et  il  doit,  par  conséquent,  diviser  P'P"...  P(").  Par  la  même 
raison,  si  p  est  différent  de  P',  il  doit  diviser  P"P'^...Pv"),  et 
ainsi  de  suite  ;  d'où  l'on  conclurait  que  p  doit  être  égal  au  dernier 
facteur  P^"^ ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Ainsi,  les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  K  puisse  ren- 
fermer sont  les  facteurs  P,  P',  P", . . . ,  P^"),   dans  lesquels    A 
est  déjà  décomposé  y  ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à  deux, 
trois  à  trois f  etc. 

2tfl.  Secondement.  —  Soient  A  et  B  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  D  leur  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire  (a°  S4) 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux 
coefficientSy  qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si 
l'on  désigne  par  A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division 
par  D,  on  a  {même  numéro)  A  =  A'D,  B  =  B'D,  A'  et  B'  étant 
premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  en  vertu 

(*)  yojet^  pour  la  démonstration,  lu  note  qui  est  à  la  fin  du  8*  chapitre» 
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de  fa  proposition  fondamentale  (n°  SilîO),  divisa*  D.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  tout  facteur  premier/?  qui  divise  A  sans  diviser  B,  ou 
vice  versd ,  ne  saurait  diviser  D. 

Donc  le  plus  grand  commun  dwiseur  de  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  contient,  comme  facteurs^  tous  les  diviseurs  par^ 
ticuliers  communs  aux  deux  polynômes ,  et  ne  peut  en  renfermer 
d'autres, 

C*est  le  premier  principe  du  n°  5iS  appliqué  à  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers. 

S2S8.  Troisiâmkment.  —  Soient  A  et  B  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers;  dy  tU^  d'\ ...  les  facteurs  premiers  (rationnels  et 
entiers]  communs  aux  deux  polynômes;  /z,  /?,  7>*  •  »  les  expo* 
sants  des  plus  hautes  puissances  de  ces  facteurs,  communes  aux 
deux  polynômes;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  fac- 
teurs soient  au  nombre  de  quatre.  On  a  les  deux  égalités 

A  =  d'^.  d'P.d^i.d'"',  A",     B  =  ^.  d'P,  d"i.d''\  B", 

A"  etB"  étant  premiers  entre  eux;  car,  s*il  en  était  autrement, 
c'est  que  l'on  n'aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  pre- 
miers communs. 

Cela  ]M>sé^  je  dis  que  l'on  a,  en  désignant  par  D  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A  et  B , 

En  effet,  il  est  évident  d'abord  que  ce  produit  rf".  d'f ,  d"^.  d'^' 
est  diviseur  commun  des  deux  polynômes.  De  plus ,  c'est  le  plus 
grand  qu'on  puisse  obtenir,  puisque  (n®2S0)  les  autres  facteurs 
De  peuvent  être  que  les  produits,  2  à  2,  3  à  3 ,. .  .  des  diverses 
puissances  de  </,  d\  d"f  d'",  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  hnjp,q,r,  (C'est  la  proposition  déjà  démontrée  au  n**  244 
pour  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif.) 

Il  résulte  de  là  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne 
peuvent  avoir  qu'un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire 
un  seul  diviseur  commun ,  dans  lequel  les  coefficients  et  les  expo- 
sants soient  les  plus  grands  iwssiblcs  ;   tandis  que  deux  fonctions 
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entières  ont  une  infinité  de  pliis  grands  communs  diviseurs  rela^ 

S1S5.  QuATRiiMEMENT.  —  On  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer,  dans  l'un  des  polynômes  A  ou  B ,  tel  fac- 
teur rationnel  et  entier  que  Von  juge  à  propos,  pourvu  que  ce  fac^ 
leur  ne  se  trouve  pas  déjà  dans  l'autre  polynôme.  Car  il  est  évi- 
dent que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  nouveaux 
polynômes  reste  lemcme  qu*entreles  polynômes  proposés,  puis- 
qu'il doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

254.  Cinquièmement.  —  Passons  à  la  démonstration  du  second 
principe  établi  n°  31$. 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A  et  B  peuvent  tou- 
jours être  supposés  tels  qu'après  les  avoir  ordonnes  par  rapport  à 
une  de  leurs  lettres  communes,  a,  et  avoir  divisé  le  polynôme 
du  plus  haut  degré,  A  par  exemple,  par  le  second  B,  on  ait 
obtenu  un  quotient  entier  et  un  reste  de  même  nature ,  dans  lequel 
le  plus  haut  exposant  de  a  soit  moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet,  pour  que,  dans  chacune  des  opérations  partielles,  le 
quotient  soit  fractionnaire ,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur  ;  et  alors  le 
dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui- 
même,  on  l'un  des  facteurs  de  ce  coefRcient.  Or  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  :  ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coeffi- 
cients des  autres  puissances  de  a  qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou 
il  a  des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coefficients;  ou  bien  il  a  y 
avec  quelques-uns  seulement ,  des  facteurs  communs  qui  n'entrent 
pas  dans  les  autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  tous  les 
coefficients  sont  premiers  entre  eux») 

Dans  les  deux  premiers,  B  contiendrait,  comme  facteur,  ce 
coefficient,  ou  Tun  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  ne 
se  trouvant  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait  (n°  2tfl  )  faire 
partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et  B.  Ainsi  (n^  2IS3}, 
on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dans  B  ;  et  la  question  serait 
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ramenée  à  rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A  et 
le  résultat  B'  provenant  de  la  suppression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients 
fractionnaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement /^n?- 
mier  avec  B.  Le  produit  de  A  par  ce  multiple  ayant  (n°  22S5)  avec  B 
le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui  qui  existe  entre  A 
et  B,  on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit  h!  et  sur  B,  comme 
sur  les  deux  polynômes  primitifs,  et  Ton  serait  alors  certain  d'a- 
voir des  quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  h  priori  que  les  polynômes  A  et  B 
satisfassent  à  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  posé ,  je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B  est  le  même  que 
le  p.  g.  c.  d.  entre  B  ^r  R,  R  désignant  le  reste  de  leur  division 
poussée  jusqu\\  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B  par 
rapport  à  la  lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B ,  et  D'  \ep,  g,  c,  d, 
entre  B  et  R  ;  on  a  Tégalité 

a  =  bxq-hR 

(Q  et  R  étant  des  polynômes  entiers);  d*où,  divisant  d*abord 
par  D  et  ensuite  par  D', 


A        BXQ        R 

^      A       BxQ^  R 

;r        — ^r-^  H 

et            —               -1 

D           D           D 

D'           D'           D' 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent  :  i®.  —  Que  D  divisant 
A,  B,  et,  par  conséquent,  B  X  Q,  divise  aussi  R;  ainsi  D,  divi- 
seur commun  de  B,  R,  divise  (n°  fttfi  )  D',  qui  est  le  />.  g,  c.  d, 
de  B  et  de  R. 

2°.  —  Que  D'  divisant  R ,  B ,  et,  par  conséquent,  B  X  Q,  divise 
aussi  A;  ainsi  D',  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D,  qui  est  le 
p,  g,  c.  d.  entre  A  et  B. 

Puisque  D  et  IV,  divisés  réciproquement  Pun  par  l'autre,  doi- 
vent donner  des  quotients  entiers ,  ces  quotients  ne  peuvent  être 

que  Tunité  \  et  l'on  a 

D  =  D'. 

C.  Q.  F.  D. 
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2oi*.  Il  nous  reste  encore  à  faire  une  remarque  propre  à  nous 
guider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A  un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  à  Tune  des  lettres  qui  y  entrent,  a  par 
exemple. 

Si  ce  polynôme  n'est  [yas  premier  (n°  Îi49),  c'est-à-dire  s'il 
est  dccomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être 
regardé  comme  le  produit  de  trois  facteurs  principaux,  savoir  : 

i**.  D'«/i  monôme  A,  commun  a  tous  les  termes  de  A  (ce  facteur 
se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  tous 
les  coefficients  numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteurs 
littéraux  communs  à  tous  les  termes)  ; 

2?.  D'un  polynôme  A,  indépendant  de  a ,  lequel  doit  (n®  50)  se 
trouver  facteur  commun  à  tous  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  a  dans  les  polynômes  ordonnés  ; 

3".  D'tf/i  polynôme  A3  dépendant  de  r/,  et  dans  lequel  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  a  sont  premiers  entre  eujc 
(  n"  254),  en  sorte  que  Ton  a 

A  =  A|  X  Aj  y^  Aj. 

Quelquefois^  Tun  des  facteurs  A|,  A,,  ou  tous  les  deux,  se 
réduisent  à  r  unité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  géné- 
rale d'un  polynôme  rationnel  ci  entier  ovàonwQ  par  rapport  à  a. 

Il  résulte  de  laque,  quand  il  existe  un  plus  grand  commun 
diviseur  D  entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  et  B,  on 
a  également 

D  =  D,  .  D, .  Dj , 

D,  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  D,  le  plus 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d'une  lettre  commune  /?,  et 
D3  le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 

Voici  d  ailleurs  le  moyen  d  obtenir  D, . 

On  cherche  d'abord  le  facteur  monôme  A,  commun  à  tous  les 
termes  de  A.  Ce  facteur  est,  en  général ,  composé  de  facteurs  litté- 
raux qui  se  découvrent  à  la  simple  inspection  des  termes,  puis 
d*un  coefficient  numérique  que  l'on  obtient  en  appliquant  Aux 
divers  cooflicienls  numériques  de  A  le  procédé  établi  en  Jrithmr- 
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tique  (ii°  li>2)  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nom- 
bres îi  la  fois. 

On  chercha  de  même  le  facteur  monôme  B,  commun  à  tous  les 
f armes  de  B;  puis  on  détermine  le  plus  grand diçiseurli.  commun 
à  A|  ^/  B,. 

Ce  diviseur  D,  est  mis  à  part,  comme  formant  le  premier  fac- 
teur du  commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d'ailleurs  les/ac- 
teurs A,  et  Bi  dans  les  deux  poljnômes  proposés  ;  et  la  question  est 
ramenée  à  chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nouveaux  polynômes 
A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme.  C'est  donc  à  deux 
polynômes  de  cette  espèce  qu'il  convient  d'appliquer  le  procédé 
dont  nous  allons  donner  le  développement. 

Prccédé  du  plus  grand  commun  diviseur, 

2t>0.  Il  peut  se  présenter  plusieui*s  circonstances,  eu  égard  au 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  renferment. 

I*"..  .  .    A'    et  B'   NK    RENFERMANT    QU*UNE    SEULE    LETTRE  a. 

Si  Ton  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à  a^  les  coefficients  seront 
nécessairemen  t /j/'f/w/ers  entre  eux  y  puisqu'ils  sont  numériques,  et 
qu'on  a  déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n'y 
a  lieu  à  rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commun  dépendant 
de  a  ,  savoir  Dj  {n°  25i>). 

Pour  l'obtenir,  on  commence  (n**  2M)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  haut  degré ,  de  manière  que  son  premier  terme  soit 
exactement  divisible  par  le  premier  ter  me  du  diviseur.  Cette  pré- 
paration consiste  à  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  du 
premier  terme  du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de  ce  coefficient  ^  nu 
(n**  56)  par  une  certaine  puissance  de  ce  coefficient^  afin  de  pou- 
voir exécuter  plusieurs  opérations  de  suite  sans  nouvelles  prépa- 
rations. 

On  effectue  alors  la  division ,  et  l'on  pousse  l'opération  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible  degré  que  le  polynôme  qui  a 
servi  de  diviseur. 

On  cherche  si,  entre  les  coefficients  de  ce  reste  (qui  ne  peuvent 
être  que  des  nombres),  il  n'existerait  pas  un  facteur  commun  qu'on 
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aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  pouvant  faire  partie  du 
p.  g.  c.  d.  cherché;  après  quoi,  on  opère  sur  le  second  polynôme 
etsurle  reste,  comme  on  a  opéré  sur  les  deux  polynômes  A'  et  W . 
On  continue  cette  série  d*  opération  s  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  par- 
venu  à  un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent,  auquel  cas  ce 
reste  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  D3  qui  existe  entre  A' et  B';  et 
Di  X  D3  exprime  aloi-s  le  p.  g.  c.  d.  entre  A  et  B;  ou  bien ,  jus- 
qu'à ceqiCon  trouve  un  reste  indépendant  de  a  ,  c'est-à-dire  numé- 
rique; et  c'est  un  signe  certain  que  les  deux  polynômes  A'  et  b' 
sont  premiers  entre  eux. 

2®.  .  .  .    A'  KT  6'  RENFERMANT    DEUX    LETTRES  ^  et  /;. 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à  a,  il  faut 
d'abord  procéder  à  la  recherche  du  facteur  polynôme  Dj  i/?/fc/?ér/2- 
rffl«r^ea(n**2K»). 

Pour  cela,  on  commence  par  déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  A  2  entre  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a 
dans  le  polynôme  A^  Ce  commun  diviseur  s'obtient  en  appliquant 
le  procédé  (n°  947  )  relatif  à  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  plu- 
sieurs polynômes  à  la  fois,  ainsi  que  la  règle  qui  a  été  établie  dans 
le  cas  précédent,  puisque  ces  coefficients  ne  renferment  que  la 
seule  lettre  b.  On  détermine  de  même  le  plus  grand  commun  divi- 
seur  Ba  entre  tous  les  coefficients  de  B'.  Comparant  ensuite  Aj  et  Bj, 
on  met  à  part  leur  plus  grand  commun  diviseur  D2 ,  comme  faisant 
partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché  ;  et  ron  supprime  (tailleurs  les  fac- 
teurs A3  et  B3  dans  Af  et  B';  ce  qui  donne  lieu  à  deux  nouveaux 
polynômes  A"  et  B"  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux, 
<et  auxquels  on  peut,  par  conséquent,  appliquer  ce  qui  a  été  dit 
4laDS  le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  le  soin  ,  pour  chaque  reste,  de  s'assurer 
W  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a  ne  renferment 
pas  un  facteur  commun ,  qu'on  supprimerait  alors  comme  étant 
^étranger  au  commun  diviseur.  Nous  avons  déjà  fait  voir  (n°  58) 
que  ces  suppressions  sont  absolument  indispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  k"  et  B'^  le  commun  diviseur  Ds  \  et  pour 
les  deux  polynômes  A  et  B ,  le  p.  g.  c.  d.  est  D,  X  Di  X  D,. 
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N,  B,  —  En  appliquant  à  A'^  et  B''  le  procédé  indiqué  dans  le 
premier  cas,  on  reconnaît  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eux,  à  ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste,  soit  numé- 
rique, soit  fonction  de  b,  mais  indépendant  de  m.  Alors  A  et  B 
n'ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  Di  X  Dj- 

3®. .  .  .   A'  ET  B'  RBlfFERMANT    TROIS   LETTRES  a  y  b  ^  C, 

Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  à  a,  on  déter-- 
mine  d'abord  le  p.  g.  c,  d.  indépendant  de  a ,  ce  qui  se  fait  en 
appliquant  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a ,  dans  les 
deux  polynômes,  le  procédé  du  n°  247  et  la  règle  du  second  cas, 
puisque  ce»  coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
lettres  b ,  r. 

Le  polynôme  indépendant  Da  étant  ainsi  mis  en  évidence ,  et 
les  facteurs  A}  et  Bj  qui  Vont  donné ,  étant  supprimés  dans  A' 
et  B',  il  en  résulte  deux  polynômes  A''  et  B''  dont  les  coefficients 
sont  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut,  par  conséquent, 
appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les  deux  cas  précédents. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à  se  pénétrer  du  procédé  que 
nous  venons  d'établi  r,  et  à  tâcher  d'en  bien  saisir  l'esprit. 

Nous  allons  en  faire  l'application  à  quelques  exemples. 

257.  Soient  les  deux  polynômes 

û'rf'  —  c-rf»  —  fl'c'  H-  &,     et     4^'^—  T.ac'^  -^-nc^  —  ^acd. 

Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo- 
nôme :  ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à  dj  on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(a»  —  c*)r/» —  «'r'H-  c*,     et     (an'  —  nacjd  —  oc'-l-c^. 

Il  faut  d'abord  procéder  à  la  recherche  du  commun  diviseur 
indépendant  de  la  lettre  d. 

Or,  si  l'on  considère  les  coefficients  a'  —  c'  et  —  a'c'  -h  c*,  du 
premier  polynôme,  od  observe  qu^  —  «'c*  +  c*  peut  se  mettre 
sons  la  fornie  —  c'  («'  —  c') ,  d'où  Ton  voit  que  a^  —  c'  est  fac- 
teur commun  entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De 
même ,  les  coefficients  du  second ,   2  a^  —  nac  et  —  ae^-^c*. 
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reviennent  à  2  a  (/i  —  c)  et  —  c'(«  —  c)  ;  donc  a  —  c  est  facteur 
commun  entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a^  —  c'  et  a  —  c. 
Comme  ce  dernier  divise  Tautre,  il  s'ensuit  que  a —  c  est  un 
facteur  commun  aux  deux  polynômes  proposés;  et  c^esi  le  plus 
grand  dwiscur  indépendant  de  à. 

Supprimons  d^ailleurs  a'  —  c^  dans  le  premier  polynôme ,  et 
a  —  c  dans  le  second;  on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  sup- 
pression, d^  —  c'  et  ^ad  —  f',  polynômes  auxquels  il  faut  appli- 
quer le  procédé  ordinaire. 

d^^c^         Izad  —  c- 
^a^d^  —  ^ a^c^  ]  OLad-\-c^ 

-f-  7,ac^d  —  4^'^' 

Explication.  —  Après  avoir  multiplie  le  dividende  par  4  ^^1 
et  effectué  deux  divisions  consécutives ,  on  obtient  pour  reste 

—  ^a^c*  -h  c*,  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  r/; 
donc  les  deux  polynômes  d^  —  c'  et  2  ad  —  c'  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
proposés  est  a  —  c. 

Reprenons  le  môme  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à  a. 
Il  vient ,  après  la  suppression  du  facteur  2  dans  le  second  poly- 
nôme, 

« 

[d-  —  c^)a^  —  c'rf'  -h  c\     et     T.tUC-  —  (2Cf/H- c')fl -f- c^. 

• 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  facile- 
ment que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a  sont  pre- 
miers entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme ,  on  observe  que 
le  coefficient  —  c'rf^^+  c'  du  second  terme,  ou  de  a**,  revient  à 

—  c' (1/'  —  c^),  d'oti  il  suit  que  rf*  —  c'  est  facteur  commun 
aux  deux  coefficients;  et  comme  ce  facteur  n'entre  pas  dans  le 
second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  premier  sans  en 
tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie  du  commun 
diviseur. 

Opérant  celte  suppression ,  puis  prenant  le  second  polynôme 
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pour  dividende  et  le  premier  pour  diviseur  (afin  (l'éviter  la  pr<-. 
paration),  on  a 


i<>.  2da^  —  ncd 


c^ 


-xd 


Reste —  icd 


tf  4-  2  dc^ 

C 


OU  bien , .  .  •   a  —  c, 
(en  supprimant  le  facteur  commun  —  %cd  —  f=)  ; 

-+-  ac  —  c^  ja  -^  c 


o. 


Explication.  — Après  avoir  effectué  la  première  division ,  on 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  —  ncd  —  c^  dans  ses 
deux  coefficients;  car  2^c'  -f-  c*  =  —  c  ( —  2cd  —  c').  Ce  fac- 
teur étant  supprimé,  le  reste  se  réduit  ha  —  c,  polynôme  qui 
divise  exactement  a^  —  c^ 

Donc  a  —  <:  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Les  commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple 
en  ordonnant  par  rapport  h  c. 

958.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on  peut 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le 
procédé  général  ;  c'est  celui  où  l'un  des  deux  polynômes  renferme 
une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'autre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  être  indépendant  Ae  la  lettre ,  il  s'ensuit  que,  si  Ton 
ordonne  par  rapport  à  cette  lettre  le  polynôme  qui  la  i^enferme, 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre 
ordonnatrice  et  le  second  polynôme,  lequel ,  par  hypothèse ,  en  est 
indépendant. 

k  la  vérité ,  on  sera  conduit ,  par  ce  moyen ,  à  déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les 
Ai^.  £.,  \o^  éd.  27 
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polyDÔines  proposes.  Souvent  même  il  arrive  que  quelques-uns 
des  coefficients  du  polynôme  ordonné  sont  des  monômes,  ou 
bien  on  reconnaît,  à  leur  seule  inspection ,  qu*ils  sont  premiers 
entre  eux;  et,  dans  ce  cas,  on  est  certain  que  les  polynômes  pro- 
posés sont  aussi  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n^  2IS7,  traité  par  le  premier  moyen, 
après  avoir  supprime  le  facteur  a  —  c  commun  aux  deux  poly- 
nômes, ce  qui  a  donné  pour  résultats, 

d^  —  c-     et     lad  —  c% 

ou  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynômes 
sont  premiers  entre  eux;  car  le  second  renfermant  la  lettre  a  qui 
n'eutre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d^étre  dit, 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les  coeffi- 
cients 7.d  ci  —  c"".  or  ces  deux  ({nantîtes  sont  évidemment  pre- 
mières entre  elles;  donc,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les 
deux  polynômes 

3  hrcf  H-  3o  mp  -f-  [8  ^  -h  5  mpqy 

et  4  "^'v  —  4^/è"  -+-  ^4  «^  —  7  fsi- 

Comme  q  est  la  seule  lettre  commune  à  ces  deux  polynômes  (qui 
d'ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  monômes),  on  pourrait 
les  ordonner  par  rapport  à  cette  lettre,  et  suivre  le  procédé  ordi- 
naire. Mais  observons  que  b  se  trouve  dans  le  premier  polynôme, 
et  non  dans  le  second;  donc  ,  si  Ton  ordonne  ie  premier  par  rap- 
port à  6,  ce  qui  donne 

(3f«7  -h  iSc)  A  -f-  3o/njj  f-  5////V//, 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coefficients 

3 1<7  -f-  1 8  r ,      3o mp  -+-  5  mpq . 

Or  le  premier  de  et;»  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
3r(r/  +  6),  et  Tautre  revient  à  ^inp(q  +6);  d*où  il  suit  que 
9  -I-  6  est  le  seul  facteur  commun  à  ces  deux  coefficients.  Il  suffit 


rêmarqup.  suh  LR  PIJI5  gkanu  commun  divisrur^  etc.    4'0 

alors  de  voir  si  ^  -h  6,  qui  est  un  diviseur  premier^  esf  facteur  du 
second  polynôme. 

Or  ce  polynôme ,  ordonne  par  rapport  à  q ,  revient  à 

et  comme  la  seconde  partie  a4  ^^'  —  ^^fg^^  égale  à  6  (4a</ — lfs)> 
\\  s'ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  7  +  6,  et  donne  pour 
quotient  l^ad —  '^fg. 

Donc  y  enfin ,  ^  +  6  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  proposés.  * 

9tf9.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement 
entre  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui 
du  plus  grand  commun  diviseur  of'dinairc,  en  traitant  successive- 
ment par  les  deux  procédés  un  exemple  dans  lequel  les  deux  poly- 
nômes sont ,  non-seulement  entiers  par  rapport  à  x ,  mais  encore 
par  rapport  aux  autres  nombres  qui  y  entrent;  parce  que,  dans  la 
suite  ,  nous  aurons  à  opérer  sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6j:'  —  4"^*  —  Il  x^  —  3x'  —  3x  —  I, 

et  4-^'  "+■  ^•^'  —  i8j:^  -h  3j7  —  5. 

Tableau  des  Calculs  par  le  procédé  du  p,  g.  c.  d.  relatif. 

i".  6x^  —  ^.t*  —  IIJT*  —  3  j:'  —  3x  —  I  j  4  J:^  -h  2  x^  —  1 8  Jc'-h  3  .r  —  5 

£2     ,        '5    ,       9  )  3  7 

^ 2        2        ]  2        4 

2  ^44 

2*.    4  -ï^    -H    2x'   —    18  x'  -f-   3x  —  5  j    -2.r'  —  3ûx'  -+•  -^.r ^ 

1^44 

e  /r  I     8  20 

-h  loa^  —  20x'  -h  5x  —  0  1    ô-^  -^  n- 

I    39  39 


o. 
Donc      -9  x^  —  3û.r»  H-  ^ .?:  —  -2  est  \v  p.  g.  c,  d. 
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'fABLEAU  dt'S  Opérations  par  la  méthode  ordinaire, 

I**.   Multiplication  par  \^,  I 

ç^x*  —  64x<—  176^:^  — 48.r'  — 48x—  16  (   4x^"-4-2jr*— i8ar--f-3x~5 

—  1 1 2  .r*  H-  266  jr»  —  1 20  a:' -h  72  «F  —  16  )  2.4 -r  —  28 

Reste  +  3 1 2 .27^ — 624  -r'-h  1 56  x — 1 56 

ou  bien ,  2  x^  —  ^x*  -^x  —  i . 

2".        ^[x^  -\-  7.x^  —    i8j:'  -h   Zx   —    5   i   2ar*  —  ^x^-^x—  \ 
-f-iojT*  —   10 x^  -4-    5x    —   5   )  2x   4-5 


Donc       2  JT*  —  4-^'  "+■  -^  —  ï     est  leyy.  /;'.  c  d. 

En  appliquant  le  procédé  du  n°  946  sans  faire  aucune  prépa- 
ration ,  ou  parvient ,  comme  on  le  voit  dans  le  premier  des  deuK 
tableaux  de  calcul ,  au  résultat 

_e  X''  —  3q  a'  4-  -r  -^ ^  : 

2  -^4  4 

tandis  que  si  l'on  suit  le  procédé  du  n^  SliO  avec  toutes  ses  mcxii- 
fîcations ,  on  obtient 

2  .r  '  —  ^x"^  -^  X  —  I 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

Or  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  cpie  par  le  L'acteur 

-^5  qui  est  commun  à  tous  les  ternies  de  celui-ci,  et  que  Ton 

peut  mettre  en  évidence. 

D*où  Ton  voit  que  Teffet  produit  par  l'application  du  procédé 
sans  préparation  est  de  donner  le  plus  grand  commun  diviseur 
ordinaire  qui  existe  enti*e  les  deux  polynômes  (qu'on  suppose 
rationnels  et  entiers)  \  de  le  donner,  dis- je,  embarrassé  ilefactcu/s 
étrangers ,  mais  indépendants  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite ,  le  principal  objet 
qu^oo  se  propose  dans  la  détermination  du  pins  grand  commun 
diviseur  de  deux  fonctions  entières ,  est  de  l'égaler  à  zéro  pour  en 
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tirer  les  valeurs  de  la  lettre  principale  :  on  conroil  donc  qne  l'in- 
troduction de  ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en 
aucune  manière,  influer  «sur  les  racines  de  Téquation  obtenue, 
puis(]ue  ces  facteurs,  étant  indé|)endants  de  la  lettre  principale, 
peuvent  toujours  être  supprimés  dans  celte  équation. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout  à  fait  indifférent  dVmployer  ou  de 
ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu'on  les  emploie,  c'est 
seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d'appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivants  : 

^1       ^*  -t-    4  -^^  —     3  -^  —  1 6  JT*  -h  1 1  x'  4-  1 2  r  —  9 , 
)    6jc*  4-  2oar'  —  i2x^  —  /\8x^  -h  îi2.r    4-  i2; 

p.  g.   c.  d.     stmplifit'    =r        jt'-I-         jr-  —     5.r-h     3. 

j   20  X*  —  1 2  JT*  -h  r6  .r'  —  1 5  x'  -h  1 4  j:'  —  1 5  -r  4-  4  » 
"^  *  \    i5jr*  —    gx*  4-  47  •'^'  -~  ^*  •'^  +  ^-8; 
p.  g.  c.  d.  simplifié    =    5x'  —     3x4-    4' 

^^  U.  —  Transformations  rfes  équations.  —  Première 

partie  de  l' /élimination. 

Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prin- 
cipales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution 
d'une  équation  donnée ,  à  celle  d'une  autre  équation  plus  facile  ;\ 
traiter. 

PREMIKRS    TRANSFORMATION. 

260.  Évanouissement  du  second  terme  de  toute  équation. 
On  conçoit  qu\ine  équation  d'un  degré  donné  est  d'autant  plus 
aisée  à  résoudre,  qu'elle  renferme  moins  de  puissances  de  l'in- 
connue; c'est  ainsi  que  l'équation  jr' =  7  donne  sur-le-champ 

x  =  db  V'jy,  tandis  que  l'équation  complète  x'  4-/?.r  =  7  a  be- 
soin d'une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée ,  on  peut  toujours  , 
au  moyen  d'une  transformation  convenable ,  ramener  sa  résolu- 
tion à  celle  d'une  autre  équation  privée  de  second  terme. 


4^'^-  KVANOIUSSKMEPIT    |»r    SF.rt).\«    TKRMF. 

Soit ,  en  eftet,  réquation  générale 

j^  4-  P^'»-'  -h  Q.r"-»  H-  ...  -h  !>  -t-U  =  o. 

Posons  jr  =  w  -f-  j/ ,  a  étant  une  nouvelle  inconnue ,  et  x'  une 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  à  volonté;  il  vient 

(«  -f-  x')"  -4-  P  («  4-x')'»-'  -h  Q  («  -H  y)"»-'  4-  ...-4-  T  (tt  -h  x')  4-  U  =  o, 

on ,  développant  d*apros  la  formule  du  binôme ,  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  // , 


«" 


mx 


-hP 


u 


m  —  \ 


m  —  1 


m 


X 


[m—\)  P.r' 

Q 


u 


Wl— 7 


-+-...  -Hj: 


'm 


Pj:'"-' 


=  o. 


-f-Tx' 
î^uisque  x'  est  arbitraire ,  nous  pouvons  poser  mx'  -h  P  :=  o  ^ 


d'où  Ton  tire 


m 


Portant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente,  on  parviendra, 
tout  calcul  fait ,  à  une  transformée  telle  que 

««  -f.  Q'//»»-'  -}-  R'w'"-^  -h  .  . .  H- T'//  -f-  U'  =  o, 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue ,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  valeurs  de  « ,  en 

p 

remplaçant ,  dans  la  relation    jt  =  w  -h  x',     ou     a:  =  « > 

'  m 

la  lettre  u  par  chacune  de  ses  valeurs. 

D*où  Ton  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d^ine  équation,  rempia" 
rrz  lUnconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du  coefficient 
(lu  second  terme  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de 
l'équation. 
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On  peut   reconnaître  à  posteriori  que  celte  substiintion  doit 
atteindre  le  but  qu'on  s'était  proposé. 

£n  effet,  soient  a^b^c^dy,.,  les  m  racines  de  Téq nation 

donnée.;    il    résulte    de    la    relation  x  :=  u  —  —  ?    qui  donne 

m 

«  =  j:  -I 5  que  les  valeurs  de  u  sont 

m 

P        ,        P  P         ,       P 

m  m  m  m 

ia  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

p 
m 

mais    on    a    (n»  244)     /i-i-6-hc-f-rf-i- ==_ P;     |a 

somme  précédente  se  réduit  donc  à  —  P  H-  P,  ou  à  o;  ainsi ,  le 
coefficient  du  second  terme  de  la  transformée  doit  être  rud  de 
lui-même. 

iY.  B,  —  On  a  supposé  le  coeflîcient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion égal  à  Tunilé  ;  mais  si  Téquation  était  de  la  forme 

Ax"  4-  Pj:"-'  h-  .  . .  h-  Tx  +  u  =  o, 

en  posant  a:  =  w  -f-  j/,  on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  «"•"', 

mKx'  -f  P , 

P 

expression  qui,  égalée  à  zéro,  donnerait    x'  = -5 

donc  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x'  serait  alors  le  produit  du 
degré  de  réquation  par  le  coefficient  A  du  premier  terme. 
Appliquons  la  règle  précédente  à  Téquation 

x'  -f-  px  =  q. 

Si  Ton  pose  x  =  w  —  -  ^  elle  devient  in  —  -  j  -!-/;(«  —  '—\-=:q^ 
ou  ,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 


ti*  —  ^  ^  q\        donc       //  =  ±  1/ y-  H-  q  ; 


/// 
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par  conséquent ,  on  obtient  pour  les  deux  valeurs  de  x  correspon- 
dantes ,  X  z=z  —  -  it:  i  /  -r  -h  V 

2        V    4 

fi6i.  Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  ternie,  on  peut  de- 
mander que  réquation  soit  privée  du  troisième,  du  quatrième,...  ; 
il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de  w"~%  «•""*, .... 
Par  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans 
réquation  transformée  ci-dessus , 

m .r'2  -f-  (  w  —  î  )  Pj:^  H-  Q  =  O , 

2 

d*oi!i  Ton  déduira  pour  x*  deux  valeurs  dont  chacune^  substituée 
dans  la  transformée ,  la  réduira  à  la  forme 

«»«  _|-  p'a"-'  -f-  R'aw-3  -f-  .  .  .  -h  T'«  -+-  U'  =  o. 

Au  delà  du  troisième  terme ,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x*  ;  ainsi, 
pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à  résoudre 
réquation 

a?'"  -f-  Par''"-''  4-  .  .  .  H-  T^  -h  H  =  o , 

qui  n^est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a  rem- 
placé X  par  x' . 

P 
Il  peut  arriver  que  la  valeur  jc'  = ?  qui  (n°  Î60)  fait  dis- 
paraître le  second  terme,  donne  également  lieu  à  la  disparition 
du  troisième  ou  d'un  tout  autre  terme.  Par  exemple,  pour  que 
le  second  terme  et  le  troisième  disparaissent  à  la  fois ,  il  faut  que 

P 

réquation  j/  =: puisse  s'accorder  avec  celle-ci  : 

m ^»  H-  [m  —  \)  Pjt'  -f-  Q  =  o. 

2  \  /  ^ 

P 

Or,  si  Ton  remplace ,  dans  cette  dernière ,  x'  par 1  il  vient 

"^  m 

m  —  I     P'  ^     P' 

— ;  —  (w  —  r)  • hQ  =  o,     ou     (w  —  r)  P' —  2wQ  =  o. 
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Ainsi ,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coefficients  P  et  Q,  la  disparition  du  second  terme  donnera  lien  à 
celle  du  troisième. 

868.  Remarque  sur  la  transformation  précédente.  —  Loi  dr 

FORMATION    DES    POLYNOMES    DERIVES. 

La  relation  .r  =  u  +  x\  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les 
deux  numéros  qui  précèdent ,  indique  que  les  racines  de  la  trans- 
formée sont  égales  à  celles  de  la  proposée ,  diminuées  ou  augmen- 
tées d'une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans 
le  calcul ,  comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  ensuite  fixée 
de  manière  à  remplir  une  condition  donnée;  tantôt  c*est  un  nombre 
particulier  et  donné  à  priori ,  qui  exprime  une  différence  constante 
entre  les  racines  d*une  première  équation  et  celles  d'une  autre 
équation  que  l'on  veut  former. 

La  transformation  qui  consiste  à  remplacer  x  par  u  -{-  a/  dans 
une  équation  est  d*un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des 
équations.  Or  il  existe  un  moyen  assez  simple  d^obtenir,  dans  la 
pratique ,  la  transformée  qui  résulte  de  cette  substitution. 

Pour  cela ,  intervertissons  Tordre  des  termes  dans  u  -h  x'  j 
c'est-à-dire  remplaçons  x  par  x'  -{^  u  dans  l'équation 

x^  -h  Px**-»  H-  Qj:"-'  -+-  Rx*  -^  -h  .    .  -f-  Tx  -MJ  =  o  ; 

on  trouve,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  u , 


x'*  -+-  /war'*"'' 


-h  Px'"-'  H-  (/?«  —  1  )  Rr'*-' 


Qy«-'  -f-  [m  —  2)  Qx'"-' 


(m  —  r)    ,     , 

2 


,             .  (m  —  2)  ^  , 
(w  —  i) -!  Px''^- 

^  '  2 

[m  -  3) 


«'-|-...-f-l/«r=o 


-h  (W  —  2) 


2 


Qt/ 


Si  Ton  fait  attention  à  la  manière  dont  se  composent  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  u ,  on  verra  que 
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i*».  Le  coefficient  de  u®  n'est  antre  chose  que  le  premier  membre 
X  de  la  proposée  y  dans  lequel  on  a  remplacé  x  par  x'. 

Nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient  par  X'. 

2".  Le  coefficient  de  u'  se  forme  au  moyen  du  précédent  ou 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  l'exposant  de  \' 
dans  ce  terme ,  et  diminuant  cet  exposant  d'une  unité.  Nous  ap- 
pellerons Y'  ce  coefficient. 

3**.  Le  coefficient  de  u'  se /orme  au  moyen  de  Y',  en  multipliant 
chacun  des  termes  de  X'  par  l'exposant  de  x'  dan%  ce  terme ,  divi- 
sant le  produit  par  2,  et  diminuant  ensuite  l'exposant  de  x'  d'une 

Z' 

unité.  Si  Ton  appelle  —  ce  coefficient ,  il  est  clair  que  Z'  se  forme 

2 

au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X'  ;  et  ainsi 
de  suite. 

En  général ,  un  coefficient  de  rang  quelconque  y  dans  la  transfor- 
mée ci-dessus,  se  forme  au  moyen  du  précédent ,  en  multipliant 
chacun  des  termes  de  celui-ci  par  l'exposant  de  x'  dans  ce  terme ^ 
divisant  le  produit  par  le  nombre  des  coefficients  qui  précèdent  celui 
que  l'on  considère ,  et  diminuant  ensuite  l'exposant  de  x'  d'une 
unité. 

Cette  loi ,  d'après  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  —  ?  — =  ?  •  •  • 

dérivent  les  uns  des  autres ,  est  évidemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  du 
(binôme  {\wycz  n"  149). 

Les  expressions  Y',  Z',  V,  W',.  .  .  sont  appelées  les  poly- 
nômes dérivés  de  X',  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y' 
comme  Y'  dérive  de  X';  V  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  de 
Y';....  et  ainsi  de  suite.  Y'  est  dit  le  premier  polynôme  dérivé  y  Z' 
le  second,,..,;  rappelons-nous  d'ailleurs  que  X'  n'est  autre  chose 
que  le  premier  membre  X  de  la  proposée,  dans  lequel  on  a  rem- 
placé X  par  x'. 

N.  B.  —  On  a  supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la 
proposée  égal  à  i  :  s'il  était  tout  autre ,  la  loi  de  formation  des 
coefficients  de  la  transformée  serait  absolument  la  même  ;  et  le 
coefficicnl  de  //'"  serait  égal  à  celui  de  x^. 
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W5.  Pour  faire  connaître  Fusage  de  celte  loi  dans  la  pratique , 
proposons- nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme 

de  réquation        r'  —  12  a-^  -f-  17  jt'  —  gx  -1-7=0. 

Il  faut,  d'après  la  règle  du  n°  Î60,  poser     jc  =  «  -f-  -r^?     ou 

^  =  3  -I-  w ,     ce  qui  donnera    une   transformée    du   quatrième 
degré  et  de  la  forme 

Z'  V 

X'  -h  Y' a  H «'H ^  M^  -f-  /<*  =  o; 

?.  2.3 

Z'       V 

et  tout  se  réduit  à  calculer  X',  Y',  —  — =• 

2       2.3 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  loi  précédente, 

« 

X'  =       (3)'— 12. (3y -h  17.(3)'— 9.(3)' 4-7,      ou       X'=— 110; 
Y'  =4.(3)  -36.  (3)' 4-34.(3)'— 9,         ou Y'   =— i23; 

^=6. (3)^-36. (3)'4-i7 %    =-    37; 

-^-3  =  4. (3V-.. -3=  o. 

Ainsi,  la  transformée  devient     w*  —  37  «'  —  i23  ^ —  110  =  0* 
Soit  encore  proposé  de  transformer  l'équation 

4  x-^  —  5  X*  -h  7  ^  —  9  =  ^ 

on  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  Vanité  chacune  des^ 
racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation      «  =:  .r  -h  i  ;      il  en  résulte     x  =z  u  —  i ,. 

Z' 

ce  qui  donne  la  transformée     X'  4-  Y'//  H z^'  4-  4"'  =  ^ 


X' =    4.(— ,)^_    5.(— i)'4-7.(— 0'  — 9.  ou  bien   X'  =  —  25^ 

Y'  =  i2.(—  i)'—  io.(—  i)'4-7 Y'  =       29^. 

Z'  ,  ^  Z' 

—  =:i2.:—  1' —    5 —  = — 17; 


iTI"^  ^ 273  ~       ^' 


4x8  APPLICATIONS. 

Ainsi ,  la  transformée  devient       4  "'  —  1 7  «•  -h  29 w  —  ^5  =  o. 
On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants: 

Faire  êt'anoutr  te  second  terme  dans  tes  équations 

\^ X*  —  10 X* -h      7x^-1-      4'^ —    9^^®* 

[Résuttat  :  «*  —  33//'  —  1  i8a'  —  i5?.  1/  —  73  r=  o.) 

2° 3  jr* -f-  1 5  x' -+-    ^5* —       3     =0. 

(  Résultat  :     3  //^  —  —  =  o.  ][  ^ojes  n"  «61 .] 

Transformer  l*équation  3j7*  —  i3x*-|-7x'  —  Sx  —  c^=z  o  en 
une  autre  dont  tes  racines    soient  plus  petites  que  chacune  des 

racines  de  la  proposée ,  de  la  fraction  -• 

/  o  ,         65         34         \ 

Résultat  :      3  //'  —  qu^  —  a  «' « :r-  =  o.  | 

\  9  ^  / 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rapf>e]er  la  loi  de  formation 
des  polynômes  dérivés. 

261.  Ces  polynômes  jouissent  d'une  propriété  très-remarquable 
tjue  nous  poivi^ns  faire  connaître  dès  à  présent. 

Soient  X  =  o     ou     x"  -+-  Px«-'  -h  Qx"-'  -|-  .  .  .  zz:  o 

une  équation  proposée,  et  /i,  ^,  r, ...,/,  les  m  racines  de  cette 
équation;  on  a  (n°  984)  Téquatiou  identique 

x"  -f-  Pj^  "-'  -H  .  .  .  =  (x  —  rt)  (x  —  6)  (x  —  c) . .  .  (x  —  /). 

Cela  posé,  remplaçons  x  par   x'  -f-  //,  ou  plutôt  par  x  -+-  // 
(pour  éviter  les  accents);  il  vient 

(x  -h  //)-  4-  P(x  4-  uY"'  -f- .  .  .  =  (x  4-  /i  —  /i)  (X  -h  /<  —  ^).  .  .  , 

ou  bien ,  changeant  dans  le  second  membre  Tordre  des  termes ,  et 
regardant  chacun  des  binômes  x  —  a,  x  —  6, . .  .  comme  une 
seule  quantité , 

(x  -h  «)*  4-  P (j?  -h  «)"•-'  -4-  . .  .  =  ;  M  H-  x  —  flr)  (/*  -f-  X  — 6).  ..(//■+-  x  — /). 
Or,  si  Ton  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des   deux 
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membres,  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent , 

•  Z 

X  4-  Ya  -h  -  tt»  H-  . . .  -h  tt*, 

2 

X  étant  le  premier  membre  de  la  proposée ,  et  Y,  Z , .  . .  les  poly- 
nômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second ,  il  résulte  du  n**  949 ,  que 

1^.  La  partie  affectée  de  m°,  ou  le  dernier  terme,  est  égale  au 
produit  {x  —  a)(x  —  b) ,  »  .(x  —  /)  des  facteurs  de  U  proposée; 

2^.  Le  coefficient  de  m'  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  i 
h  m  —  f  de  ces  m  facteurs  ; 

3®.  I^  coefficient  de  u'  est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  2 
km  —  2  de  ces  m  facteurs;  et  ainsi  de  suite. 

D*ailleurSy  il  y  a  identité  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nière  équation  ;  ce  qui  veut  dire  (n^  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  I**. .  .  on  a  X  =  (x  —  a)(x  —  b)(x  —  c) .  . .  (x  —  /); 
ce  que  Ton  sait  déjà. 

2®. ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé,  est  égal  à  la  somme 
des  produits  m  —  \  à\i\  —  i  des  m  facteurs  du  premier  degré  de 
la  proposée;  ou  bien  encore,  égal  h  la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisant  X  par  chacun  des  m  /acteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c'est-à-dire,  algébriquement, 

,,  X  X  X  X 

Y  ==  -  H j-  H h  ...  H ,' 

X  —  a       X — b        X  —  c  X  —  / 

3**. . . .  -,  ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2) 

Je 

est  égal  à  la  somme  des  produits  m  —  2  ^  m  —  2  des  m  facteurs 
de  la  proposée;  ou  bien  encore,  égal  à  la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisant  IL  par  chacun  des  facteurs  du  second  degré; 
cVst-à-dire  «    • 

Z  _  X  JL X^ 

2  -  (7^"û7"(*"~  ^")  "^  (x  -  ^)  (-C  -  r)  "^  •  •  •  "^  (X  -  ^)  (x  -  /)  ' 

et  ainsi  de  suite. 
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N.  B.  —  On  représente  quelquefois  une  équation  par 

et  les  polynônes  dérivés  par/'  {x) ,  f"  {x) ,  /"'  (j:),  .  '. .  ;  les  expres- 
sions f{x) ,  /'  {x) ,  /" (x) ,  /"'  (x), .  . .  s'énoncent  alors  fonction 
da  x^  fonction  prime  de  x,  fonction  seconde  de  x,  fonction  tient ' 
de  x;  et  ainsi  de  suite. 

SBCONUK    TRANSFORMATION. 

SGi$.  Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  ta  transfor- 
mer en  une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à  un  multiple  ou 
à  un  sous- multiple  donné ,  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenons  Téquation  jf-{-  Px*"'  -+-  Qx"-^  -+-...  -f-Tx  -I-  U  =  o , 
et  désignons  par  y  Pinconnuc  d'une  nouvelle  équation  dont  les 
racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  Ton 

y 

pose  X  zzi  kxy  il  en  résulte  r  =  y  ;  d'où,  substituant  et  chas- 
sant le  dénominateur  X"*  du  premier  terme, 

ym  _]^  pX-j«-«  4-  QX'j"-'  4-  RX-3^""-3  4-  .  .  .  -f.  TX:"-' r  -^  UX-«  :=  o , 

équation  dont  les  coefficients  sont  égaux  à  ceux  de  la  proposée , 
multipliés  respectivement  par  X-%  k^^  X',  X», .  . .,  X". 

Cette  transformation  est  principalement  utile  pour  faire  dispa- 
raître les  dénominateurs  d'une  équation  sans  donner  au  premier 
terme  d'autre  coefficient  que  l'unité. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  Téquation  du  quatrième  degré  , 

fl    ,       c  e  g 

O  a         f         h 

y 

Si  Ton  fait ,  dans  celte  équation ,  x  =:  "^  9  y  étant  une  nouvelle 

inconnue  et  X-  une  indéterminée,  il  vient 

ak     ,       cÀ'     ,        ek^  gk* 

Cela  posé ,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

(fu   les  dénominateurs  b,d,fa    sont  premiers  entre   eux: 


DISPARITION    DES    DilfOMINATBURS.  4^* 

dans  cette  hypothèse,  comme  X*  est  tout  à  fait  arbitraire ,  posons 
h  =  hdfh  ,  produit  de  ces  dénominateurs  ;  il  vient 

y  _l_  adfh  ,y^  -h  cbUlph^.y^  4-  cb^d'J^h'  .y  -h  gb'd'f'h'  z=  o, 

équation  dont  les  coeflicients  sont  entiers,  et  dont  le  premier 
terme  a  pour  coefficient  Tunité. 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  corres- 

pondent  aux  valeurs  de  /,  la  relation  x  =  ,    ^  - 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs; 
et  Ton  rendra  évidemment  les  coefHcienls  entiers  en  prenant  pour 
/  le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs. 

Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage,  en  observant  que 
tout  se  réduit  à  déterminer  X  de  manière  que  X-',  X-*,  X^*,...  con- 
tiennent les  facteurs  premiers  qui  composent  b,  d^  fy  h,  k  des 
puissances  au  moins  égales  à  celles  qui  entrent  dans  ces  différents 
dénominateurs. 

»•    •      •  n'         •         .5.5,         n  i3 

Amsi,  soit  1  équation  j'  —  ^  x^  H x- ~-  x =  o. 

o  12  loo  9000 

y   .,   .        ,      5X    ^      5X»    .      7X-^  i3X-* 

Posons  jc=  -.  il  vient  r* T^-y  -i r* —    ,.-r =  o. 

A  6  12  '  ibô         9000 

Soit  fait  d'abord  X-  égal  à  9000,  qui  est  multiple  de  tous  lesautres 
dénominateurs;  il  est  clair  que  les  coeflicients  deviendront  des 
nombres  entiers. 

Mais  si  Ton  décompose 6,  12,  i5oet90oo,  en  leurs  facteurs, 
on  trouve 

6=2X3,   12  =  2^  X  3,   i5o  =  2  X  3  X  5%  9000  =  2=»  X  3'  x  5^; 

et  en  faisant  simplement  X  =  2  x  3  X  5,  produit  des  facteurs 
simples  différents ,  on  obtient 

X^  =  2^  X  3«  X  5S     X^  1=  2^  X  3^  X  5\     X  *  =  2*  X  3*  X  5^ 

d'où  Ton  voit  que  les  valeujrs  de  ^,  A\  X-%  A*  contiennent  les 
facteurs  premiers  2,3,5,  à  des  puissances  au  moins  égales  à 
celles  qui  entrent  dans  6,  12,  i5o  et  9000. 
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Donc,  l'hypothèse  /=2X3x5=r3o  suffit  pour  opérer 
la  disparition  des  dénominateurs.  Il  vient,  en  effet,  par  lu  substi- 
tution , 

5.2.3.5    ^      5.2^3^5'    ^      7.2^•3^5^  r3^2f^j^V^_ 

OU,  réduisant, 

j-*  — 5.5.7^-1-5.3.5'  r  —  7.2'.3'.5..r—  i3.2.3'.5  =  o, 

ou  bien ,  enfin , 

7*  —  25^  '  -H  375^-  —  12607  —  1 170  =  o. 

Il  y  a  des  circonstances  où  Ton  est  obligé,  dans  l'expression 
de  k  y  d*augnienter  Texposant  de  l'un  des  facteurs  premiers  d'une 
ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne 
prendre  pour  X-  que  le  plus  petit  nombre  possible,  autrement  on 
obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficients  seraient  extrê- 
mement grands,  comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la  trans- 
formée résultant  de  la  supposition  de  ^  .=  9000  dans  l'équation 
précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 

1  ï  *  25 

3  36  72 

j:=^5     d*où      r' — 147'-+- 117  —  75  =  0. 

i3    ,       21  32  43  I 

2».      x* X*  -h  7    .r' p  X'  —  ~-  X  H-  5 —  =  o  ; 

12  40  225  600  000 

7  7 

X  =  -; — 5 — î,  9      OU      :r  =  ^- 1 
2» .  3  .  5  60 

d'où 

7*  —  657*  -f-  18907^  —  307207'  —  9288007  -I-  972000  =  o. 

Wd.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l'usage 
est  le  plus  fréquent.  Il  en  est  encore  d'autres  assez  usitées;  mais 
comme  elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément ,  nous 
n'en  parlerons  que  quand  l'occasion  s'en  présentera. 
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£n  général,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
comme  une  application  du  problème  de  Vélimination  entre  denx 
é(|uations  d'un  degré  quelconque  à  denx  inconnues.  En  effet,  une 
équation  étant  donnée,  supposons  qu'on  veuille  la  transformer 
en  une  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une 
relation  déterminée. 

Désignons  par  F(jr)=:o  Téquation  proposée  (qui  s  énonce 
fonction  de  x  égale  o),  et  par /(a:,  ^)  =  o  l'expression  algébrique 
de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue,  x,  et 
la  nouvelle,  7*;  la]question  se  réduit  à  tAcher,  au  moyen  de  ces  deux 
équations,  d'en  obtenir  une  troisième  qui  ne  contienne  que  y  •  ^^ 
sera  alors  Téquation  demandée.  Lorsqtie  l'inconnue  x  n'entre  qu'au 
premier  degré  dans/ (a?,  7*}  =  o,  la  transformée  est  facile  à  obte- 
nir; mais  si  elle  y  est  élevée  à  la  secande,  à  la  troisième,...  puis- 
sance ,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'élimination. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si 
grand  rôle  dans  l'analyse  algébrique. 

Élimination.  —  Première  partie. 

1167.  Éliminer  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à 
deux  inconnues  y  c'est  parvenir,  après  une  suite  d'opérations  exé- 
cutées sur  ces  équations ,  à  une  seule  équation  qui  ne  renferme 
que  l'une  des  inconnues,  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette 
inconnue,  propres  à  vérifier  les  deux  équations  en  même  temps 
que  des  valeurs  correspondantes  de  l'autre  inconnue. 

L'équation , />/?cr/o/i  de  l'une  des  inconnues,  à  laquelle  on  par* 
vient ,  se  nomme  équation  finale  ;  et  les  valeurs  de  l'inconnue , 
tirées  de  cette  équation,  sont  appelées  valeurs  cont^enables. 

De  toutes  les  méthodes  d'élimination  connues,  la  méthode  par 
le  plus  grand  commun  diviseur  est  y  en  général,  la  plus  expéditive; 
aussi  c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient     F(jr,  7)  =  o,    /(.r, /)  =  o,     ou  plus  simplement, 

A  c=  o,     B  =  o, 

les  équations  prop(»sées. 

Jlg,  B.y  io«  éd.  28 
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Supposons  V équation  Jlnale  en  jr  obtenue ,  et  lâchons  de  recon- 
naître quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation,  qui  puisse 
nous  servir  à  la  former. 

Soit  j  =r  6  Tune  des  valeurs  convenables  de  j.  Puisque  cette 
valeur  vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  certaine 
valeur  de  x,  elle  doit  être  telle  que,  si  on  la  substitue  à  la  fois 
dans  les  deux  équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  l'in- 
connue Xy  ^^  équations  admettent  au  moins  une  valeur  commune 
pour  x;  et  à  cette  valeur  commune  doit  nécessairement  (n^  957) 
correspondre  un  commun  diviseur  en  x.  Ce  commun  diviseur 
sera  du  premier  degré  en  x  ou  d'un  degré  supérieur,  suivant  qu'à 
la  valeur  particulière  j^  =  6  il  correspondra  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  x. 

Réciproquement  :  toute  valeur  de  y,  qui ,  substituée  dans  les 
deux  équations,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  néces» 
sairement  une  valeur  convenable;  car  alors  elle  vérifie  évidemment 
les  deux  équations  en  même  temps  que  la  valeur  ou  les  valeurs 
de  X  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  o. 

S68.  Remarquons  d'ailleurs  qu'avant  aucune  substitution ,  les 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent  avoir  de  commun  divi" 
seur,  fonction  des  deux  inconnues  ou  de  Tune  d'elles  seulement, 
à  moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce  qu'on  ne 
suppose  pas. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A  =  o, 
B  =  o,  soient  de  la  forme 

A'XD  =  o,     B'xD  =  o, 

D  étant  fonction  de  x  et  de  y. 

£n  posant  séparément  D  =  o ,  on  obtient  une  seule  équation 
à  deux  inconnues ,  qui  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs.  D'ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D  rend 
également  nuls  A'D,  B'D,  et  satisfait,  par  conséquent,  aux  équa- 
tions A  =  o,     B=:o. 

Ainsi ,  rhypothèse  de  l'existence  d'un  commua  diviseur  en  x 
et  y  entre  les  deux  polynômes  A  et  B  entraîne  la  conséquence, 
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que  les  équations  proposées  sont  indéterminées,  c'est-à-dire  sus- 
ceptibles d'être  satisfaites  par  une  infinité  de  systènoes  de  valeurs    , 
de  X  et  de  y.  Dès  lors,  il  n*y  a  pas  lieu  à  déterminer  une  équation 
finale  en  y^  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y  est  infini. 

Si  D  était  fonction  de  x  seulement ,  on  concevrait  Téquation 
D  ^=  o  résolue  par  rapport  à  x  ;  ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs 
valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valeurs,  substituée 
dans  A'  X  D  =  o  et  B'  X  D  =  o  en  même  temps  qu'une  valeur 
de  y  tout  à  fait  arbitraire,  vérifierait  ces  deux  équations,  puisque 
D  devient  nul  par  Teffet  seul  de  la  substitution  de  la  valeur 
de  X.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  les  deux  équations  proposées  admet- 
traient bien  un  nombre  fini  de  valeurs  pour^,  mais  une  infinité 
de  valeurs  pour  /;  et  il  ne  pourrait  alors  exister  d'équation 
finale  ttny. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A  =  o ,  B  =r  o,  seront 
déterminées,  c'est-a-dire  toutes  les  fois  qu'elles  n'admettront  qu'un 
nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x  et  y,  leura  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des 
inconnues,  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  Tune 
d'elles. 

N.  B.  —  Le  cas  où  A  et  B  auraient  un  diviseur  commun  en  y 
ne  fait  pas  exception  à  la  conséquence  précédente ,  puisque  alors 
il  y  aurait  une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  correspondraient  à 
chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à  o. 

269.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
V équation  finale  en  y.  • 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable 
de  y  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux 
équations ,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x  qu'ils  n'a- 
vaient pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indé- 
terminées, ce  qu'on  ne  suppose  pas) ,  il  s'ensuit  que  si,  aux  deux 
polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  àxy  on  applique  le 
procédé  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur,  on  n'en  trou- 
vera généralement  pas;  mais,  en  continuant  l'opération  convena- 
blement,  on  parviendra  à  un  reste  indépendant  de  x  et  fonction 

?.8. 
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tif  y^tjuty  t'^dir  à  o,  donnera  Vèqutiiion  finale  demandée;  car 
toute  valeur  de  j,  tirée  de  celte  équation ,  rend  nul  le  dernier 
reste  de  Topération  du  commun  diviseur;  elle  est  donc  telle  que, 
substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  rend  ce  reste  diviseur 
commun  des  premiers  membres  A  et  B.  Ainsi,  chacune  des  racines 
de  réquation  ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  y, 

870.  En  admettant  que  Téquation  finale  fût  complètement  réso- 
lue, ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or  il  est  évident 
qu'il  suffirait,  pour  cela,  de  substituer  les  différentes  valeurs  de  y 
dans  r avant-dernier  reste ,  d* égaler  successivement  à  o  les  poly- 
nômes en  X  qui  en  résulteraient,  et  de  tirer  les  valeurs  de  x  âe 
réquation  résultante  ;  car  ces  polynômes  ne  sont  autre  chose  que 
les  diviseurs  en  x  qui  deviennent  communs  à  A  et  B. 

Mais  comme  Téquation  finale  est,  en  général ,  d'un  degré  supé- 
rieur au  second ,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à  un  autre  cha- 
pitre la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l'élimination,  laquelle 
partie  a  pour  objet  de  déterminer  tous  les  ststkhes  de  valeurs 
propres  à  vérifier  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux 
inconnues. 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui 
vient  d'être  exposée,  parce  qu*ellc  a  quelques  inconvénients  aux- 
quels il  faut  obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire 
voir  comment ,  deux  équations  d'un  degré  quelconque  étant  don- 
nées, on  peut,  sans  supposer  la  résolution  d*aucuno  équation ,  par-^ 
venir  à  une  autre  équation  *nc  renfermant  plus  que  l'une  des  deux 
inconnues  qui  entrent  dans  les  proposées, 

871.  Si  Ton  avait  trois  équations  ;i),  (a),  (3),  renfermant  les 
inconnues  x,  7*  et  z,  pour  obtenir  V équation  finale  en  25,  c'est-à- 
dire  Féquation  qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  2 , 
susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  en  même  temps  que 
certaines  valeurs  de  x  et  de^,  il  faudrait,  en  regardant  /  comme 
conuu,  éliminer  x  entre  les  équations  (1)  et  (2),  puis  entre  (i) 
Cl  (3),  d'après  la  méthode  du  n*»  269,  ce  qui  conduirait  à  deux 
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équations  en  /  et  z ,  auxquelles  on  appliquerait  la  même  méthode 
pour  éliminer  y. 

Même  raisonnement  pour  4  équations  à  4  inconnues,  etc. 
Pour  le  moment ,  nous  nous  bornerons  à  une  seule  application 
générale  de  la  méthode  d'élimination . 

278.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degi-é  m  à  une  seule  inconnue  étant  donnée , 
on  en  demande  une  autre  dont  les  racines  soient  une  combinaison 
uÉTEaMiNiÎE  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit       .r-  -f-  Pa-«-'  -h  Qj?— »  -+- ....+.  Tx  +  U  =  o 

réquation  proposée;  appelons  a:',  x",  x"', ...  ses  racines ,  et  dési- 
gnons par  u  rinronnue  de  la  nouvelle  équation. 

Si  nous  considérons  deux  ((uelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée, par  exemple  j/  et  x",  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 

■«  =  F(x',  x")  (i) 

lia  lettre  F,  qui  s^énonce^b/rf^/o/i  de.  . . ,  exprimant  ici  un  certain 
système  d*opérations  qu'il  faut  efTectuer  sur  les  deux  racines 
x'  et  .r  "  pour  obtenir  la  valeur  de  «]. 

D*un  autre  côté,  puisque  a/  et  x'^  sont  des  racines  de  l'équation 
donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

j/"  4-  Px'*-'  -f-  Qx'*»-'  -h  . .  .  4-  Tx'  -h  U  =  o ,        (2) 

x'""  -f-  Px"*"-'  -+-  Qx''"-'  -h  . .  .  -h  Tx"  -h  U  =  o.         (3) 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  problème  ;  et  toutes  les  fois  que  la  nature 
de  la  combinaison  ou  de  la  /onction  exprimée  par  la  lettre  F  sera 
connue  et  définie,  il  suffira  d'éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois 
équations.  Inéquation  finale  en  u  sera  l'équation  demandée.  En 
effet,  le  résultat,  ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  racines 
particulières  x'  et  x",  conviendra  indistinctement  à  toutes  les 
racines  x',  x",  x'", .  .  . ,  et  aura,  par  conséquent ,  pour  racine  une 
combinaison  (exprimée  par  le  raiactère  F]  de  deux  (|uclconqucs 
des  racines  do  la  proposée. 
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275.  Cherchons,  comme  cas  particulier  de  la  question  précé- 
dente ,  une  équation  dont  les  racines  soient  les  différengvs  entre 
deux  quelconques  des  racines  d'une  équation  donnée ,  et  que  l'on 
nomme  y  pour  cette  raison,  rÉQU^noif  aux  DirFÉaBNCES. 

Solution,  —  Soient  jc*  -H  Pj:"~*  -f- .  . .  =  o  Téquation  propo- 
sée, x',  x"y  af", .  . . ,  ses  r/i  racines^  et  appelons  u  la  valeur  d'une 
que]con(]ue  des  différences 

r" tJ         -r"' V         '/•'  t"        X*  r** 

On  a  d'abord,  en  vertu  de  Ténoncé,  cette  première  relation 

«  =  jr"  —  X*.  (i) 

D'ailleurs,  xf  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée,   doivent  y 
satisfaire,  et  donnent,  par  conséquent, 

.r''"  +  Px'"-'  -♦-...  =  o  ,  (2) 

jp'""  -r-  F*"'"-'  -h  .  .  .  =  o  ;  (3) 

il  s'agirait  donc  d'éliminer  j/,  x" ^  entre  les  équations  (i),  (2) 
et  (3). 

Mais  comme  de  la  relation  ( i )  on  déduit  x"  =z  x'  -{-  u,  d'où , 
substituant  dans  Téquation  (3) , 

(x^  -h  a)"  -f-  P(x'  -H  w)"""'  H-  .  .  .  =  o,  (4) 

il  s'ensuit  que  la  question  est  ramenée  à  éliminer  j/  entre  les 
équations  (2)  et  (4). 

Or  réquation  (4)  développée  prend  {n?  965)  la  forme 

Z' 

X'  -h  Y'a  H w'  -h  .  . .  -f-  a"  =  oj 

et  si  l'on  observe  que  X'  n'est  autre  chose  que  a?'*  -h  Px'""'  H- .. ., 
expression  qui  doit  être  nulle  d'après  la  relation  (2] ,  la  dernière 
équation,  débarrassée  du  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  k,  se 
réduit  à 

Z'  V 

Y'  H '«H 7,  «'  -h  . .  .  -+-  w""'  =  o. 

2  2.3 

Donc,  enfin,  l'équation  cherchée  résulte  de  l'élimination  de  x' 
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entre  les  deux  équations 
X'=o, 

Y'  H »  H ^  m'  -h  ...  -h  w"-'  =  o. 

2  2.3 

Ainsi ,  règle  générale  :  Pour  former  l'équation  aux  différences 
des  racines  d'une  équation  proposée,  il  faut  éliminer  x'  entre 
Véquation  X'  =  o  qu*on  déduit  de  la  proposée  en  y  remplaçant  if 
par  j:',  et  Véquation  qui  résulte  de  la  substitution  de  (x'  -|-  u)  « 
la  place  de  x  ,  cette  résultante  étant  d^abord  débarrassée  de  son 
dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u. 

N.  B,  —  I**.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre 
l'accent  sur  la  lettre  x,  c'est-à-dire  qu^on  élimine  directement  x 
entre  la  proposée  X  =r  o,  ou  jt"  H-  Vx^~^  -h  .    .  =  o,  et  l'équa- 

Z  Z 

tion    Y  H —  «  -h  • . .  -t-  a"""'  =  o ,  dans  laquelle  Y,   - , . . .    sont 

Z' 

composés  en  x,  comme  Y',  — 9 •••9  sont  composés  en  a;'. 

Le  résultat  de  l'élimination  est  évidemment  le  même. 
2®.  Après  avoir  posé  dans  Téquation  X  =  o,4*-httàla  place 
de  Xy  ce  qui  donne 

Z 

X  -f-  Y«  -h  -  a'  -+- . . .  -4-  a"  =  o, 
2 

on  omet  le  terme  X ,  comme  formant  le  premier  membre  de  la 
proposée  y  et  Ton  obtient  une  nouvelle  équation 

Z 

Ya  +  -  a'  -f-  .    .  -h  tf**  =  o, 
2 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  m  ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  qui  est  satisfaite  par  u  ==  o.  Cela  doit  être,  puisque,  parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe 
entre  chaque  racine  et  elle-même  ;  mais  si  Ton  supprime  ce  fac- 
teur «,  l'équation  ne  renferme  plus  alors  que  les  différences  entre 
chacune  des  racines  et  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  les  seules 
diiïérences  que  nous  aurons  besoin  de  considérer  par  la  suite. 
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274.  Soit 9  par  exemple,  à  déterminer  l*équatioD  aux  diffé^ 
rences  des  racines  de  Téquation     a^  —  6j:  —  7  =  0. 

On  a  d'abord,  en  vertu  de  la  loi  de  formation  (n°  265), 

Z  V 

X  =  x»  — 6x  — 7,     Y=3x'--6,     -  =  3j:,     — ô  =  M 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

x*  —  6x  —  7=0, 
Sx'  —  6     -f- 3j:.  a -h  «' =  o, 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 

Si  Ton  applique  à  ces  deux  équations  le  procédé  du  n"*  869,  on 
obtient,  pour  l'équation  finale  en  u, 

a«  —  36/*^  -f-  324 «'  +  459  =  o 

Cesl  l'équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

275.  Composition  et  forme  de  V équation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  à  priori,  pour  toute  équation  du  degré  m , 
la  forme  et  la  composition  de  Véquation  aux  différences  des  racines 
de  cette  équation. 

Désignons  toujours  par  x',  x'\  x^, ...  les  racines  de  la  pro- 
posée, et  observons  que,  si  l'une  des  différences  est  j/'  —  <a^>  il  y 
en  a  nécessairement  une  autre,  x^  —  x'\  qui  ne  diffère  de  celle-là 
que  par  le  signe  ;  c*est  à-dire  que ,  si  a  est  une  valeur  de  u ,  —  a 
en  est  nécessairement  une  autre;  de  même,  6  étant  une  racine, 
—  6  en  est  une  autre  ;  etc. 

Donc  l'équation  en  u  peut  être  mise  sous  la  forme 

{u  —  ix)(u-\-  a)  (m  —  6)  (1*  -+•  6)  (tf  —  y)  (a  4-  7)  .  .  .  =  o , 

ou  (a'  —  a*)  («'  —  6^)  (a'  —  7»)  .  .  .  =r  o. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  i*ea- 
ferme  que  des  puissances  de  degré  pair  de  Tinconnue;  c*est-à-dire 
(qu'elle  est  de  la  forme 

a»"  -h  P'tt'"-^  -H  q'u'»~*  -+-...-+-  Tu'  4-  U'  =  o. 
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Le  degré  2/1  est  d'ailleurs  égal  à  m  [m  —  1),  ou  bien  (n"  l46) 
au  nombre  d'arrangements  deux  à  deux  que  Ton  |>eut  faire  avec 
un  nombre  m  de  lettres. 

Si,  dans  réquation  précédente,  on  pose,  pour  simplifier, 
«'  =  2,  elle  devient 

z-  -f-  P'z— '  -h  Q'z«-'  +  .  .  .  4-  T'z  H-  U'  =  o , 

équation  d'un  degré  sous-double,  dont  les  racines  sont  les  carrés 
des  différences  entre  j/,  x" ,  jt*^,  . . .  ; 

Car,  en  mettant  dans  la  relation  11^  =2  z,  à  la  place  de  a ,  ses 
différentes  valeurs,  x"  —  x\  x'"  —  x', . .  ,,  on  obtient 

L'équation  en  ss^appelle  X équation  aux  carrés  des  différences; 
et  on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à  l'équation  aux 
différences,  comme  étant  d'un  degré  sous^double. 

Ainsi ,  dans  Texemple  du  numéro  précédent ,  l'équation  aux 
différences  est  du  6' degré,  c'est-à-dire  d'un  degré  marqué  par 
3  (3  —  i)  =  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré 
pair;  et  si  l'on  pose  u'  =  z,  elle  devient 

z^  —  36  3^  -t-  324  z  -H  459  =  o. 

L'équation  aux  différences,  ou  plutôt  l'équation  aux  carrés 
DES  différences,  uous  scra  très-utile  par  la  suite. 

§111.   —  Des  Équations  susceptibles  d'abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre  tontes  les  équations  dont  deux  ou 
plusieurs  racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières  et 
déterminées ,  parce  qu'en  général,  on  peut  faire  dépendre  la  réso- 
lution de  ces  équations  de  celle  d'autres  équations  de  degré 
moindre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales, 
c'est-à-dire  dont  le  premier  membre  (  n*^  1240)  contient  des  facteurs 
égaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à  ces  classes  d'équations  s'ap- 
pellent méthodes  d'abaissement,  ci  doivent  être  regardées ,  jus- 
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qu'à  un  certain  point ,  comme  une  branche  de  la  transformation 
des  équations  y  puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est  de 
ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle  d'une  équation  plus 
simple. 
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276.  Dire  qu'une  équation  a  des  racines  égales,  c'est  dire 
(n^  240)  que  son  premier  membre  contient  des  facteurs  égaux  ;  dès 
lors,  le  premier  polynôme  dérivé,  qui  (n°  2C4)  est  la  somme  des 
produits  (//i  —  i)  à  (/w  —  i)  des  m  facteurs  de  la  proposée,  ren- 
ferme dans  chacune  de  ses  parties  au  moins  une  fois  tout  facteur 
qui  entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée.  Donc  //  doit  exister  un 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  celle-ci  et  son  pre- 
mier polynôme  dérivée 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  au 
moyen  des  facteurs  égaux  de  Téquation  donnée?  C'est  ce  qu*il 
s'agit  maintenant  d'examiner. 

277.  On  demande  de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racines 
égales,  et  y  autant  que  possible,  de  déterminer  ces  racines. 

Désignons  par  X  la  premier  membre  de  Péquation 

x^  -h  Px*-'  -4-  Qa:*-»  -h  . .  .  -f-  Tx  -f-  U  =  o; 

supposons  qu'il  renferme  n  facteurs  égaux  à  x  —  a ,  n'  facteurs 
égaux  k  X  —  b ^  n"  facteurs  égaux  à  x  —  c, , . .  ,  et  qu'il  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  x  —  />,  x  —  qy  x  —  /•,•..; 
en  sorte  que  l'on  ait 

X  =  (x  —  rt)«  [x  ^  by  [x  —  cY\.,[x-p)  [x  —  y)  (j;  ~  r). .  .  . 

Si  Ton  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a  vu 
(  n°  264  )  que  ce  polynôme  est  encore  égal  à  la  somme  des  quotients 
de  la  division  de  X  par  chacun  des  m  facteurs  de  la  proposée.  Or 
comme  X  renferme  n  facteurs  égaux  k  x  —  a ,  on  aura  d*abord  n 

X 

quotients   partiels  égaux    «\ ;   même  raisonnement   pour 

les  facteurs  x  —  b j  x  —  r,....    D'ailleurs,  on  ne  peut  former  . 
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XXX 

qu'un  seul  quotient  égal  à  »  ,    j Ainsi, 

X  —  p      X  —  <J       X  —  /■ 

Y  est  nécessairement  de  la  forme 
^__    /îX      ,     /î'X  /i"X  V  Y  Y 


X  —  a       X  —  b       X  —  c  '       X  —  p        X  —  q       «  —  i 

D'après  cette  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que 
(x  —  «)"■"*,  (x  —  ô)"'-',  {x  —  c)""-', . . .  sont  des  facteurs  com- 
muns k  toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 

{x  —  ay-'  (x  —  by-'  (x  —  c)""-' .  .  . 

est  un  diviseur  relatif  de  Y  (n*'  250).  D'ailleurs,  X  renferme  aussi 
évidemment  ce  diviseur  ;  ainsi ,  X  et  Y  ont  pour  commun  diviseur 
relatif  (x  —  /i)"-'  {x  —  A)»'-'  (x  —  c)"  "-' ....  Je  dis  maintenant 
que  c'est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X  sont  x  —  a,  x  —  by  x  —  c,...  et^r  —  py  x  —  ç, 
^  —  '*>•••;  or  Y  ne  peut  avoir  pour  diviseur  x  — p,  x  —  7, 
X  —  r, . . . ,  puisque  chacun  d'eux  entre  comme  facteur  dans  toutes 
les  parties  de  Y,  une  seule  exceptée. 

Donc,  enfin,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  Y  est 

D  =  (,r  —  «  )*-•  [x  —  by-'  {x  —  c)»'-' ...  ; 

c'est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  produit  des 
facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  proposée,  élevés  respec- 
tivement à  des  puissances  dont  les  exposants  sont  moindres* d* une 
unité  que  dans  la  proposée, 

S78.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 
Pour  reconnaître  si  une  équation  X  =  o  renferme  des  racines, 
égales,  formez  Y  ou  le  polynôme  dérivé  ele  X,  puis  cherchez 
(n**  246)  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X  et  Y;  si 
vous  n'en  trouvez  pas ,  l'équation  n'a  pas  de  racines  égales  ou  de 
facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D  soit  du 
premier  degré ,  ou  de  la  forme  x  —  /i ,  posez  x  —  h  =  o ,  d*oà 
X  =:=  h;  vous  pouvez  alors  conclure  que  l'équation  n  deux  racines 
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égales  à  h,  et  n'a  f/iie  cette  seule  espèce  de  racines  égales,  dont 
vous  pouvez  la  débarrasser  en  divisant  X  par  [x  —  /i)-. 

Si  D  est  du  second  degré  en  x,  résolvez  l'équation  D  =  o;  il 
peut  arriver  deux  ras  :  ou  les  deux  racines  sont  égales,  ou  elles 
sont  inégales,  i**.  —  Si  vous  trouvez  D  =  (j:  —  /i)',  vous  pouvez 
en  conclure  que  l'équation  a  trois  racines  égales  à  h,  et  n'admet 
que  cette  seule  espèce  de  racines  égales,  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X  par  {x  —  hf,  i^.  —  Si  D  est  de  la  forme 
{.r  —  /')  (  ^  —  ^''  )  >  ^'^^  ^I"^  '*  proposée  a  deux  racines  égales  à 
\ïj  et  deux  racines  égales  à  h',  dont  on  la  débarrasse  en  divisant 
X  par  {x  —  /if  [x  —  A')%  c'est-à-dire  par  D*. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  d'un  degré  quelconque  ;  // 
faut,  pour  connaître  les  divei'ses  espèces  de  racines  égales,  et  le 
nombre  des  racines  de  chaque  espèce,  résoudre  complètement 
l'équation  D  =  o;  et  toute  racine  simple  de  D  =:  o  sera  double 
dans  la  proposée  ;  toute  racine  double  de  D  =  o  sera  triple  dans 
la  proposée  ;  et  ainsi  de  suite. 

S79.  Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 
Reconnaître  si  l'équation   x*  —  I2x^-f-  19 x^  —  6x4-c)c=o 
a  des  racines  égales,  et  les  déterminer  s'il  en  existe. 
On  a  (n^  ^6^)9  pour  le  polynôme  dérivé, 

8x^  — 36a:' 4- 38a;  — 6. 

Or,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  p.  g.  c.  d., 
on  trouve  D=z  x  —  3;  ce  qui  prouve  que  Téquation  a  deux  ra- 
cines égales  à  3. 

Divisant  son  premier  membre  par  [x  —  3)',  on  obtient 


2  0?= 


-4-1=0;     d'où     X  =  ±\  ^ —  2 . 


Ainsi,   réquation   est  complètement  résolue,  et  ollc  a  pour 
racines, 

3,   3,   -hW^^,     Cl     — i.v'^^2. 
Soit  pour  second  exemple,  x' —  2.r*-|-  3.r^ —  7  .v''-\-  Hx  —  3  -  -  o; 
t)n  a  pour  \v  polynômr  dériv<',      S.t*  —  Sa  -|-  <)'''--  i4  '*  -+-^7 
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et  |)Our  commun  diviseur,  x' — 2x  -f-  i  ou  (x —  i)»; 

donc  la  proposée  a  trois  racines  égales  à  i . 

Divisant  son  premier  membre  par  (.r  —  i)*  ou  par 

x^  —  3  j:'  -H  3  j:  —  i ,  on  trouve  pour  quotient 


,} 


-Hj:  +  3  =  o;     d'où     x  =. 


_  —  1  ±  v^ —  1 1 


L*équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 
Soit  la  nouvelle  équation 

x'  -h  5.ï*-f-6j7*  —  6ar*  —  i5jr*  —  3x'-H  8j:-f-4  =  o; 

le  polynôme  dérivé  est 

7x*  -h  3oa:*-|-  3oj:*  —  T^x^  —  ê^&x^  —  6x4-8; 

et  Ton  trouve  pour  commun  diviseur, 

x*-f  3x'-f-x*  —  3x  —  2. 

L*cquation  x*  -+-  3  x^  H-  x'  —  3x  —  2=0  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue;  mais  en  y  appliquant  la  méthode  des 
racines  égales,  c'est-à-dire  en  recherchant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé, 
4  J?*  -h  gx'  -I-  2x  —  3 ,  on  trouve  pour  commun  diviseur,  x-f-i;  ce 
qui  prouve  que  x  4- 1  entre  au  carré  dans  x*-h  3x*  -h  x'  —  3x  —  2, 
et  au  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Si  Ton  divisex^-4-3x*H-  x^ —  3x —  2  par  (x  -h  i  )»  ou  x'-|-  2x  4- 1 , 
il  vient  pour  quotient ,  x'  4-  *  —  2 ,  polynôme  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  les  deux  racines  x  =  i ,  x  =  —  2 ,  ou  les  deux  facteurs 
X  —  I  et  X  4-  2.  On  a  donc 

X»  4-  3.r*  4-x'—  3x—  a  =:  (x  4-  i)"  [x  —  i)(x-\-  2). 

Ainsi ,  le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

{x4-  OM-^—  »)'(-*^-+"2)'; 

ou  bien,  en  d'autres  termes,  Téquation  a  trois  racines  égales  à 
—  1  ,  deux  égales  à  4-  i ,  et  dcujc  égales  à  —  2. 
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Voici  de  nouvelles  applications  : 
I ". . .  X  —  7 j?'H-  I OJT* H- 22 x'  —  43x3  —  35 a:'  +  ^y jj -h 36  =  o, 

(x  —  2)' (x  —  3)» (x -+-  i)^  =  o; 
2®...  x"  —  3x*-+-   gx* — i9x*-+-27x^ — 33x'-H27x —   9=0, 

(x—  i)»(x»-h3)>  =  o. 

280.  Lorsqu'en  appliquant  la  méthode  précédente  »  on  obtient 
une  équation  D  r=  o  d'un  degré  supérieur  au  second ,  comme 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à  la  méthode,  on 
parvient  souvent  ainsi  à  opérer  la  décomposition  de  D  :=  o  en 
ses  facteurs;  et  Ton  connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espèces 
de  racines  égales  de  l'équation  X  =  o ,  ainsi  que  le  nombre  des 
racines  de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X  =  o , 
on  commence  par  dégager  cette  équation  des  facteurs  égaux 
qu'elle  renferme;  et  Féquation  résultante,  étant  résolue,  fait 
connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X  =  o  ne  peuvent  pas  toujours  être 
découvertes  immédiatement  :  c*est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsque  D  n'a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second 
degré,  auquel  ces  chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans 
la  proposée  ;  et  Ton  ne  peut  les  obtenir  qu'en  résolvant  Féqua- 
tion D  =  o  diaprés  des  méthodes  que  nous  exposerons  ultérieu- 
rement. 

281.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière, 
nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposée  y  si 
elle  a  des  racines  égales,  on  peut  toujours  faire  dépendre  sa  réso- 
lution de  celle  d'une  suite  d'équations  dont  la  première  n'admet 
que  les  racines  simples  de  la  proposée ,  une  seconde  les  racines 
r/oa6/ej  (c*est-à-dire  les  racines  qui  y  entrent  deux  fois),  une  troi- 
sième les  racines  triples,  etc. 

En  effet,  soit  X  =  o  Féquation  proposée,  et  désignons  par  X' 
Je  produit  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
racines  simples;  par  X''  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré, 
correspondant  aux  racines  doubles;  par  X'^,  X'^,. . .  le  produit 
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(les  facteurs  correspondaot  aux  racines  triples,  quadruples, . . .; 
en  sorte  que  Ton  ait 

X—  X'  X"*   X*"^  x«»*   x^» 

il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n°  277,  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  X  et  son  polynôme  dérivé  Y  est  de  la  forme 

D  =  X".X'"'.X'^».X^*..., 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D 
à  une  puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d*une  unité  que  dans 
la  proposée. 

Gela  posé,  opérons  sur  D  comme  nous  avons  opéré  sur  X,  et 
désignons  par  D' le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre 
D  et  son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'  =  X*'.X'^».X^^ 

On  trouverait  de  méme^  en  opérant  sur  D'  comme  on  a  opéré 

sur  D  et  X , 

D^^X'^.X^'...; 

et  enfin  D'"=X\ 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées 9  que  5  soit  le  plus 
grand  nombre  de  fois  qu'une  même  racine  entre  dans  l'équation 
proposée,  c'est-à-dire  que  Téquation  D'"  =  o  n'ait  que  des  racines 
simples.) 

Actuellement ,  si  l'on  divise  successivement  X  parD,  DparD', 
D'  par  D",  D"  par  D"',  et  qu'on  désigne  respectivement  par  Q ,  Q^, 
Q",  Q'^  les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  sui- 
vant : 

X  =X'X"'X*'*X'''«X'*  j 

}  Q  ==  X'  X"  X*'  X»'  X^  1  Q    _^,  _ 

D  =:  X"  X'^'  X"^  X''*         j  i  Ô^  "        ^  ^ 

}  Q'  =  X"  X*'  X'^  X^  Q/ 

D'  =  X'"X'"X^^  }  ^  =  X"  =  o 

{  Q'  =  X*' X'^  X^  ^, 

D"  =  X-  X"  i  $3^  =  X"  =  o 

Q'^z^X'^X'^  I  (T 

I>'=X^  =  «  I  9!-X--o 
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D'où  l'on  voit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d*opération$y 
s<avoir  :  une  série  d'opérations  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
deux  séries  de  divisions,  on  parvient  à  isoler  successivement  les 
facteurs  X',  X",  X"',  X"  et  X%  qui,  égalés  séparément  à  o, 
donnent,  la  première,  les  racines  simples ,  la  seconde,  les  racines 
doubles ,  etc. 

Il  est  à  remarquer  d'ailleurs  que  le  degré  de  X'  =  o  exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée;  le  degré  de  X''  =0, 
le  nombre  des  racines  doubles;  celui  deX'^  =0,  le  nombre  des 
racines  triples,  etc.;  et  la  résolution  complète  de  ces  équations 
fait  connaître  les  différentes  espèces  de  racines  simples,  doubles, 
triples,  quadruples,  etc. 

Ainsi ,  la  méthode  des  racines  égales  n'est  pas,  en  général ,  une 
méthode  de  résolution  complète ,  mais  bien  une  méthode  d'abais- 
sement. Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  =  o,  X"  =r  o, 
X"'  =  o, . . .  ne  sont  que  du  premier  ou  du  second^  degré,  qu'on 
peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

28S.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  la 
recherche  des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d'un  polynôme  en  x  du  second,  du  troisième,. . .  degré,  pour 
que  ce  polynôme  soit  un  carré,  un  cube,...  parfait.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  former  le  polynôme  dérivé  du  polynôme  proposé, 
puis  d'exprimer  (n''S77)  la  condition  nécessaire  pour  que  ce 
polynôme  dérivé  soit  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple ,  le  trinôme  du  second  degré  ax^  4-  hx  -^c^ 
dont  \e  polynôme  dérivé  est  2  ox  4-  A , 

2 ax^  -^  7,bx'^  le  \  2ax  -^  b 


bx  -h  2c  ^     jc  4- 
2  abx  -\-  ^ac 
^ac  —  ^'. 


En  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand 
tommun  diviseur  avec  ses  modifications  (n"  S59),  on  trouve 
pour  reste,   ^itc — ^';  et  si   Ton  suppose  4^''"^^*=*^*  o" 
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b^  —  /^acz=Oy  7.ax  +  b  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  aj^-^bx-i-c  et  son  dérivé,  qui  n'est  autre  chose  que 
2  oj:  +  ^  lui-même.  Ainsi ,  sous  la  condition  b^  —  bac  =  o ,  on 
peut  regarder  ax^  -^  bx-^-c  comme  le  carré  de  a  <7j:  +  & ,  à  un 
facteur  quelconque  près,  indépendant  de  x. 

On  a  vu ,  en  effet  (n^  ttfi)»  que  b^  —  ^ac=zo  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  trinôme  du  second  degré  soit 
un  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme. ......     ax^  4-     bx*  -h  ex  H-  </, 

dont  le  dérivé  est 3  ax^  -^ibx  -f-  e; 

en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  trouve  pour 
reste  (6flc  —  2  ^^)x  -f-  garf  —  bc.  Or,  si  l'on  écrit  que  ce  reste 
est  nul ,  on  établit  la  condition  que  3  ax^  +  2  6x  +  c  est  commun 
diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé  ;  mais  ce  reste  doit  être 
nul,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Ainsi  (n*'  ^80),  on  a  sépa- 
rément 

&a(;  —  aô*  =  o,     9«rf — bc=zo. 

En  effet ,  la  première  de  ces  deux  conditions  donne  c  =  -^9  et 

bc  b^ 

la  seconde ,  d  :=  —  = :  ;   d*où ,  substituant  dans  le  poly- 

90       27/1''  '^    -^ 

nome  proposé, 


à  b 

€U^'\'bx^-\'CX'^d=za    x^-h-JP'4-ô- 

a  6a 


3»  27  û»/  \         Za) 


Même  raisonnement  pour  les  polynômes  du  quatrième,  du  cin- 
quième, . .  •  degré. 

iV*.  B.  —  Les  deux  relations  6  <w  —  2  ô'  =r  o,  ^ad  —  6c  =r  o , 
entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé  3flx'-h26x-f  ^ 
soit  un  carré  parfait;  car  si  les  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  X,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux,  comme,  d'a- 
près la  théorie  des  racines  égales,  ces  facteurs  devraient  se  trouver 
à  la  deuxième  puissance  dans  le  polynôme  proposé,  il  faudrait 
alors  que  celui-ci  fût  au  moins  du  quatrième  degré ,  tandis  qu'il 
n'est  que  du  troisième. 

Alg,  B.y  \o'  éd.  29 
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El ,  en  effet,  la  condition  pour  que  3  ax^  -h'  2  ^a:  -f-  c  soit  un 
carré  parfait  est,  comme  on  Ta  vu  tout  à  l'heure, 

(2  A)'  —  4  •  3  ac  =  o ,      ou     h^  —  3  ac  =  o  ; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ci- 
dessus. 

Autres  applications  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur 

S85.  Le  procéda  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore , 
dans  d'autres  cas ,  à  abaisser  le  degré  d^une  équation  :  tel  est 
celui  où  Ton  donne  d'avance  une  certaine  relation  entre  deux  des 
racines  de  Téquation  proposée. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  Téquation  générale 

x^  H-  P:f"-'  -f-  Qjt"-'  -h  . . .  -f-  Tx  4-  U  =  o,  (1) 

et  supposons  qu'entre  deux  des  racines  aelby  on  ait  la  relation 
b  =r  ka  '\-  h  (X-  et  h  étant  des  nombres  connus  et  donnés  à 
priori). 

Puisque  Téquation  (1)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  quantités  a 
et  X-a  -4-  /i ,  il  s'ensuit  que ,  si  Ton  met  dans  cette  équation  kx  +  h 
à  la  place  de  x,  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

{kx  4-  A)"  H-  P  [kx  -4-  A)""'  -h  .  . .  H-  T  (Âx  -h  /«)  -H  U  =  o,  (2) 

les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  une  même 
valeur  a  ;  donc  (n®  S57  )  il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif 
entre  les  deux  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à  ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à  o  le  diviseur  obtenu , 
on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée 
dans  la  relation  6  =  Xa  -+-  A ,  fera  connaître  la  valeur  correspon- 
dante de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  a: ,  on  peut  en 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  Téquation  ont  entre  elles 
la  relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  second  degré,  c'est  qu'il 
existe  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété; 
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et  leur  détermination  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
quoi  y  Ton  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
chacun  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux 
racines  obtenues. 

En  général.»  soit  D  le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu. 
La  résolution  de  Téquation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la 
résolution  de  Péquation  qu*on  obtient  en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré 
qui  correspondent  aux  racines  de  D  =  o  et  à  celles  qu^on  a  dé  • 
duites  de  la  relation  b  =  Âa  -^  h. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

X*  —  1 2  x'  -♦-  48  J^'  —  7 1  -^  -H  3o  =  o ,  (  I  ) 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a  et  b  sont  liées  par 
la  relation  ^  =  a  «  -h  i . 

£n  mettant  2j?+  i  pour  x  dans  la  proposée,  et  développant 
les  calculs,  on  obtient,  toute  réduction  faite, 

8  a:*  —  32  jr*  H-  36  j:'  —  7  x  —  2  =  o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée le  procédé  du  pins  grand  commun  diviseur,  on  parvient  au 
diviseur  relatif  x  —  2;  ce  qui  donne 

X  —  2  =  0;       d'où      X=:2,       ou      a  =r  2. 

Cette  valeur  de  a ,  substituée  dans  la  relation  ^  =  2  a  +  1  ,  donne 
ensuite  6  =  5. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 

(jc  —  2)  (x  —  5)     ou     x'  —  7  X  -h  1  o  ; 
et,  en  effectuant  cette  division,  on  a  pour  quotient 

5    .     I     y-.. 


X» 


—  5x4-3=o,      d'où     Xr=:-±:-i/l3    ' 

2       2  ^ 


L'équation  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue. 

29. 
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Des  Equations  réciproques. 

S84.  Parmi  les  équations  susceptibles  d'abaissement,  on  dis- 
tingue particulièrement  les  équations  dites  réciproques  ;  ce  sont 

celles  qui  restent  les  mêmes  Iorsqu*on  y  change  x  en  — 

X 

Ainsi  y  par  exemple,  toute  équation  de  la  forme 

jf  -f-  px^"^  4-  qx^~^  -h  ...  4-  qx^  H-  px  -f-  i  =  o , 

^'est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  soient  égaux  entre  eux ,  est  une  équation  réciproque; 

car  si  Ton  y  remplace  x  par  -?  elle  devient 

X 

l  p  q  HP 

xr       jt"^'       ot"^'  x^       X 


d'où,  en  multipliant  par  x",  et  renversant  l'ordre  des  termes, 

«"  4-/7J:*""'  -h  7.«"""*  -+-..•-!-  qx^  -^-px  4-1=0, 

éqnation  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproques,  donnée  à  ces  équations,  vient 

de  ce  que,  si  Ton  suppose  que  a  est  racine,  -  Test  nécessaire- 
ment aussi. 

S8tf.  Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équations 
i«éciproques,  nous  considérerons  successivement  le  cas  où  Téqua- 
tion  est  de  degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré  pair, 

Prkmirr  cas.  —  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  impair, 
x»H-«  4-  yr?x*"  4-  yj'"-'  4-  .  •  •  4-  IX*  4-  /j:  4-  tt  =  o.         (i) 
Pour  que  cette  équation  soit  réciproque ,  il  faut ,  d'après  la  défini- 
tion,  qu'elle    reste  la  même  lorsqu'on  y  remplace  x  par  — 
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Effectuons  cette  substitution  ;  il  vient 

P    .      n      .  ,    ^    ,   f 


-<-  -ï;  -^  liirzT  H-...4--  +  -  +  w  =  o; 


d*où,  multipliant  par  j:*"+',  divisant  par  «,  et  renversant  Tordre 
des  termes , 

j:»«+'  4-  -ar»"  ^-  ix*-'  -^  . . .  +  -  a'  4-  -x  4-  -  =o.      {2) 
a  /*  Il  u  u  ^  • 

Or,  pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
soient  égaux ,  c^est-à-dire  que  l'on  ait  les  relations 

t  s  a  p  i 

u  a       ■  u  u  u 

On  déduit  de  la  dernière  a'  =  1 ,  d'où  u  =  rh  i  ;  et  si  Ton  prend 
d'abord  la  valeur  m  =  +  i  ,  il  en  résulte 

Prenant  ensuite  la  valeur  a  =  —  i ,  on  trouve 

t=  —  /7,     j=:— g,...,     q  =  —  Sj    /?  =  —/; 

d*où  Ton  voit  qu'une  équation  du  degré  impair  est  réciproque 
quand  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe ,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires. 
Elle  ne  peut  d'ailleurs  être  réciproque  que  dans  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  cas. 

Second  cas.  —  Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair, 

x^  4-  px"^'  -h  qx^-^ .  .  .  -I-  rx*  H-  .  . .  -h  5A-'  +  /jc  -h  «  =  o.   (3) 

(Dans  ce  cas,  comme  le  nombre  total  des  termes  est  2/1  +  i ,  le 
terme  rx^  est  à  égale  distance  des  deux  extrêmes.  ) 

Remplaçons  x  par  -  dans  cette  équation  ;  il  vient 

X 

\  D  a  r  s         t 

-h-^.-^  ...  -h  — -h  ..-4--    H h/*  =  o; 


x^       .r^"-'       x*^'  x^  ,r'       X 
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d'où,  multipliant  par  x^^  divisant  par  Uy  et  renversant  Tordre 
des  termes, 

t  s  r  Q  P  i  ,  ,^ 

-r*" -h  -  j:^-' -4-  -jc"»-'  -h-...-f--J?"-f-...-*-  -x»-f--a'H-  -  =  o.       (A) 
U  U  II  u  u  u 

Or,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles , 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  les  relations 

/ s r 7 p I 

a      "^        U  H  u  u  u 

La  dernière  revient  à  a'  =  i  ,    d'où    u  =r  ±  i . 

Gela  posé,  pour  la  première  valeur  m  =  +  i  ,  on  trouve 
/  =  />,  .ç  =  7,...,         r  =  r,...,        q^Sy  P  =^  f  ; 

et  pour  la  seconde  w  =  —  i  , 
t:= — Py     s=z — 9,...,      r  =  — r,...,      <y  =  — j,     p  =  ^iy 

égalités  dont  celle  du  milieu  ,  r=  — r,  ne  peut  exister  à  moins 
qu^on  ne  suppose  r=  o. 

Donc  toute  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les 
fois ,  1  **  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe  ;  2°  que ,  le  tenne  du  milieu  man^ 
quant  dans  l'équation ,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires*  L*une  ou  l'autre 
de  ces  deux  conditions  est  d^ailleurs  nécessaire. 

S86.  Passons  actuellement  à  la  résolution  de  ces  sortes  d'équa- 
tions, et  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  équation  de  degré 
pairy  telle  que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe. 

Nous  prendrons ,  pour  fixer  les  idées ,  une  équation  de  hui- 
tième degré  ;  mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode 
s'appliquerait  à  toute  autre  équation  satisfaisant  à  Phypothèse 
établie. 
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Soit  donc  récfuation 
a:*  -hpx'  H-  qx*  -f-  rx*  -f-  sx*  -f-  rx*  -h  qx^  -h  px  -f-  l  =:  o ,      (  I  ) 


et  posons  dans  i'cquation  (2),  x  H —  =  2. 


[ 


On  est  conduit  à  cette  transformation  par  la  remarque  sui- 
vante :  Puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à  deux,  il  s'en- 
suit que  Ton  connaît  les  produits  flX-9      ^Xt»     cX-'-** 
'  '^  a  b  c 

des  racines  réciproques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à  i  )  ;  il 
suffirait  donc  (n°114),  pour  obtenir  les  deux  racines  a  et  -t 

ou  ^  et  7-  >  •  •  •  9  de  connaître  les  sommes  a-h-^      ^-Ht»'**? 
0  a  à 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  valeurs  de  la  fonction  x  H — •  1 

Cela  posé ,  si  l'on  divise  l'équation  (i)  par  x*y  et  qu'on  ras- 
semble les  termes  affectés  des  mêmes  coefficients ,  il  vient 

^.  +  l+.^-^^,4.1j-Hy(^>+J.^+.^^  +  i^  +  ,  =  o;  (3) 

la  difficulté  est  ainsi  réduite   à  exprimer  en   fonction  de  z  les 
quantités  x'  H — ^  >      x^  -h  —  ,      x*  -\ — y 

X  %Mf  X 

Or  on  a  y  en  général , 


(•^  "^  ^)  ("^  Tr)  =  *"' 


I  I 


m— I 


équation  d'où  l'on  déduit,  en  y  remplaçant  x  -h  -  par  «, 

X 

.r*»-*-'  H L_  ~  ( .r«  4.  —  )  z  —  (x— '  H-  -^  )  , 

x^-^'         \  x"/  \  x*-'/ 

formule  qui  doniir  l'expression  x^^'  -+-  i;;^;:;»"  moyen  des  deux 
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expressions  semblables  de  degrés  immédiatement  inférieurs  ^  m  et 
m  —  I . 

Soit  fait  successivement    /7i=:i,2y3y4>^» î 

on  trouve 


et  ainsi  de  $uite  à  Tinfini. 

En  un  mot,   ces  expressions  forment  (n*^l85),  à  partir  de 

j?'  H ?  une  série  récurrente  du  second  ordre ,  dont  Téchelle  de 

relation  est  (z,  —  i). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  Péquation  (  3  j, 

à  la  place  dej:'H — v  ^-^-~^'>    «^H — jjles  valeurs  qu*on  vient 

X  M  X 

d'd^tenir  ;  ce  qui  donne  pour  l'équation  résultante , 

2*  — 4*'  -h  2  -hr  (z»  —  3«)  -f-  7  (5»— -2)  -h/?*=r0, 

OU ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  z , 

équation  d'un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proposée. 

Donc  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair  telle,  que 
les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe ,  peut  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation 
de  degré  sous-double. 

287.  Considérons ,  en  second  lieu  ,  Téquation  de  degré  impair. 


x'"-*-'  -h  px^  H-  qx'"-'  ^  .,,-^gx^  -hpa:  -h  1=0, 
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dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 

Il  est  d'abord  visible  que  —  i  est  racine  de  cette  équation  ;  car 
le  premier  membre  devient,  par  Thypolbèse  x  =z  —  i , 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x  -^  i. 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynôme  réciproque  de 

degré  pair,  dont  les  coefficients  a  égale  distance  des  extrêmes  sont 

égaux  et  de  même  signe. 

En  effet,  on  voit  bien  clairement  que,  si  Ton  divise 

soit  jr»+'  -{-px^  -h  qx^-^  ->-.,,  -|-  qx^  -f-  ^x  -H  i   par  x  H-  i , 

soit   I  -hpx  -h  qx*  -f-  . .  •  4-  qx^'^^  -h  px^  -H  x**^'  par  i  -+-  a:, 

les  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quDtients 
sont  nécessairement  égaux  (il  suffit  d'ailleurs  d'effectuer  les  deux 
divisions  pour  s'en  convaincre);  mais  le  second  quotient  n'est 
autre  chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse  :  donc 
il  faut  nécessairement  que  les  derniers  coefficients  du  premier 
quotient  soient  deux  à  deux  égaux  aux  premiers. 

Il  résulte  de  là  qu'après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  x  +  i ,  on  obtiendra  une  équation  réciproque  de 
degré  pair,  de  même  forme  que  celle  du  numéro  précédent,  et 
qu*on  résoudra  de  la  même  manière. 

988.  Il  nous  reste  encore  à  considérer  les  équations,  de  degré 
pair  ou  impair,  dont  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont 
des  coefficients  égaux  et  de  signes  contraires. 

Soit  réquation 

xf^  -+-  pxf^^  -+-  ^x"""*  —  ...  —  qx^  —  px  —  I  =0. 

(li  n*y  a  point  ici  de  terme  du  milieu,  parce  que,  si  m  est  impair, 
le  nombre  total  des  termes,  //<  +  i ,  est  pair,  et  si  m  est  pair,  le 
terme  du  milieu  doit  manquer  (n"  28IS,  2®  cas)  pour  que  Téqua- 
tion  soit  réciproque) 
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Cela  posé,  il  est  encore  visible  que  l'équation  proposée  est 
satisfaite  par  x  =  -f~  i  ;  donc  le  premier  membre  est  divisible  par 

Or,  si  l'on  divise 
1*».   X*  -|-/?x*~'  -h  ryj:"-»  -f-  .  .  .  —  ^x'  _  y^x  —  i    par  a?  —  i , 
2''.   —  I  — px  —  qx^  —  ...-^  qaf"'^  -h/ijr*"-'  +  jt*  par  —  i  -f-  x, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes) , 

I  -f-  px  H-  qx^  -f-  .  . .  —  qjc^"^  —  pjf*~^  —  x^  par    i  —  x , 

on  devra  obtenir,  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  deux 
quotients,  des  coefficients  absolument  identiques  (ce  qu'on  peut 
d'ailleurs  aisément  vérifier  en  effectuant  la  division). 

Doqc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polynôme  dont 
les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux 
rt  de  même  signe;  ainsi ,  ce  polynôme  rentre  dans  l'un  des  deux 
cas  précédemment  examinés. 

N.  B,  —  Dans  l'hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement,  si 
Ton  suppose  que  m  soit  pair^  comme,  en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  x  —  i ,  on  obtient  un  quotient  de 
degré  impair  dont  les  coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe,  ce 
quotient  est  lui-même  divisible  par  x  -f-  t  (n°  287).  Ainsi,  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  est  divisible  par  {x  —  i){x  -{-  i)  ou 
•r*  —  1  ;  et  le  quotient  est  un  polynôme  de  degré  pair  qui  rentre 
dans  la  classe  de  ceux  déjà  traités  au  n®  886. 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit, 
1**.   Que,  si  X  équation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair,  et 
que  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  soient 
égaux  et  de  même  signe,  sa  résolution  peut  être  (n®  286)  ramenée 
à  celle  d'une  équation  de  degré  sous-double; 

2®.  Que,  si  Y  équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égatix  et  de  même  signe,  le  pre- 
mier membre  est  divisible  par  x  -f-  i  (n"  287);  et  cette  division 
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étant  efTectuée,  Téquation  résultante  peut  être  ramenée  à  une 
équation  de  degré  sous-double; 

3°.  Que,  si  V équation  est  de  degr^  impair,  les  coefficients  n 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires, 
le  premier  membre  est  divisible  par  x  —  i  (n**  S88);  et  la  division 
étant  effectuée,  on  parvient  à  une  équation  susceptible  d'être 
abaissée  à  un  degré  sous-double; 

4**-  Que,  si  V équation  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des 
termes  pris  à  égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de 
signes  contraires,  le  premier  membre  est  divisible  par  x^  —  i 
(N.  B.  n°  S88);  et  si  Ton  effectue  la  division,  Téquation  qui  en 
résulte  peut  être  elle-même  abaissée  à  un  degré  sous-double. 

S90.  applications.  —  Soit  Téquation  générale  à  deux  termes 
x^  —  I  =  G  ;  cette  équation  a  évidemment  i  pour  racine  ;  et  en 
eOectuant  la  division  par  x  —  i ,  on  trouve  (n^  31)  pour  quo- 
tient , 

équation  réciproque,  dont  la  résolution  peut,  au  moyen  des  prin- 
cipes précédents,  être  ramenée  à  la  résolution  d'une  équation  de 
degré  plus  simple. 

ScSt,  par  exemple,  l'équation  x^  —  1=0. 

On  a,  en  divisant  par  x  —  i , 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

I  I 

x'  H — ■  -h  X  H H  I  =0. 

x'  X 

Posons     xH — =«,     d'où     x^  —  zxH-irzo;    il  en  résulte 

X 

x'  -h  2  H =  «',     ou     x'  H =  3'  —  2. 

x'  x' 

1  *  I 

Reportant  ces  valeurs  de  x  H —  et  do  x*  H — ^  dans  IVciuation , 


46o  TUÉOBIE    DES    FOHCTIONS   SYMiTaïQUES. 

on  obtient  z*  —  2-hz-|-i=:o, 

ou,  réduisant,  z'  4-  z  —  i  =  o; 


donc  z  = rt  -  ^5 . 

2         2 


D'ailleurs,  Téquation     x'  —  ta:  -{-  i  =  o     donne 


2         2^ 

donc,  en  substituant  à  la  place  de  z  ses  deux  valeurs,  on  a,  toute 
réduction  faite, 

J^  =  --7±7^±-7\/io±2  v^5.  ^ —  I. 

4     4         4 

L'équation  «••  —  i  =  o  peut  encore  être  résolue  complètement 
par  le  même  moyen. 
En  effet ,  on  a 

x'"  —  I  =  (x*  —  i)  (x*  -h  i)  =  o. 

On  connaît  déjà  les  racines  de  l'équation  x^  —  i  =0;  quant  à 
celles  de  Téquation  x*  -h  1  =  o ,  comme ,  par  l'échange  de  x  en 
—  X,  elle  devient  x* —  i  =  o,  on  voit  que  tout  se  réduit  à 
prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  dernière 
équation. 

§  IV.    —    Théorie  des  Fonctions  symétriques . 

Pour  compléter  Tensemblc  des  matériaux  nécessaires  à  la  réso- 
lution des  équations  d'un  degré  quelconque ,  il  nous  reste  à  expo- 
ser une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  importantes  de 
l'Analyse  :  c'est  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  L'illustre 
Lagrangc  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  à  TÉcole  Polytechnique  ])euventy  sans  inconvé- 
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nient,  passer  ce  paragraphe,  que  nous  n'avons  placé  ici  que  pour 
nous  conformer  à  la  marche  précédemment  tracée.) 

591.  On  appelle yb/?rrfo/i  symétrique  àe%  racines  d'une  équa- 
tion toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines  combi- 
nées de  la  même  manière ,  soit  entre  elles,  soit  avec  d'autres  quan- 
tités. Ainsi,  la  somme  a-f-A-f-r-i-...  -f-i4-Z  des  racines 
d'une  équation,  la  somme  ab  -h  ac  -h  ad  -h  •  -  •  H-  H  de  leurs 
produits  deux  à  deux,  la  somme  abc  +  abd  +  •  • .  de  leurs  pro- 
duits trois  à  trois. . .,  sont  dites  des  fonctions  symétriques  des 
racines. 

Le  caractère  distinctif  d'une  fonction  symétrique  de  diverses 
quantités  est  qii^elle  conserve  la  même  valeur  numérique ,  quelque 
permutation  que  Von  fasse  subir  à  ces  quantités. 

Nous  avons  déjà  vu  (n«  «42)  que  P,  Q,  R,  .  .  .  ,  T,  U, 
étant  les  coefficients  d'une  équation,  on  a  entre  les  racines  et 
les  coefficients,  les  relations  fl-+-^-|-c-f-...=  —  P..  ., 
<?6  H-  flc  H-  /irf  H-  . . .  =  Q .  .  . ,  abcd  .  ,  .  =  ±  U  ;  nous  allons 
voir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  rationnelle  de  ces 
mêmes  racines  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  réquation. 

592.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équa- 
tion,—  Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au 
moyen  desquelles  on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes 
les  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines, telles  que  fl-f-^-+-c-|-r/-i-  ...,  û'  -h  ft'  -f-  c'  -h  éT*  -+-..., 
et ,  en  général ,  /i"  -f-  6"  -f-  c"-f-  rf"  -+-... ,  n  étant  un  nombre 
entier  quelconque. 

Or  je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d'ex- 
primer les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au  moyen  des 
coefficients  P^  Q ,  R , . .  « ,  qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit ,  en  effet ,  jf*  -h  Px"""»  -h  Qo:"-»  4-R x"-^ . . .  +  Tx  -+-  U  ==  o 
l'équation  proposée  ;  et  désignons  ses  racines  par  a^  by  c^  dy , , . , 
Si  l'on  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des 
m  facteurs  du  premier  degré ,  x  —  a,  x  —  A,  x  —  c,...,  on 
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obtiendra  (n''  238),  pour  les  différents  quotients  : 


a^ 


— t 


af*' 


a 

j;m-3  ^  ^2 

«"-3  -f.  fl' 

a""* 

P 

-f-Pfl 

-4- Pu» 

-+-Q 

-^Qflf 

-4-R    1 

b 

j4n-J  ^.  ^ï 

jc"-^  -f-  6>      X*-* 

p 

-f-P* 

+  P6» 

+  Q 

-hQ^ 

-i-R 

I— a 


Pfl-^ 

R«*~^ 
T, 

Pft"-» 

T, 


el  ainsi  de  suite  pour  chacun  des  facteurs  x  —  Cy  x  —  </,.... 

Maintenant,  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  m  quotients,  et  que 
Ton  pose,  pour  plus  de  simplicité, 

b      -\- c      +  , . .  =  Si, 
b^      -hc'     -f-...  =  S,, 


a 


¥ 


-f-  ,  ,  .  —  ba , 


û«-.  ^  /,"-•  _|-  c"-'  -f-  .  .  .  =  S«_,  , 


on  obtient  évidemment  pour  cette  somme. 


maf^'  4-  S, 

x--^»  H-  S, 

x*»-»  +  Sa 

x> 

•-h. 

►  •  H*  î^ai— 1 

-f- wP 

-h  PS, 

4- PS, 

-f-  PS„-, 

-h/«Q 

-hQS, 

+  QS„_n 

-h  wR 

H-RS^ 

H- 

-H 

ml. 


D\m  autre  côté,  Ton  a  vu  (n**  264)  que  Y,  ou  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre  de  la  proposée ,  représente  aussi  la 
somme  des  m  quotients  de  la  division  de  X  par  x  —  a,  x  —  by 
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X  —  c, .      ;  or  CD  a  (n°  262) 
Y  =  ma:—'  -+■  {m  —  i ) Po:»-' H-  (/w  —  2) Qx"-»  -h  {m  —  3)Rjr*~*  + . .  .-f.  T. 

Donc,  en  comparant  terme  à  terme  ces  deux  expressions  iden- 
tiques de  la  somme  des  m  quotients ,  on  obtient  les  relations 

S,  -t-  wP  =  (m  —  i) P,        ou  simplifiant,       S,  -h  P  =  o; 

Sa  H-  PS,  -h  /wQ  =.  (/w  —  a)Q,       ou  bien       S,  -♦-  PS,  -h  2Q  =  o; 

S3  -h  PS,  -h  QS,  -f-  mR  =  (/w  —  3)R,     ou     S,  4-  PS,  -h  QS,  -h  3R  =  o; 


S„^,  -f-  PS^,  +  QS«_3  -4- hmT  =  T, 

ou  S,^,  4-  PS^,  H-  QS«-3  H-  . . .  4-  (m  —  i)T  =  o. 

La  première  formule  donne  d*abord  la  valeur  de  Si  en  fonction 
de  P;  la  seconde  donne  ensuite  S%  en  fonction  de  P,  Q,  et  de  S,, 
ainsi  de  suite;  enfin ,  la  dernière  fait  connaître  Sm_i  au  moyen  de 
P,  Q,  R, . . . ,  T,  et  de  S«_3 ,  S^,., , .  .  . ,  qui  sont  censés  connus 
d'après  les  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d'une  puissance  entière  et 
positive  quelconque,  reprenons  Téquation  proposée,  et  rempla- 
çons par  X  chacune  des  racines  n ,  6 ,  c ,  «f , .  . .  ;  on  a  les  égalités 

a"  4-  Pu*-'  4-  Qfl"-'  4-  . . .  4-  Tfl  4-  U  =  o, 
6"  4-  P^-'  4-  Q^*~'  -h  . . .  4-  T*  4-  U  =  o, 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  /z",  6",  r^,... . 
et  ajoutant  les  produits  terme  à  terme,  on  obtient,  d'après  les 
notations  convenues , 

S^n  •+-  VS„^nU  -^  Q^m^Hu.7  H-  ...  4"  TS^,  4"  US„  =  O. 

Cela  posé ,  voici  l'usage  de  cette  formule  : 

Soit     /î  =  o;     d'où     S„  =  So  =  «*»  4- ^**  4- c"  4- .  .  •  =  w; 
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elle  devient 

S„  4-  PS«_,  -h  QS„»,  -4-  ...-+-  TS,  -f.  wU  =  o; 

cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 
Soit  fait  ensuite  /z  =  i  ,  2,  3 ,  4*  ^ >  •  •  •  >  on  trouve 

SnH-i  -^  PS«  -+-  QS«>..  -+- . . .  4-  TS,  -h  US,  =r  G, 
S«+,  -h  PS«+,  -+-  QS«  -f.  . . .  -h  TSj  +  US,  =  o, 
S;„4-3  -H  PS»+,  -+-  QS,^..  -j-  . . .  -f-  TS4  4-  US3  =  G, 


Il  est  facile  de  reconnaître,  d'après  l'inspection  de  ces  formules, 
que  les  sommes  des  m  premières  puissances  étant  formées,  les 
suivantes  forment  (n®  184)  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de 
relation  est  l'ensemble  des  m  coefficients  P,  Q,  R, . . .,  T,  U,  de 
la  proposée,  pris  en  signes  contraires. 

La  formule  S«+„  -4-  PSfl^+^,__,  -f- . . .  peut  donner  également  les 
sommes  des  puissances  à  indices  entiers  et  négatifs.  En  effet ,  soit 
d'abord  n  =z  —  i  ;  il  en  résulte 

S.-.,  4-  PS,^,  4-  ...  -h TS.  4-  US_,  =0, 

équation  d^où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  S^i  en  fonction  de 
S«.i ,  Sm-î  , . . . ,  Si ,  S* ,  qui  sont  censés  connus. 

Soient  encore  «==  —  2,  /i  =  —  3,...;  on  obtiendra  de  nouvelles 
formules  qui  donneront  S.s  en  fonction  de  S«^a,  S»»3,...y 
Stf,  S_,,...;  puis  S_3  en  fonction  de  S„_3,...,  S^-^,...,  S-,,  S-.a; 
et  ainsi  de  suite. 

Concluons  de  là  qu'une  équation  quelconque  étant  donnée ,  on 
peut  toujours^  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes  de 
leurs  puissances  semblables,  le  degré  de  la  puissance  étant  un 
nombre  entier  quelconque ,  positif  ou  négatif. 

Soit  pour  exemple  Téquation 

x<  4-  or*  —  7  jt'  —  j-  4-  6  =  o. 
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On  a  pour  cette  équation  particulière , 

P=i,     Q  =  — 7,     T  =  ~i,     U=6; 
ce  qui  donne 

S.  =  —  P  =  —  I , 

S,  =  — PS,  —  2Q  =  I  -+-  i4=  i5> 

83  =  — PS,  —  QS,  —  3T=—  i5  — 7  H-3  =  —  19, 

S4  =  —  PS3  —  QS,  —  TS,  — .  4U  =  19  -Mo5  —  i  —  24  =  99, 

Ss  =  —  PS4  —  QS3  —  TS,  —  US,  =  —  99  —  i33  +  i5  H-  6  =  —  21 1 , 

S«  =  —  PSs  —  QS4  —  TS3  —  USj  =  21 1  -h  693  —  19  —  90  =  795; 


_  —  Sa  —  PSa  —  QS,  —  TS,  _  19—  i5  — 7  -+-  4  __  1 
""  U  ~  6  ~6 


Q     _-S,^PS.-QSo-TS.,_       '^"^'"^^^"^6_85 
'""  U  "~  6  ""36 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées;  car  l'équation  a 
été  formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x  —  i ,  j;  4-  i , 
X  —  2 ,  or  -4-  3  :  ce  qui  donne  -f-  1,  —  i,H-2et  —  3,  pour  les 
quatre  racines. 

Ck)nsidérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symé- 
triques. 

995.  On  distingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et 
entières  des  racines  d'une  équation ,  en  fonctions  symétriques  h 
une  lettre  y  à  deux  lettres ,  à  trois  lettres,  etc. 

Les  fonctions  symétriques  à  une  lettre  sont  celles  dont  chaque 
terme  ne  renferme  qu'une  racine;  telle  est  la  fonction  fl^-h^^-hc". . . 
que  nous  savons  déjà  (n*^  2M)  exprimer  au  moyen  des  coeffî- 
cients  de  l'équation. 

Les  fonctions  à  ^/fiu:  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
deux  racines:  telle  est  la  fonction  a'^hP  -^a'^cP  -k-  b"aP  4-  a'dP 
Alg.  B,,  10'  éd,  3o 
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dont  il  est  aisé  de  concevoir  la  formation  en  prenant  tous  les 
arrangements  deux  à  deux  des  m  racines,  et  en  affectant  les  deux 
lettres  de  chaque  produit  des  exposants  respectifs /i  et  p.  D'où  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  esl  (n*  146) 

égal  à  m[m  —  i). 

Les  fonctions  à  trois  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
trois  racines  :  telle  est  la  fonction  a^bPci -^a^cPdf  -h  b'^aPc^  '\'..,^ 
que  Ton  obtient  en  formant  tous  les  arrangements  trois  à  trois,  des 
m  racines,  et  affectant  les  trois  lettres  de  chaque  produit  des 
exposants  respectifs  n^  p,  q.  Ainsi,  le  nombre  total  des  ternies  est 
marqué  par  m  {m  —  i)  {m  —  2);  et  ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d*une  fonction  symétrique  à 
plusieurs  lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en 
substituant  à  larrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme 
les  autres  arrangements  dont  les  rn  lettres  sont  susceptibles,  et* en 
conservant  aux  exposants  le  même  ordre,  on  est  convenu,  pour 
abréger,  de  représenter  les  fonctions  à  une,  deux,  trois,...  lettres, 
de  cette  manière  :  Ta",  Ta" 6'',  la^bPcfi, . .  .;  c'est-à-dire  que  Ton 
place  en  avant  de  l'un  des  termes  de  la  fonction  la  lettre  T  ;  et 
ces  notations  équivalent  à  a"  -+-  A"  -+-  C»  4-  . . . ,  a"  ^a»  -f-  a" c/»  -h  . . . , 
a'^bPc^  -ha'^bPdi  4-  .  .  .  . 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les/o/ic- 
trons  symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  quo  tous  les  termes  d'une  même 
fonction  soient  affectés  de  coeflicicnts;  mais,  pour  que  la  fonction 
soit  symétrique,  il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux  ,  et 
alors  on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C'est  ainsi  que  l'expression  4«'^*  -^  ^ a^^ c-  -^  ^ b"^ a^  -h  .  . ., 
supposée  symétrique  en  ^7,  ^,  r,..  ,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  4  (a'  b' -^  a' c' '\- b' a' -h  ■  -    ) ,  ou  4  Ta  b\ 

Knfin,  un  polynôme  symétrique  en  o,  A,  r, .  . .  peut  être  com- 
posé de  la  réunion,  par  addition  ou  soustraction,  de  plusieurs 
fonctions  symétriques  élémentaires;  et  son  évaluation  se  réduit 
alors  à  celle  de  chacime  des  fonctions  élémentaires  qui  la  com- 
posent. Passons  donc  à  la  détermination  de  celles-ci. 
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Evaluation  des  fonctions  symétriques  à  deux  y  trois,,  .  .,  lettres. 

294.  On  a  déjà  donné  (n°  292)  des  formules  pour  évaluer  les 
fonctions  telles  que  Ta",  qui  n^est  autre  chose  que  S^.  Cherchons 
à  évaluer  la  fonction  à  deux  lettres  Ta**bP,  Pour  cela,  multiplions 
entre  elles  les  deux  expressions 

<î"  H-  ^"  -h  c"  H-  ^"  4-  .  .  .  ==  T/i", 
aP^bP-+-cP'^dP-{-,,.z=  laf. 

lie  second  membre  est  ï«*  X  Ta^. 

Quant  au  premier  membre ,  il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  mul- 
tiplication. Ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur ont  la  même  lettre  ;  et,  dans  ce  cas,  le  produit  partiel  est  un 
des  termes  de  la  fonction  T^""*"''.  Ou  bien,  ces  deux  termes  ont  des 
lettres  différentes,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  terme  de  la 
fonction  Ta'^bP.  Comme  d'ailleurs  le  produit  total  doit  être  symé- 
trique, puisque  les  deux  facteui^s  le  sont,  il  s'ensuit  que  le  pre- 
mier membre  a  pour  expression,   Ta"-^P  -f-  Ta"bP. 

Ainsi ,  Ton  a  Téquation     Ta^^P  -h  Ha^bP  =  Tût»  x  T^''  ; 
d'où  l'on  déduit 

Ta"  bP  =  Tfl"  X  TaP  ~  Ta^^P.  (  i  ) 

Tfl",  TaPj  Ta'*-^P  étant  connus ,  d'après  les  formules  du  n"  292, 
la  formule  (i)  pourra  servir  à  déterminer  toutes  les  /onctions  à 
deux  lettres. 

Cas  particulier,  —  Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  «  =  />, 
circonstance  qui  arrive  assez  souvent ,  le  second  membre  se  réduit 
à  (Tfl")'  —  Ta*".  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui,  en 
apparence,  se  réduit  à  Ta"^"),  il  faut  observer  que  l'on  a 

Ta'bP  =:a'*bP  -ha'^cP  -h  a'dP  -i-  . . .  -h  b'aP ...  -h  c^rtP  -f- 

Or,  dans  l'hypothèse  de  »  =p,  tous  les  termes  de  ce  polynôme 
deviennent  égaux  deux  à  deux,  savoir,  a'*bP  et  b'^tiP^a'^cP  et 
c^aP. , .  :  donc  Tw"^  se  réduit  réellement  à  2  Ta"  b"  ;  c'est-à-dire 
au  double  de  la  fonction  exprimée  par  Ta"  6",  et  dont  le  nombre 
des  termes  n'est  plus  (n**  295)  le  nombre  des  arrangements,  mais 
bien  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux. 

3o. 
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Donc,  en  suppos^in»  n  :=  p  dans  la  formule  (i),  on  trouve 

Tn«  A"  =  ^±-J. i^ .  (2) 

Tâchons  maintenant  d'évaluer  la  fonction  Ta'^bPcv. 
Pour  y  parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

a"bP  -+-  a^cP  -h  a^dP  -[-...+  b'*aP  ...-+-  c"aP  -+-...=  Ta^bP, 
al  -i.  b9  -h  di  ^  iii  -h =  Tai. 

On  a  d^abord  Ta"  bP  X  Ta?  pour  le  produit  des  seconds  membres. 

Quant  aux  premiers  membres  y  on  doit  obtenir  trois  espèces 
de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à 
la  lettre  du  terme  multiplicande,  affectée  de  Texposant  /i;  auquel 
cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  Ta"-^bP. 

Ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à  la 
lettre  du  terme  multiplicande  y  affectée  de  l'exposant  p;  ety  dans 
ce  cas,  le  produit  partiel  appartient  à  la  fonction  Ta'^bP'*^, 

Ou  bien ,  enfin ,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande  ;  et  alors  le  produit  partiel  est  un  des 
termes  de  la  fonction  Ta'^bPc^. 

Donc  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a  pour 
expression ,  Ta"-^?  bP  -4-  Ta«  bP-^^  -f-  Ta"  bP  c9. 

Ainsi,  Ton  a  pour  nouvelle  équation, 

Ta'^^bP  -h  Ta"bP-^  -+-  la'*bPc^  =  Ta^'bP  X  Taf\ 

d'où  l'on  déduit 

Ta'bP<i9  :=  Tû«  bP  X  Tai  —  Ta'»"^?  bP  —  Ta"  bP-^,  (à) 

Cas  particuliers,  —  i®.  Supposons  deux  des  trois  exposants 
égaux ,  p  =  q  par  exemple  ;  le  premier  membre  se  réduit  à 
a  Ta"  bPcPy  puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  générale  Ta"  bPc^ 
sont  alors  égaux  deux  à  deux;  et  la  formule  (3)  devient 

„     ,             Ta»  bP  X  TaP  —  Ta'^'^P  bP  —  Ta"  b^P  , ,, 

Ta'^bPcP^ (4) 

Celte  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à  trois 
lettres  dont  deux  exposants  sont  égaux. 
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2".  Supposons  les  trois  exposants  égaux ,  c*esC-à-dire  n  =:p:s^  q; 
le  premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à  ôTa^^'c",  parce 
que  tous  les  termes  (n^  14IS)  deviennent  égaux  six  à  six. 

Ainsi  y  cette  formule  devient 

Tfl"  b"  X  IV?"  —  2  T/i'"  b" 

6  ^ 

On  parviendrait  à  ce  même  résultat  d'après  la  formule  (4) ,  en 
observant  que  n  =  p  donne  Ta"  bPcP  ■=.  3  Ta"  A"c" ,  parce  que  tous 
les  termes  de  Ja'*bPcP  deviennent  égaux  trois  ù  trois. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d'être 
suivie  pour  évaluer  Tn^bP  yTa'*bPc^ ,  il  est  aisé  de  voir  ce  qu'il 
faudrait  faire  pour  Tévaluation  des  fonctions  à  f/uatre  lettres ,  à 
cinq  lettres ,  etc. 

204$.  Comme  nous  avons  remarqué  (n"  205)  que  toute  fonc- 
tion symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation 
n'est  que  le  résultat  de  la  réunion ,  par  addition  ou  soustraction , 
des  fonctions  Ta",  Ta^bP,  Ta^bPdi ,  .  . .,  nous  sommes  en  droit 
de  conclure  ce  théorème ,  qui  est  un  des  plus  beaux  et  des  plus 
importants  de  l'Analyse  algébrique:  Toute  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  (Vunc  équation  peut ,  sans  que 
Ton  connaisse  ses  racines ,  é(re  évaluée  au  moyen  des  coefficients 
de  l'équation, 

N,  B.  —  Il  en  est  de  même  d'une  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  fractionnaire;  car,  si  l'on  conçoit  que  tous  les  termes 
soient  réduits  au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression 
fractionnaire  dont  le  numérateur  devra,  d'après  le  caractère  dîs- 
tinclif  d'une  fonction  symétrique  (n"20i),  être,  ainsi  que  le 
ilénominatcur,  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière. 
Donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions  séparément,  on 
obtiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

296.    Applications  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 

La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  les  uîoyens  de 
résoudre  cette  question  ,  que  nous  avons  déjà  traitée  (n"  272)  par 
le  secours  de  réliminaticm  : 
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Une  équation  dont  on  ne  connatt  pas  les  racines  y  étant  donnée  y 
former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinaison 
DiTEBUlifiK  de  deux ,  trois ,  »  .  .  quelconques  des  racines  de  la 
proposée. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  d*abord  que  Ton  demande 

Une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  racines  de  l'équation  X  =  o. 

Soient  a  y  b^  c^  d,  . . ,  les  racines  de  cette  équation  ;  celles  de 
la  nouvelle  équation  y  que  nous  appellerons  Z  r=:  o ,  seront  a  -h  by 
a  -\-Cy  a  -h  dy  6-+-r,...;el  leur  nombre  sera  exprimé  par 
le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes ,  deux  à 
deux ,  que  Ton  j>eut  faire  avec  les  m  lenros  /? ,  ^ ,  r ,  r/,  . .  ,  ,  c'esl- 

a- dire  (n®  147)  par     -    • 

Ainsi, représente  déjà  le  degré  de  Téquation. 

Quant  à  la  composition  de  ses  coefficients,  comme  (n°S49 
le  coeffîcient  du  second  terme  est  égal  à  la  somme  des  racines 
prises  en  signes  contraires,  il  a  pour  valeur 

—  (fl  H-  ^)  —  (/i-j-  c)  —  («I  -h  ^0  •  •  •  > 

expression  dans  laquelle  a,  ù  ,  Cy  .  , ,  entrent  toutes  de  la  même 
manière;  ainsi,  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière 
peut  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,  .  . .  de  la 
proposée. 

On  a  de  même ,  pour  le  coef(icient  du  troisième  terme  ,  la 
somme  des  produits,  deux  à  deux,  des  mêmes  quantités,  ou  bien 

[a  -h  ^)  («  -^  r)  -h  (fl  -h  b)  {b-hc)'h  a  -+-  r)  (A  -^  c)  -H  .  .  . , 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a,  6 ,  r  , .  .  .  ,  et  peut,  par 
conséquent,  s'évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q ,  R , . . . .  Même 
conclusion  par  rapport  aux  coefficients  du  quatrième,  cinquième,. . . 
terme ,  et ,  en  général ,  par  rapport  au  coefficient  de  rang  (/i  -4-  i  ) , 
puisqu'il  n'esl  autre  chose,  au  signe  près,  que  la  somme  des 
produits  n  à  n  des  quantités  a  -\-  ^,flr-f-r,  ...,  somme  qui  est 
nécessairement  une  fonction  symétrique  de  /? ,  /^ ,  r  ,  .  .  .  .   Toute 
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la  difficulté  consiste  à  mettre  en  évidence  ces  diverses  fonctions 
symétriques,  et  à  les  évaluer  d'après  les  formules  établies  précé- 
demment. 

An  reste,  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer 
ies  coefficient  de  Téqualion  cherchée. 

On  peut  également  former  une  étpialion  dont  les  racines  soient 
des  combinaisons  de  la  forme 

flf  4-  ^  4-  kab ,        fl  -f-  c  -H  kac ,        u  -h  rf  -H  kad^ .  . .  , 

k  étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le  degré  de  cette  nouvelle  équation,  que  Ton  peut  encore 

m  —  I 
désigner  par  Z  =  o ,  est  toujours  marque  par      m  . 5      et 

ses  coefficients  étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  pro- 
duits, une  h  une ,  tleux  h  deux ,  trois  h  trois ,  . .  ,  des  quantités 
a  ^  b  -\-  kab  ,  /i  -h  ^  -H  kac^ . . . ,  sont  nécessairement  des  fonc- 
tions symétriques  rationnelles  et  entières  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

297.  Proposons-nous,  pour  seconde  application,  Ae  former 
Inéquation  'aux  différence!^  des  racines  d'une  équation  donnée, 
question  qui  a  déjà  été  traitée  par  Télimination. 

Nous  avons  fait  connaître  (n"fi7iJ)  la  forme  et  le  degré  de 
ccue  équation.  Soit/w  le  degré  de  la  proposée  j  celui  de  Téquation 
aux  différences  est  exprimé  par  m  {m  —  i).  De  plus  ^  elle  est  de 
degré  pair,  et  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair;  de 
sorte  que ,  si  Ton  pose  dans  cette  équation , 

m  (m  —  I  ) 

w'  —  z         et         — ^ -'  =  // , 

2 

réquation  prend  la  forme 

-n  ^  p'2«-'  4-  Q'z""^  O-   .  .  .   -+-  T'2  +  U  '  r=  o ,  (1  ) 

et  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  1rs  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  de  la  proposée. 

Les  coefîRcients  P',  Q' , .  .  .  ,T',  U'  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
réquation  aux  différences;  mais  elle  est  de  degré  sous^doublcy 
tt ,  par  cela  même  ,  plus  simple  à  considérer. 
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Cela  posé  ^  si  a,  b  ,  c,  d,  ,  . ,  sont  les  racines  de  la  proposée, 
on  a  ,  pour  celles  de  Téquation  (i), 

donc ,  d'après  la  composition  connue  des  équations ,  les  coefiBcients 
P',  Q',  R'', . . .  sont ,  au  signe  près  pour  quelques-uns ,  les  sommes 
des  produits  iài,2à2,3à3,...  des  quantités 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

—  P'  =  (a  —  ^)'  -h  (fl  —  c)'  4-  .  . . , 

Q'  =  (fl  -  by{a  —  c)=  -h  (fl  -  A)'  (^  -  c)^  H-  .  . .  , 

—  R'  ::,:,  («  _>  b^  {a  -  c)'  {b  -  c)»  -f-   ...  .  . 


Or  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  symétriques  que 
Ton  peut  évaluer  au  moyen  des  coefTicients  P,  Q,  R, . . .  de  U 
proposée. 

Toutefois,  si  Ton  effectuait  ces  développements,  les  diverses 
fonctions  que  Ton  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à  une ,  deux , 
trois,  etc.,  et,  en  général,  kp  lettres  (si  Ton  considère  le  coefficient 
de  rang  /;  -h  i)  ;  et  ces  coefficients  s'évalueraient  avec  beaucoup 
de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  copiste  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q',  R',    .  . . 

Les  formules  S,  -f-  P  =  o ,  Sj  4-  PS,  -f-  2  Q  =r  o , . . . ,  obtenues 
au  n°  292,  font  connaître  S, ,  S,,  S.^,  .  .  .  ,  en  fonction  de 
P,  Q,  R,.... 

Réciproquement  y  connaissant  à  priori  les  sommes  Si ,  S,,  S,, . .  • 
des  racines  d'une  équation ,  on  pourrait  calculer  les  coefficients 
P,  Q,  R, .  . .  d'après  les  mêmes  formules;  car  elles  donnent 

p_       ç        ^  _  -  s.  -  PS.  _S.-PS,-QS, 

Donc  ,  si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  carrés  des  différences  {a  —  ^)%  [a  —  <:)%  .  .  .  ,  nous 
obtiendrions  facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R', . .  .  . 
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Or,  en  appelant  S',,  S,,  S',,  S^, . .  .   les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (3),  on  a 

S^=z(a  —  by  -f.  (a  —  c)'  H-  (ûf  —  rf)'  H =  (w  —  i)  Tu»  —  2 lahy 

s;  =  (fl  —  ^)«  4-  (fl  —  c)<  -h  .  .  .  =  (m  —  i)Ta'  —  4Tfl^6  -h  6T«»^% 
S'a  =  (fl  —  ô)«  -h  («  —  f)«  -H  .  . .  =  (m  —  i)T««  —  6Tfl»6  H-  i5Ta'b' 

^2oJa'bK 


Explication  de  ce  tableau,  —  Il  est  évident  d*abord  que  les  dé- 
veloppements deS\ ,  S',,  S'3,  .  .  ne  peuvent  se  composer  que  de 
fonctions  symétriques  à  une  ou  à  deux  lettres  au  plus.  Quant  à  la 
manière  de  les  obtenir,  on  observera  que,  dans  chacun  d^eux, 
â%  ou  a\  ou  a^,.  .  .  doit  être  répété  autant  de  fois  que  Ton  peut 
former  de  différences  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  dont  le 
pombre  est  m  —  i;  donc  les  fonctions  Trï%  T/i',  T<3*, . .  .  ont 
toutes  [m  —  i)  pour  coefficient. 

Les  coefticients  des  autres  fonctions  sont  d^ailleurs  ceux  des  dé- 
veloppements des  puissances  [a  —  6)%  {a  —  ô)*,  [a  —  ^)*,. .  -,  depuis 
le  coefficient  flu  second  terme  inclusivement  Jusqu'à  celui  du  terme 
qui  tient  le  milieu,  aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  parties 
sont  alternativement  poritives  et  négatives,  comme  dans  les  déve- 
loppements de  [a  —  ^)%  {a  —  ^ )*,.... 

Le  nombre  des  sommes  S', ,  S', ,  S'3 , . . .  qu*il  est  nécessaire 
d'évaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficients  P',  Q',  R', ...  de 
réquation  (3);  par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'„. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  la  pratique 
pour  évaluer  ces  sommes  :  « 

On  commence  par  calculer  les  sommes  S| ,  Sj,  S3, .  .  . ,  jusqu*à 
Sj„  ou  Sflif «,__,),  des  racines  de  la  proposée  (i);  pais,  à  l'aide  des 
formules  du  n°  894,  on  évalue  toutes  les  fonctions  Tabj  Ta^b^ 
Ta'ô% . .  ;  d'où  Ton  conclut  les  valeurs  de  S',,  S',,  S'3, ... ,  S'„, 
et,  par  suite,  celles  de  P',  Q',  S',.  .  .jT,  IJ'. 

1498.  Soit  proposé  de  former  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  Téquation  .r*  —  «j  .r  -h  7  =  o. 
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APPLICATIONS 


{m-i)_ 


=  3. 


Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  on  a  m 

A  insi ,  réquation  cherchée  est  de  la  forme  z^  -f-  P'  »'  -h  Q'  «  -4-  R =o; 
cVst-à-dire  qu'il  y  a  trois  coefficients  à  déterminer,  et,  par  consé- 
quent, trois  sommes,  S',,  S',,  S',,  à  calculer.  Cela  posé,  on  a 

P  =  o,     Q  =  — 7,     R  =  7; 

d'où  Ton  déduit,  tout  calcul  fait, 

S,  =  o,  Sa  =  i4>  83=:  —  21,  84  =  98,  Ss  =  —  24^,  Sfi  =  833 , 


Ta      =       S,=       i4, 
Tab    --ZZ       Qr3-    7, 


Ta*     =  S«     =  833 , 

Ta'b  =858,  —  S,  =  — 833, 

Tfl»ô'=84S,  — Sfi=      539, 


S'. 


Ta*      =       84=       98, 
Ta'b   =—84=:  — 98, 

2  2  '^ 

Dom:       S',  =  2  Te'  —  2  ïaft    =:    42 , 

S',  =2Tfl*  — 4Ta3^>  -f.    6Ttf'é»-'  =  882, 

S',  =  2ÏÛ«  — 6Tfl»^  -H  i5T^*A'  — 2oT/i=^6'=r  18669. 

Ainsi,  à  cause  des  formules 

P'  .-=  o,     8',  -f-  P'8',  -h  2Q'  =  o,     S'3  -h  P'S;  -f-  q'S\  -h  3R'  =  0, 

on  a         P'  =  -  S'.  =  -  42,        Q'  =  ~  ^V'-l'^l  =  44^, 
^.^^^S;-P-S;-^Q-S-^^^^ 

Donc,  enfin ,  Ton  obtient         * 

z^  —  4^*'  ~^"  44  '  ^  —  49  =  *'» 

pour  réquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  do  Tequa- 
tion     x^  —  7.r -4-7=0. 

Nous  engageons  les  commençants  à  traiter  ce  nicme  exemple  par 
l'élimination,  afm  de  comparer  les  deux  méthodes. 

399.  Oî  moyen  do  doterminer  les  coefficients  do  l'équation  aux 
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carrés  des  différences  peul  être  également  employé  pour  déterminer 
les  coefficients  de  Féquation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à 
deux,  a  -h  b^  fl  -f-  c,  ^  -f-  c, .  . .  (voyiez  n*»  496). 

Soit  jt'  4-  Px'  -h  Qx  -f-  R  =  o  réquation  proposée  ; 

réquation  aux  sommes  a  -h  b,  a  -\-c,  b  -^  c  serait  de  la  forme 

23  ^_  p/jï  ^  Q'j  ^  R'  ~  o; 

et  en  appelant  S\,  S',,  S',  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  de  cette  seconde  équation,  on  aurait,  pour  déterminer 
S', ,  S', ,  S'g ,  les  formules 

S',  =  (fl  +  ^)  4-  (û  ■+-  c)  -f-  (6  -f-  f)  =  2  (/i  -h  ^  H-  c)  =  2T^, 
s;  =:(fl-h  ^)'H-(fl-hc)'  -^[b  -^  cy  =1  7.1a^ -{- iTab y 
S'j  =  (rt  -f-  by  4-  (rt  -f-  r)^  4-  [h  -h  f)'  =  2T/7'  4-  3T«' b. 

Apres  avoir  calculé  les  sommes  S|,  S,,  Sa,  de  la  proposée,  on 
en  déduirait  les  valeurs  de  Tû%  lab^  T<i%  Ta'^bj  ce  qui  ferait 
connaître  S',,  S',,  S'^;  et  Ton  obtiendrait  enfin  P',  Q',  R%  d'après 
les  formules 

S',  4-  P'  =  o,     s;  H-  P'S'.  4-  2Q'  =  o,     S'3  4-  P'S;  4-  Q'S',  4-  3 R'  =  o. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  former  une  équation 
dont  les  racines  fassent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée, 
de  la  forme  «4-^4-  kab ,  «  4-  ^  4-  f*ac , . .  .  ;  on  aurait ,  pour 
une  équation  du  /i'*'"'  degré, 

S',  =  (fl  4-  ^  4-  f^ab)  4-  (rt  4-  c  4-  f^ac)  4-  .  .  .  =  iw  —  i) T«  4-  XTa^ , 
s;  =  (a  4-  ^  4-  haby  4- ...  =  (w  —  i)  Ta'  4-  iTab  4-  2X  T^'^  4-  k^la^b\ 
s;  =  (rt  H-  />  4-  ffoby  4- ...  =  [m  —  I)  T/73  4-  3Trt'^^ 

4-  ^/^{Tn'b-h  2T-r/'^= 

4-  3/^^T/i^^'4-  X'Tfl'^^ 


Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 

Déterminer  y    i**.    L*  équation    aux    carrés    des    différences    des 
racines  de  iVquation  x'  —  6.r  —  7  =  0. 

(  Résultat   ....    z'  —  36 r'  -h  3x4  ^  4-  /{59  =  o.) 
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Cet  exemple  a  déjà  été  traité  (n®  !I74)  par  la  méthode  d^élimi- 
nation. 

tP.  V équation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion JT*  —  3j:-|-2  =  o, 

\  Résultat,  ...  z^  —  3  3  —  2  =  G.) 

3".  U équation  dont  les  racines  soient  des  combinaisons  de  la 
forme  a-^  b  -h  ab,  des  racines  de  Féquation 

or' -H    3x' —    ^x —  12  =  0. 
(Résultat.  .  .    .    s'  -H  10 «'  4-  172  —  28  =  o.) 
4**.   L'équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à  deux 

des  racines  de  Téquation         x*  —  6  jt'  —  5  jt'  -h  4^  -^  +  4°  =  o- 
[Résultat 

2« —  182*4-982*  —  962^  —  747  2' -h  2322  2  —  1944  =  0.) 

500.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
tions  symétriques  par  la  démonstration  d\in  très-beau  théorème 
sur  l'élimination . 

Ce  théorème,  dû  à  Bezout,  consiste  en  ce  que  le  degré  de  ry.QVA- 
Tiow  FINALE  qui  résultc  de  l'élimination  de  l'une  des  inconnues, 
entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à  deux  inconnues,  ne 
peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équations^ 
et  il  est  justement  égal  à  ce  produit  lorsque  les  équations  pntposées 
sont  les  plus  générales  de  leurs  degrés. 

Avant  d'en  développer  la  démonstration ,  il  est  indispensable  de 
faire  connaître  la  forme  d'une  équation  complète  du  //ï''*'  degré  à 
deux  inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n®  I IG)  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à  la  forme  M  j:'  -f-  N  j:  -f-  P  =  o,  M  étant 
une  quantité  toute  connue,  N  un  polynôme  du  premier  degré 
en  J'y  et  P  un  polynôme  du  second  degré. 

Kn  général,  une  équation  à  deux  inconnues  est  dite  du  //i'*"'* 
degré,  lorsque ,  le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m , 
la  somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  nu  même 
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terme  ne  surpasse  pas  m  (*).   Il  résulte  évidemment  de  là  que 
toute  équation  du  degré  m  peut  être  ramenée  à  la  forme 

Aa:*  -h  Bjc"-'  -h  0*->  -h  Dj:»-^  -f-  .  .  .  -h  Tj:  4-  U  =  g  , 

A  étant  une  quantité  connue,  numérique  ou  algébrique , 

B  un  polynôme  du  i*' degré  en  x,  tel  que  by  -h  b\ 

C  un  polynôme  du  2« .  degré cy^  -\-  c'y  -^  c", 

D du  3«  degré. .  dy^  4-  d'y^  -f-  d"y-\-d'", 


T du  (m  —  !)'•■•  degré.  .    /jr*~'  -h  t' y^^  -+-..., 

U du  /7i"'^  degré .  .    uy^     -+-  w'y»"»  -f-  . .  .  ^ 

(quelques-uns  des  coefficients  ^,  6',  c,  c', . .  .  peuvent  être  nuls 
dans  les  cas  particuliers  ] . 

SOI.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à  deux  in- 
connues, 

Ax^  -f-  Bx*-'  -t-  Cx*-'  -*-    .  .  .   -H  Tx  -h  U  =  o , 

A'o:* -I-B'j:»- +CV-»-|-    ...    -f- T'x -f-U' =  o , 

que  nous  désignerons  ,  pour  abréger,  par     M  =  o,  N  =  o. 

Concevons,  en  outre,  que  la  première  équation  soit  résolue 
complètement  par  rapport  à  x  [quoique  nous  n^ayons  pas  encore 
les  moyens  d'effectuer  cette  opération  ] ,  et  qu'elle  donne  les  m 
valeurs  x=za,x=byXz=Cy...(a,  b ,  r^.  ,  .étant  alors  des 
fonctions  de/).  * 

Chacune  de  ces  m  valeurs  de  x,  substituée  dans  Féquation 
M  =  o,  doit  la  vérifier,  quelque  valeur  que  Ton  attribue  à  y  après 
cette  substitution. 

D^un  autre  côté ,  si  l'on  porte  ces  m  valeurs  successivement 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  N  =  o,  on  obtient  les 


(*)  On  suppose  ici  quo  les  tlrnom ina leurs ,  b^il  y  en  a ,  ne  renferment 
pas  les  inconnues  x  et  /,  autrement)  il  faudrait  J^abord  chasser  les  donc* 
minateurs.  {Voyes  la  remarque  du  n°  Oft.) 
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expressions 

A'a"4-B'/i'-'4-...,  A'A"-j-B'^"~«-+...  .,  AV-f-B'c"-' H-. . ., 

qui  sont  y  en  général ,  des  fonctions  irrationnelles  de  j.  Or  je  dis 
que  toute  valeur,  j  =  6 ,  qui  rend  nulle  l'une  de  ces  fonctions ,  est 
une  valeur  convenable  (  n**  867  ). 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  6  rende  nulle  la  fonction 

A'/i"  -h  B'fl"-'  H- ...  ; 

et  désignons  par  x  =  a  ce  que  devient  x  =  a  lorsqu^on  rem- 
place j  par  ê  dans  a  ;  le  système  (ic  =  a ,  j  =  6  )  vérifie  évidem- 
ment M  =  o  ,  puisqu'on  a  déjà  vu  que  :r  =  a  la  vérifie,  quel  que 
soit  j. 

En  second  lieu  ,  j  =  6  rendant  nulle  la  fonction 

A'a"  -h  B V-'  -f- .  .  . , 

qui  n*est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N  s:r  o  ,  dans 
lequel  on  a  mis  a  à  la  place  de  x ,  vérifie  N  =  o  en  même  temps  que 
X  =  0Lj  valeur  de  a  qui  correspond  à^  =  <5. 

On  voit  donc  que  (x  =  a,  j-  =  6)  forme  un  système  commun 
aux  deux  équations  M  =  o  et  N  =  o  j  ainsi ,  j  =  6  est  une  valeur 
convenable. 

Réciproquement,  toute  valeur  convenable  de  y  doit  anéantir 
l'une  (les /onctions  ci-dessus. 

Car,  pour  être  convenable,  il  faut  quVlle  satisfasse  aux  deux 
équations  en  même  temps  qu'une  certaine  valeur  de  x;  or  toutes 
les  valeurs  de  x  convenables  sont  comprises  dans  x  =  a  ,  x  =  b  ^ 
X  =  c ,  .  .  .  ;  et  dès  que  l'on  fait  x  =  <i ,  ou  x  =  ^ ,  .  .  ,  le 
premier  membre  de  N  =-.  o  retombe  dans  l'une  des  fonctions  ci- 
dessus,  qui  doit,  par  conséquent,  s'évanouir  par  l'hypothèse /  =  €. 

On  peut  conclure  de  là  que ,  si  l 'on  égale  à  o  le  produit  de 
toutes  ces /onctions ,  l'iqv atiov  qu'on  obtiendra  sera  (sans  aucun 
facteur  étranger)  l'équation  finale  qui  doit  résulter  de  l'élimina^ 
tion  de  x  entre  les  deux  proposées. 

Cette  équation  finale,  que  nous  nommerons  l'équation  (Y) ,  est 
donc 

{AV'-hBV'--'-h...)(A7;«  +  B'^-'4-...)(AV^4-B'r«--h...)  =  <>- 
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Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de 
réquation  M  ==  o  par  rapport  à  x:  mais  nous  allons  voir  que  cette 
dernière  opération  n'est  pas  nécessaire  ;  et  nous  reconnaîtrons , 
dans  ce  qui  yient  d'être  dit,  une  nouvelle  méthode  d'élimination. 

Remarquons  d*abord  que  l'équation  (T)  ne  change  pas ,  quelque 
permutation  que  Ton  fasse  entre  les  racines  a,  b^  c,  ^,...  ;  ainsi , 
le  premier  membre  est  (  n°  291  )  une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  entière  des  racines  de  l'équation  M  =  o,  résolue  par  rapport 
à  X,  Donc ,  en  vertu  du  théorème  établi  au  n®  W6 ,  ce  premier 
membre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coefficients  A,  B,  G,... 
de  l'équation  M  =  o  ;  et  il  est  possible  de  former  l'équation  (Y) 
sans  que  Ton  soit  obligé  de  résoudre  d'abord  l'équation  M  =  o. 

Cette  méthode,  qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du 
second  degré ,  devient  très-laborieuse  lorsqu'on  veut  l'appliquer 
à  des  équations  d'un  degré  plus  élevé.  Elle  a  toutefois,  sur  la 
méthode  exposée  n"  269  et  sur  plusieurs  autres,  l'avantage  de 
conduire  toujours  à  la  véritable  équation  finale,  sans  l'introduction 
d'aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici ,  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur 
le  degré  de  l'équation  finale. 

599.  Pour  déterminer  le  degré  en  j  de  l'équation  (Y) ,  il  suffit 
de  considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or  chaque  terme  du 
produit  qui  compose  le  premier  membre  se  forme  de  la  multi- 
plication d'un  terme  du  premier  facteur  par  un  terme  du  second , 
par  un  terme  du  troisième  ....  Soient  Ka*,  K'6*',  K"c*', .  .  . 
des  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  m  facteurs  :  le  terme 
correspondant  du  produit  sera 

D'ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  //,  ^,  r,. , .;  dom* 
ce  terme  fait  partie  d'une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent 
dans  la  composition  de  (Y);  et  cette  fonction  partielle  peut  elle- 
même  être  représentée  (  n**  295  )  par 


Il  suffît  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  y  de  cette 
fonction. 

Or,  si  l'on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
Si  ,  S3 ,  Sj , .  . .  (  n°  dOd)^  et  que  Ton  ait  égard  aux  degrés  en  y  des 
coeffîcients  A ,  B ,  C , . .  .  de  Téquation  M  =  o  (  n«  500) ,  on  verra 
que  Si  ,83,89 , ...  ,Sa  ,  sont  du  premier,  deuxième,  troisième, .  . . , 
et,  en  général ,  du  degré  h  en  y.  Donc  Sa  X  S'^  X  S*  ...  est  d'un 

degré  marqué  par  A  -f-  /i'  H-  A"  4-  ...  ;  et  diaprés  les  formules 
du  n^  !I94,  qui  donnent  l'expression  d'une  fonction  symétrique 
quelconque,  Tfl*  h*' c*"" ...  est  aussi  du  degré  h  -\-W  -^  h" y . .  . ,  et 
ne  peut  surpasser  ce  degré. 

D'un  autre  côté,  soient  A-,  k' y  k'\,  .  .  les  exposants  de^  dans 
les  coefficients  R,  R',  K'^  ...  ;  la  somme  des  exposants  du  pro- 
duit K .  R' .  K" .  .  .  .  est  ^  -h  A^'  -4-  /  " .  .  .  Ainsi ,  dans  la  fonction 
R.R'.R".  .  .  XT/?*^^'c*".  .  .  ,  la  somme  des  exposants  est 
X  +  X'  -h  A^"  -h  .  .  .  -h  /i  -f-  h'  -f.  //'  -1-  .  .  .  ;  mais ,  d'après  la 
composition  de  l'équation  N  =  o^  Ton  a  tout  au  plus 

Donc,  enfin ,  la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d'un 
degré  marqué  par  /2  4-  «  4-  «  -t- . . .  ,  ou  m  x  /i.       C,  Q.  F,  D. 
I>f,  B,  —  \] équation  aux  différences  étant  (  n®  2T5)  le  résultat 
<le  l'élimination  de  x  entre  les  équations 

X  =  o, 

Z  V 

2  2.3  ' 

dont  la  première  est  du  degré  /ti  en  x,  et  la  seconde  du  degré  m  —  t 
en  X  et  M ,  il  s'ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degré 
m  {m  —  i),  et  c'est ,  en  effet ,  ce  qui  a  été  reconnu  ( n**  i7tf  ). 

Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à  un  nombre  m 
d'équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues,  (f^oyez , 
pour  sa  démonstration ,  un  Mémoire  de  M,  Poisson ,  XP  cahier 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique ^  page  1 99.  ) 
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CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  équations  numériques  à  une  on  à 

plusieurs  inconnues. 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent 
sont  applicables  à  toutes  les  équations,  de  quelque  nature  que 
soient  leurs  coefficients,  numériques  ou  algébriques;  et  ces  prin- 
cipes doivent  être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu'à 
présent  qu*à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  Les  formules  qu'ils  ont  obtenues  pour  les 
valeurs  des  inconnues  sont  si  compliquées  et  d'un  usage  si  peu 
commode,  lorsque  toutefois  on  peut  les  appliquer  (ce  qui  n'est  pas 
toujours  possible),  que  Ton  doit  regarder  le  problème  de  la  résolu- 
tion des  équations  algébriques  d'un  degré  quelconque  comme  plus 
cuiîeux  qu'utile.  Aussi  les  analystes  ont-ils  dirigé  principalement 
leurs  recherches  vers  la  résolution  des  équations  numériqurs, 
c^est-à-dire  de  celles  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  parti- 
culiers; et  ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles  — 
Une  équation  numérique  d'un  degré  quelconque  [à  coefficients 
réels]  étant  donnée ,  on  peut  toujours  déterminer  ses  racines. 

C'est  l'ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de 
développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre ,  du  moins  en 
ce  qui  concerne  les  racines  réelles. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  rélimination  ,  ou 
la  résolution  des  équations  numériques  à  plusieurs  inconnues. 

Première  partir.  —  Équations  numériques  à  une  inconnue, 
[  Pour  la  généralité  de  nos  raisonnements^  nous  représenterons  en- 
core l'équation  proposée  par  j^  -4-  Px*^'  -h  Qx«-'  -h  .  .  .  =  g  ; 
mais  les  lettres  P,  Q , .  .  .  seront  censées  désigner  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  réelles  ,  positives  ou  négatives.] 
Alg,  B,,  10^  éd.  3i 
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§  I*^"".  —  Principes  fondamentaux.  —  Limites  des 

racines. 

503.  Premier  principe.  —  Si  deux  nombres  p  ^^  q  (de  signes 
quelconques),  substitués  à  la  place  de  x  dans  une  équation  nu- 
mérique, X  =  o,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la 
proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition,  nous  ferons  voir  que, 
si  un  nombre  a ,  mis  à  la  place  de  x  dans  un  polynôme  X,  fonc- 
tion entière  de  x  (n°  S50),  mais  dont  les  coefficients  sont  numé> 
riques  et  réels,  a  donné  un  certain  résultat  A ,  on  pourra ,  en  rem- 
plaçant x  par  a  •+-  /i,  et  prenant  h  suffisamment  petit,  obtenir  un 
nouveau  résultat  qui  diffère  du  premier  d'une  quantité  moindre  que 
toute  grandeur  donnée. 

Soient  en  effet  A,  B,  G,  D,. . .  ce  que  deviennent  les  poly- 

Z      V 
nômes  X,  Y,  -5  — a  ?  •  •  •  (n°  264)  quand  on  y  met  a  au  lieu 

2     2*0 

de  x;  le  polynôme  X  deviendra,  par  la  substitution  de  a  +  /^^ 

ou  bien,         A  -h  A  (B  -h  CA  +  DA^  -h .  . .  -h  A*"'). 

La  quantité  A  (B  +  CA  -f- . . .)  est  l'expression  de  la  différence 
entre  les  i^sultats  des  substitutions  de  âr  +  A  et  de  a;  et  c'est  cette 
différence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée ,  pour  une  valeur  convenable  de  A. 

Or  B,  C,  D,...  étant  des  quantités  finies  de  signes  quel- 
conques, considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  pré- 
senter, celui  où  elles  seraient  toutes  positives  et  égales  à  R,  la  plus 

grande  d'entre  elles.  L'expression  A  (B  -h  CA  -h-..)  devient 

KA(i  -h  A -h  A» -+....-+.  A"-'), 

KA(i— A-)             .'.       .   j               KA 
ou  (n®  3i  )  i — -^  quantité  momdre  que j^  tant  que 

l'on  a  A  <;  I . 
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Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit 
moindre  qu'une  quantité  donnée  N,  il  n'y  a  qu'à  poser 

—— ^  =      ou     <  N ,      ce  qui  donne     /i  =     ou     <  ^       ^  -, 

et  toute  valeur  de  h  qui  satisfera  à  cette  dernière  condition  satis- 
fera nécessairement  à  l'inégalité 

et ,  à  plus  forte  raison ,  à  l'inégalité 

A(B-t-C/i-+-DA'4-...)<N; 

ce  qui  est  bien  le  résultat  demandé. 

Nous  pouvons  actuellement  démontrer  le  principe  énoncé  ci- 
dessus  en  convenant ,  pour  fixer  les  idées,  que,  des  deux  nombres 
p  et  qy  p  sera  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  se  rapproche 
davantage  de  Y  infini  négatif.  Gela  posé ,  peig  mis  à  la  place  de  x 
dans  l'équation  X  =  o,  donnant,  par  hypothèse,  deux  résultats 
de  signes  contraires  y  P|  etQ,,  on  peut  concevoir  que  l'on  fasse 
varier  x  par  degrés  insensibles  depuis^  jusqu'à  7;  les  résultats 
des  substitutions  successives  varieront  aussi  par  degrés  insensibles, 
c'est-à-dire  de  manière  à  ne  différer  les  uns  des  autres  que  de 
quantités  aussi  petites  que  l'on  voudra  (ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  le  polynôme  X  est  soumis  à  la  loi  de  continuité,  ou  varie 
d'une  manière  continue  dans  l'intervalle  de  P|  à  Q,).  Or  une 
quantité  qui  est  constamment  finie  (*)  ne  peut  passcjr  du  positif 
au  négatif,  ou  réciproquement,  qu'en  passant  par  la  valeur  o. 

Donc ,  parmi  les  nombres  compris  entre  p  et  ç,  il  y  en  a  néces- 
sairement au  moins  un  qui  donne  un  résultat  égal  à  o;  et  ce 
nombi*e  est  alors  une  racine  de  l'équation  X  =r  o. 

504.  Second  principe.  —  De  ce  que  deux  nombres  substitués 

{*)  En  général,  une  fonction  de  x  peut  passer  de  Pétat  postiirh  rétat 
négatif,  soit  en  passant  par  Vinfini,  soit  en  passant  par  la  valeur  zéro; 
mais  ici  les  coefficients  de  la  proposée  étant  des  nombres  finis,  etx  nVn- 
trant  pas  en  dénominateur,  la  Taleur  de  X  ne  peut  pas  devenir  infinie. 

3l. 


.1  b  |>Lir  (11'  >  iLiii  une  i'(|uuli<>n  donnent  deux  résultais  de 
■iKuri  iimlruiict,  <ui  i»l  vn  droil  de  conclure  tjn'ils comprenneni 
.IN  fH.iini  une  iiirinr  nrW/c;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu'ils 
«Vn  rompi-rnnrnl  qu'une  seule .  ei  ils  prmfni  in  comprendre  un 

H.imhrr  im/ioir  f  H('(n>N>y«r. 

t>*i  n-M)llr  dune  ntHi»ellr  proposition  tjue  nous  allons  dé- 
TOonirM-,  ri  qui  ntBSOSe  en  ce  t|o«. 

X  -wur  •.-.wj-i-j  P  »")  ^-m/irrnnenl  un  nombre  impair  quel- 
.  ■■  ■  .ï,  s  ■  —  I ,  i-  •vr'fi  rretlet,  les  réndtati  de  leur  suhui- 
,-1  ;■  i  .1  ..j.i  II  \  ^"«t  rie  signet  rontniiresi  et  s'ils  en  com- 
^~,,ntc  ...  w.«'-  /"'"■  '/ueUonqur,  an,  Us  résultats  de  leur 
V»  i~i-ff""  •■•M  it\ti'tiirenient  de  même  ligne, 
fwii  ■m.iiw  i'*»!?  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 

. ,  • ■•■^le*  «*«  racines  de  l'équation  proposée  X  =  o,  que 

,  ju  ^(/poMf  i-o*prises  entre  les  nombvesp  et  if,  de  signes  quel- 
..,^...,..  rt  par  f\j')  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré 
eu  (,  .(ui  i-wrespondent ,  tant  aux  racines  réelles  non  comprises, 
ifu  ;iti.\  nH'ines  imaginairi's, 

U-  premier  membre,  X ,  de  l'équation  peut  se  mettre  sous  la 
(vrwe  (j-  _  „)  ;.r  -  i)  (^  -  c) .  .  .  X  T  {^). 

SubMilutHis  maintenant ,  dans  (e  produit  précédent,  p  et  q  k  la 
|4a<*dej:[/.éUnt  <y];  nous  obtenons  les  deux  résultats 

(/'-'')(/'-/';f/,-rj...xT(/'), 

lî-'')i'/-i)('/-r)...x?(7); 
t  ?  (  V)  désignant  rc  que  devient  f  (j:)  lorsqu'on  y  remplace  je 
■t  7  [ ces  deux  quantités  f  (p)  et  y  (7)  sont  nécessairement  de 
signe;  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe, 
irait  encore  au  moins  uni-  racine  réelle  comprise  entre  ;> 
?  qui  serait  contre  l'hypothèse]. 

posé ,  pour  déterminer  plus  facilement  le.s  signes  des  deux 
is  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 
{l^~dj[p~.b)  (;j-r)...xy(/') 

il  -n){q  -  b){q  -  c).  .  .-^^{q)' 
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..  p —  a         p  —  b         p  —  C  »(») 

OU  bien,         ^ X  ' 7  X  '- ...  X  —^  • 

Mais/;  et  q  comprenant  les  racines  a,b,c, ,  et/;  étant  <  «/, 

on  a  nécessairement  p  <C  a ,  b^  Cy , 

^t  g>a,b,Cy ; 

d'où  l'on  déduit         p  —  «,/?  —  ^,  p  —  r,...<^o, 
et  q  —  a,  q  —  b,  q  —  f,...>o. 

Donc,  puisque/^  —  aetq  —  a  sont  des  signes  contraires,  de  même 
que  p  —  b  et  q  —  bf  p  —  c  et  7  —  c, .  .  . ,  les  quotients  partiels 

P  —  ^     P  —  ^     P  —  c  ....     ^,  .1.  ^(p) 
î    r  f    , . . .  sont  tous  n(*£;atifs.  D  ailleurs  ■^-'~- 

q  —  aq  —  bq-^c  °  if{q) 

est  essentiellement  positif,  puisque  «p  (p)  et  <f  (q)  sont  de  même  signe  ; 

.    .,          i.P  —  «       P  —  ^      P  —  c  a  (p) 

ainsi,  le  produit X       -,  X ...  X     '  >  sera  fié- 

,y-_«  g^b  q^c  ff{q) 

gatifsx  les  racines  comprises  a,  b,  Cy.    .  sont  en  nombre  impair, 
et  positif  s\  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc,  enfin,  les  deux  résultats  [p  —  ^)  {p  —  ^)  {p  —  ^') .  •  •  X  y  (p) 
ei(q  —  a){q  —  b)(q  —  c)  . .  .  X  <p  (7),  seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe ,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p  et  q 
seront  en  nombre  impair  011  en  nombre  pair. 

Conséquence.  —  Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition , 
que ,  .VI  fieux  nombres ,  substiiués  à  la  place  de  x  dans  une  équation , 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  au 
moins  une  racine,  mais  ils  peuvent attssi  en  comprendre  un  nombre 
IMPAIR  quelconque;  et  s'ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe , 
ou  ils  ne  comprennent  aucune  racine ,  ou  bien  ils  en  comprennent 
UN  NOMBRE  PAIR  quclconquc. 

Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équa- 
tiens  numériques  se  réduisent ,  en  dernière  analyse  ,  à  substituer, 
dans  l'équation ,  des  nombres  particuliers  qui,  la  vérifiant,  en 
sont  alors  reconnus  r<zr/>?r.v^  ou  qui,  du  moins,  sont  jugés  devoir 


484  PRINCIPES    FONDAMENTAUX  ,    ETC. 

à  la  place  île  .r  clans  une  équation  donnent  deux  résultats  de 
signes  contraires,  on  est  en  droit  de  conclure  qu'ils  comprennent 
au  moins  une  racine  réelle;  mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu*ils 
n'en  comprennent  qu'une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un 
nombre  impair  quclconfjuc. 

Ceci  résulte  d'une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer, et  qui  consiste  en  ce  que  % 

Si  deux  nombres  p  etq  comprennent  un  nombre  impair  quel" 
conque,  2  n  4-  i,  de  racines  réelles,  les  résultats  de  leur  substi' 
tution  à  la  place  de  x  sofU  de  signes  contraires;  et  s'ils  en  com- 
prennent un  nombre  pair  quelconque,  an,  les  résultats  de  leur 
substitution  sont  nécessairement  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 
a ,  bj  c, , , .  celles  des  racines  de  l'équation  proposée  X  =  o,  que 
l'on  suppose  comprises  entre  les  nombres  p  et  q,  de  signes  quel-' 
conques,  et  par  ^  (x)  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré 
en  x,  qui  correspondent,  tant  aux  racines  réelles  non  comprises, 
qu'aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre,  X,  de  Téquation  peut  se  mettre  sous  la 

forme  (x  —  n)  {x  —  b)[x  —  c) .  .  .  X  f  W- 

Substituons  maintenant ,  dans  le  produit  précédent,  p  ei  q  k  la 
place  de  x  [p  étant  <Cq]',  nous  obtenons  les  deux  résultats 

(p^a){p--b){p  —  c).,,y<f{p), 

(7  —  «)  1  y  ~  ^)  (  7  —  0 . . .  X  <p  (7)  ; 

i^lp)  et  ff  (q)  désignant  ce  que  devient  ^p  (jt)  lorsqu'on  y  remplace  x 
par /?  et  q  [ces  deux  quantités  y  [p)  et  ^  (q)  sont  nécessairement  de 
même  signe;  puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe, 
y  (j:)  aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  ^ 
et  q,  ce  qui  serait  contre  T hypothèse]. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux 
résultats  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 

{p^a)(p^b)  (p-c)^..X^(p)  ^ 
\^  ^  a}{q  --  b)\q  -~  c).  ,  .y:^ff{q)  ' 
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OU  bien,         /LZLÎÎx^X^-^  "'X^^^' 

Mais/;  et  q  comprenant  les  racines  «,/;,  c, ..... ,  et/;  étant  <  </, 
on  a  nécessairement p  <^  a,  b,  c^ , 

d'où  Ton  déduit         p  —  «,  p  —  b^  p  —  r,..  .<^o, 
et  q  —  a^q  —  b^q  —  t*,..    ^o. 

Donc ,  puisque/;  —  aetq  —  a  sont  des  si{;^nes  contraires,  de  même 

que  p  —  b  ei  q  —  b,  p  —  c  et  7  —  c, .  .  . ,  les  quotients  partiels 

p  —  a     p  —  b     p  —  c  9  (  p) 
ï    r  ? , . . .  sont  tous  néi^atifs.  D'ailleurs  ^-~x 

q-^aq-^bq-^c  ^  ff{q) 

est  essentiellement  positif,  puisque  «p  [p)  et  ^  [q)  sont  de  même  signe  ; 

•     ..          t./^  —  ^       P  —  ^      P  —  ^  9  ip) 

ainsi,  le  produit X       -    ,  X  ...  X     )  .-  sera  né- 

q^a         q^b        q -^  c  ff{q} 

gatifsi  les  racines  comprises  a,  b,  c^.    ,  sont  en  nombre  impair, 
ei  positif  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc,  enfin,  les  deux  résultats  [p  —  ^)  {p  —  ^)  {p  —  ^O ...  X  y  (p) 
et  [q  —  a){q  —  b)(q  —  c)  . .  .  X  <p  {q)y  seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre/?  et  7 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence.  —  Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition , 
que ,  .VI  deux  nombres ,  substitues  à  la  place  de  x  dans  une  équation , 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires ,  ils  comprennent  au 
moins  une  racine,  mais  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  un  nombre 
IMPAIR  quelconque;  et  s'ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe , 
ou  ils  ne  comprennent  aucune  racine ,  ou  bien  ils  en  comprennent 
UN  NOMBRE  PAIR  qucUonquc, 

Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équa- 
tions numéiiques  se  réduisent ,  en  dernière  analyse  ,  à  substituer, 
dans  Téquation ,  des  nombres  particuliers  qui,  la  vérifiant,  en 
sont  alors  reconnus  rar//fr,v^  ou  qui,  du  moins,  sont  jugés  devoir 
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comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais^  en  réfléchissant  sur 
Taccroissement  rapide  (à  mesure  que  x  augmente)  du  premier 
terme  par  rapport  aux  autres ,  qui  sont  de  degré  moindre ,  on  sent 
r^u*il  doit  exister  un  nombre  susceptible  de  rendre  ce  premier  terme 
à  lui  seul  supérieur  à  tous  les  autres  réunis ,  c'est-ù-dire  à  leur 
somme  arithmétique  (n°6&),  et  qui ,  par  conséquent,  substitué 
dans  réquation  ,  donne  nécessairement  un  résultat  de  même  signe 
que  ce  premier  terme  (qu'on  peut  toujours  regarder  comme  positif). 
Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  autre  sub- 
stitution deviendrait  inutile^  puisqu'on  serait  siir  d'obtenir  des 
résultats  constamment  positifs ,  et  jamais  nuls.  C'est  donc  par  la 
détermination  A\\n  pareil  nombre,  qu^il  convient  de  faire  précéder 
le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

50^.  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d^ine 
équation ,  tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  posi- 
tives de  cette  équation. 

D'après  cette  définition  ,  il  existe  une  infinité  de  limites  supé- 
rieures pour  une  équation  donnée:  car,  dès  qu'un  nombre  est 
reconnu  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre 
plus  grand  jouit  à  plus  forte  raison  de  cette  propriété  ;  mais  alors 
on  doit  se  proposer  d'obtenir  la  limite  la  plus  petite  possible.  Or  on 
est  certain  d'avoir  une  limite  dès  que  l'on  a  obtenu  un  nombre  qui , 
substitué  à  la  place  de  x,  rend  le  premier  membre  positif,  et  qui 
est  tel  en  même  temps ,  que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait 
aussi  un  résultat  positif  . 

Occupons-nous  donc  de  la  détermination  d'un  nombre  qui 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

SOC.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  sui- 
vante :  On  demande  un  nombre  qui ,  substitué  à  la  place  de  x  dans 
une  équation ,  rende  le  premier  terme  x"  plus  grand,  h  lui  seul, 
que  la  SOMME  ARITHMÉTIQUE  de  tous  Ics  uutrcs. 

Supposons  ,  à  cet  effet ,  que  tous  les  termes  de  l'équation  soient 
négatifs ,  à  partir  du  second ,  en  sorte  que  l'on  ait 

x^  —  p.r«   '  —  Qr™   '  —      .  .  —  Tr  -  -  Il  =  o  ; 
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il  s'agit  alors  de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende 

x"  >  Pj:*-'  4-  Qo:"-'  4-  • . .  +  Tx  4-  U.  (i) 

Or ,  si  l'on  désigne  par  K  le  plus  grand  de  tous  les  coeffîcients  y 
et  qu'on  pose  la  nouvelle  inégalité 

j-»>Kj:— -'H-lCr"-»-!-  ...  -f-ïLr  +  K,  (2) 

il  est  évident  que  tout  nombre  qui ,  mis  à  la  place  de  x ,  satisfera 
à  celle-ci  y  satisfera ,  à  plus  forte  raison ,  à  la  précédente. 

Mettons  d'ailleurs  le  facteur  x"  en  évidence  dans  Tinégalité  (2); 
elle  devient 

et  sous  cette  forme  on  voit  déjà  que ,  quand  un  nombre  substitué 
à  la  place  de  x  aura  satisfait  à  l'inégalité ,  tout  autre  nombre  plus 
grand   y    satisfera    encore ,   puisque   la  somme   des    quantités 

K.        K 

1~  "3  +  •  •  •   devient  d'autant  plus  petite    que   x  est   plus 

grand. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  d'abord  j?  =  K  dans  Tinégalité  (3), 
on  a  K"  pour  le  premier  membre  ,  et ,  pour  le  second , 


^"('-^i-+-è+-") 


quantité  plus  grande  que  K" .  Ainsi ,  le  nombre  K  ne  satisfait  pas  à 
l'inégalité. 

Essayons  maintenant  S.+  i  ;  nous  obtenons  (K+  i)"  pour 
le  premier  membre. 

Quant  au  second ,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur , 
remontons  à-l'expression 

Kj?^'  4-  Kx"-'  4-  . . .  4-  Kx  4-  K , 
ou  K(a:*-'4-^""-4-  ...  4-x4-  i), 

qui ,  d'après  la  propriété  du  n**  SI ,  ou  d'après  la  formule  du 
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n**  I9f% ,  revient  à 

X I 

et  remplaçons  x  par  K  +  i . 
Il  yient ,  par  cette  substitution , 

K  .  ^-^ 5     ou  réduisant ,     { K  -f-  i  r  —  '  » 

résultat  plus  petit  que  (K  +  i)"- 

D'ailleurs,  nous  avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre 
plus  grand  satisferait ,  à  plus  forte  raison  ,  à  Tinégalité  (3). 

Donc ,  enfin  (K  -f-  i) ,  ou  le  plus  grand  coefficient  de  l'équation, 
augmenté  de  l'unité ,  et  tout  nombre  ^supérieur  «  (K  -f-  i),  jouis- 
sent de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  x™ ,  à  lui  seul ,  plus 
grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres, 

507.  Limite  ordinaire  des  racines  positioes.  —  Le  nombre  que 
l'on  vient  d'obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première 
limite,  puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand, 
rendant  le  premier  terme  supérieur  h  la  somme  de  tous  les  autres , 
les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à  la  place  de  x  doi- 
vent être  constamment  positifs;  mais  cette  limite  est  ordinairement 
beaucoup  trop  grande ,  parce  qu'en  général ,  Téquation  renferme 
plusieurs  termes  positifs.  Cherchons  donc  une  limite  plus  rappro- 
chée de  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  x"*'*  la  puissance  de  x ,  correspondant  au  pre- 
mier terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x^ ,  et  considérons  le 
cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile 
à  traiter) ,  celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à  partir  de  x"~", 
et  affectés  du  plus  grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans 
l'équation. 

Soit  S  ce  coefficient;  tâchons  d'abord  de  satisfaire  à  la  condi- 
tion 

x^  >  Sx^-"  -h  S^r"-»-'  4-  ...  -j,  Sx  4-  S  ;  (i) 

ou ,  mettant  le  facteur  x^  en  évidence  , 


x^  ^  x^ 


/S        S  S  s         s \         ,  , 
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Cette  autre  forme  prouve  déjà  que ,  quand  on  aura  trouve  pour  x 
un  nombre  qui  satisfasse  à  rinégalitc,  tout  autre  nombre  plus 
grand  y  satisfera  encore,  puisque  la  quantité  entre  parenthèses 
devient  d'autant  plus  petite  que  x  est  plus  grand. 

n 

Or ,    si  l'on    pose    d'abord  jc"  =:  S ,     ou     j?  =  ^S  =  S',  le 
premier  membre  de  l'inégalité  (2)  devient  S'",  et  le  second 


(S'*  S'"  \ 


quantité  plus  grande  que  S'"*. 

n 

Donc  S'  ou  ^S  ne  satisfait  pas  à  l'inégalité. 

n 

Faisant  actuellement  j:  =.  S'+  i  (ou  \/^+  i) ,  on  obtient  d'a- 
bord (S'  -h  0*  pour  le  premier  membre. 

Quant  au  second ,  pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus  simple 
de  remonter  à  l'inégalité  (i),  dont  le  second  membre  revient 
(n**  51  oun»  195)  à 

S. -. 

X  —  I 

En  remplaçant  x  par  S'  +  I9  on  a,  pour  cette  expression , 

S .  ^^-^^ : ,     ou    S'«-  [  (S'  -H  1)"-'^'  —  1] 

S'  -f-  I  —  I  *•  ^  ^  -• 


[à  cause  de  S  =  S'"]  ;  ou  bien  encore ,  effectuant  les  calculs , 

(S' 4-1)'"  — S'"-. 

Or  cette  dernière  expression  est  moindre  que  (S'  -h  1)".  Donc 

n 

S'  +  I  OU  I  4-  V^S ,  et  tout  autre  nombre  plus  grand ,  jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand ,  à  lui  seul , 
que  la  somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs 
dans  l'équation,  et,  par  conséquent,  de  donner  pour  le  premier 
membre,  des  résultats  constamment  positifs» 


Donc,  enfin,    i  -+-  y^»  ^'^  i'nnitc  nugmcntt'v  de  la  racine  dn 
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plus  grand  coefficient  négatif  ^  racine  d'un  degré  marqué  par  le 
nombre  des  termes  qui  précèdent  le  premier  terme  négatif,  est 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  Tcqua- 
(ion ,  il  faut  faire  /i  =  i,  et  la  limite  devient  S  +  i,  ou  le  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l'unité:  c*est  la  limite  dont 
on  se  sert  le  plus  communément. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs,  ou  que  le  second 

terme  manque,  on  a  /z  =  2,  et  la  limite  est  alors  1  +  ^S. 

a 

Dans  le  cas  de  /z  =  3 ,  on  a  pour  limite  i  +  v^  ;  et  ainsi  de 
suite. 

Prenons  pour  exemples  les  équations  suivantes  : 

1°.  X*— 5j:^4-37x>—   3x+39=o,  S-hi  =  5  +  i=6; 

2°.  ^-f.  71;'— i2ar'--49^*+52x-i3=o,   n-v'S  =  i-|-s/49=8; 

3**.  x*-f-iiJ:'— 25a:--67=o,  i-f- v^S  =  H-v^67=6; 

4^3Jr»--  2x»— ii;c-h  4  =  0,  S-+-l  =  -5--M=5. 

N.  B,  —  Dans  le  dernier  exemple ,  on  a  d'abord  divisé  l'équa- 
tion par  3,  avant  d'établir  la  limite ,  parce  que,  dans  la  recherche 
de  la  limite  générale ,  le  coefficient  du  premier  terme  a  été  supposé 
égal  à  l'unité. 

De  plus,  il  est  d'usage  d'exprimer  cette  limite  en  Nombres 
entiers. 

508.  Souvent,  au  moyen  d'une  transformation  exécutée  sur 

n 

l'équation ,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  v^  +  1 . 

Considérons ,  par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus; 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

x^  [x  —  5)  -f-  37  r  (  X  —  ^  I  -i-  39  =  o. 

Or  il  est  visible  qu'en  y  mettant  pour  x,  5  ou  tout  autre 
nombre   phis  grand ,    on  obtiendrait   un  résultat  constammc'nt 
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positif;  donc  5  est  une  limite,  tandis  que  Ton  avait  trouvé  6 
diaprés  la  formule. 
On  a  de  même ,  pour  la  seconde  équation , 

X'  {X'  —  49)  -h  7ar»   f  JT  -  yj  -+-  52  ^X  -  7J   =  0 

(  en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme ,  le  second  et  le 

3  

troisième,  etc.  )  ;  or  on  voit  que  x  =  V^49>  c'est-à-dire  4>  ou 
tout  autre  nombre  plus  grand,  donnerait  un  résultat  positif. 

L'artifice  de  cette  méthode ,  qui  ne  peut  s^appliquer  qu'à  cer- 
taines équations ,  consiste  à  décomposer  ie  premier  membre  en  plu- 
sieurs parties  composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier 
soit  un  monôme  affecté  du  signe  -H,  rf  Vautre  un  binôme  en  x  dont 
le  second  terme  soit  numérique  et  négatif,  puis  à  déterminer  x  de 
manière  que  tous  les  facteurs  entre  parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à  des  équations  renfermant  plu- 
sieurs termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l'appliquer  à  une  équation  telle  que 

X*  —  5x^  —  1 3  .r^  -f-  1 7  .r'  —  69  =  o. 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


X*  —  5x*  —  1 3  x^  -f-  I  ^ 


'('-^) 


on  reconnaît  aisément  que     i3  +  i     ou     i4    serait  une  limite 
supérieure. 

500.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  supérieure, 
la  plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X  =  o  l'équation  proposée  ;  si  l'on  fait ,  dans  cette  équa- 
tion ,  j:  =  jr'  -h  rt ,  x'  étant  une  indéterminée,  on  obtient  (  n°â62  ) 

7/ 

la  transformée  X'  -H  Y  '  «  H «'  -h . . .  -h  «*"  =  o ,  dont  les  coef- 

2 

ficients  s'obtiennent  d'après  une  loi  connue. 

()ela  posé,  concevons  que,  par  des  essais  successifs  ,   on  soit 

parvenu  à  déterminer  pour  .r'  nn  nombre  qui,  snl)stilué   dans 
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Z' 

X',  Y',  —  >'"7  rende  tous  ces  coeffîcieDts  positifs  à  la  fois;  je  dis 

que  ce  nombre  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive  de 
l'équation  X  =  o. 

Kn  effet ,  les  coefBcieDts  de  la  transformée  étant  tous  |>ositifs , 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation.  Ainsi,  les 
valeurs  réelles  de  u  doivent  être  toutes  négatives.  Mais  de  l'équa- 
tion X  =  x'  -f-  «  on  tire  u  =  x  —  .r';  et  pour  que  les  valeurs 
de  u  qui  correspondent  à  chaque  valeur  de  x  et  à  la  valeur  de  x' 
(déjà  déterminée)  soient  négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus 
grande  valeur  positive  de  or  soit  moindre  que  la  valeur  de  x'.  Ce 
qu'il /allait  démontrer. 

Voici  d'ailleurs  la  manière  d'appliquer  la  méthode  : 

Soit  Téquation  x'  —  5x^  —  6x*  —  19x4-7  =  0. 

Comme  x'  est  un  caractère  indéterminé ,  on  peut  conserver  la 
lettre  x  dans  la  formation  des  polynômes  dérivés;  et  Ton  a 

X  =     X*  —    5x^  —    6x'  —  igx  -f-  7, 
Y  =  4*^  —  *5x'  —   12X   —  19, 

-  =  6x'  —  i5x  —  6, 
2 

^  =  4x  -5. 


2.3 


La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramonée  ù  trouver 
pour  X  un  nombre  entier  (le  plu>  petit  possible)  qui  rende  tous 
ces  polynômes  positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  d^ré  ;  il  est  visible 
que  2 ,  ou  tout  autre  nombre  ]>>  2 ,  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  ré- 
sultat négatif;  mais  3 ,  ou  tout  nombre  ^  3  ,  donne  un  résultat 
positif. 

3  et  4)  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degro,  donnent 
un  résultat  négatif;  mais  5  donne  un  résultat  positif,  ot  il  en  serait 
do  même  de  tout  autre  nombre  plu»  grand. 
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Enfin  5  ,  substitué  dans  X ,  donne  un  résultat  négatif;  et  il  en 
est  de  même  de  6»  car  les  trois  premiers  termes  x*  —  5.z^  -*-  6j?' 
reviennent  à  x^{x  —  5)  —  6x',  expression  qui  se  réduit  à  €l  dès 
que  Ton  fait  x  =  6  ;  mais  ^  =  7  donne  évidemment  un  résultât 
positif. 

Donc  7  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  pro- 
posée; c*est  d'ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus  petite^ 
puisqu'on  vient  de  reconnaître  que  6  donnait  un  résultat  négatif, 
d'oii  il  suit  (n°  505)  qu'il  y  a  au  moins  une  racine  comprise  entre 
6  et  7. 

En  général,  on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  la  plus 
petite  en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  Ton  aura  reconnu 
qu'un  certain  nombre  entier  R  et  tout  nomb/v  plus  grande  ren- 
dant positifs  tous  les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  \e  polynôme 
proposé,  K.  +  I  rend  celui-ci  positif  La  limite  la  plus  petite  est 
alors  K  -h  I . 

C'est  ainsi  qu'on  trouvera  que  6  et  7  sont  les  limites  respectives 
des  équations 

.r*  —  3  X*  —    8  x^  —  26  x'  -h  4  ^  —  39=0, 
X*  —  5  x*  —  1 3  JT*  -h  173:^  —  69  =  o. 

A'.  B.  —  On  conçoit  que  cette  méthode  (qui  n'est  d'ailleurs 
employée  que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurables) 
peut  donner  même  une  quantité  moindre  que  l'unité  pour  limite 
supérieure;  puisque,  d'après  la  nature  de  cette  méthode,  il  suffit 
de  trouver  pour  x  un  nombre  qui  rende  positifs  le  polynôme  pro- 
posé et  ses  dérivés.  (Nous  en  verrons  un  exemple  au  n**  542.) 

510.  Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines,  soit 
positives,  soit  négatives. 

Dorénavant,  nous  désignerons  par  la  lettre  L  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  d'une  équation,  de  quelque  manière 
qu'on  l'ait  obtenue. 

I^  Si,  dans  l'équation  X  =  o,  on  fait  x  =  — J,cc  qui  donne 
la  transformée  Y  =  o ,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de 
cette  nouvelle  équation^  étant  prises  avec  le  signe  — ,  donneront 


^94  DÉTERMINATION    UKS    AUTRES    LlllfrES. 

les  racines  négatives  de  la  proposée;  donc,  en  déterminant  par 
les  moyens  connus  la  limite  supérieure  L'  df^s  racines  positives  de 
la  transformée,  on  aura  — L'  pour  !a  limite  supérieure  (numéri- 
quement] des  racines  négatives  de  la  proposée, 

2**.  Si,  dans  l'équation  X  =  o,  on  fait  x  =.  -t  il  en  résulte 
ime  transformée  Y  =  o,  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  pro- 
posée écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or  il  suit  de  la  relation  x  :=z  -t 

r 

qu'aux  plus  grandes  valeurs  positives  de  y  correspondent  les  plus 
petites  dex;  donc,  en  désignant  par  /  la  limite  supérieure  des 

racines  positives  de  la  transformée,  on  aura  -  pour  la  limite  infé- 
rieure des  racines  positives  de  la  proposée. 

3^.  Enfin  si,  dans  la  proposée,  on  remplace  x  par 9  et 

X 
qu'on  cherche  la  limite  supérieure  /'  des  racines  positives  de  la 

transformée  Y  =  o ,  —  77  sera  la  limite  inférieure  (numérique- 
ment) des  racines  négatives  de  la  proposée, 

511.  N,  B.  —  Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utiles 
dans  la  recherche  des  limites. 

Premièrement ,  toute  équation  (jui  na  que  des  permanences  de 
signes  y  c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positif Sy  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs;  car  tout  nombre 
positif,  mis  à  la  place  de  j:,  rendrait  le  premier  membre  essen- 
tiellement positif.  Ainsi,  dans  ce  cas,  zéro  est  la  limite  supérieure 
des  racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs,  c'est-à-dire  qui  n'a  que  des 
variations  de  signe,  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  9/^6'  des 
nombres  positifs  ;  car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mis 
à  la  place  de  x  dans  la  proposée  ,  rend  tous  les  termes  positifs  si 
réquation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  l'équa- 
tion est  de  ilegrc  impair.  Ainsi ,  la  somme  des  termes  ne  peut 
devenir  nulle. 


r.ONSÉQUENC£S    DES    PE15CIPES    PRÉCÉDENTS.  ^9^ 

Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites 
négatives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète ,  telle  que ,  ^7 
ron  change  x  en  —  y,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n'a  que 
des  permanences. 

Conséquences  déduites'  des  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, et  ceux  que  nous  venons  d^établir  sur  les  limites,  ont 
conduit  les  géomètres  à  des  conséquences  très-importantes. 

512.  Peemiàee  conséquence.  —  Toute  équation  de  degré  im- 
pair, dont  les  coefficients  sont  réels ,  a  au  moins  une  racine  réelle 
de  signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

En  effet ,  soit  af"  -h  P^~'  -f- . .  -h  Tx  ±:  U  =  o  l'équation 
proposée;  et  considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est 
négatif. 

Si  Ton  fait  x  z=  o  dans  Téquatiou ,  le  premier  membre  se  réduit 
à  —  U.  D'un  autre  côté,  substituons  à  la  place  de  x,  (K  -H  i), 
ou  (n®50G)  le  plus  grand  coeflicient  de  l'équation  augmenté  de 
Tunité;  comme,  par  cette  substitution,  le  premier  terme ar"  est 
à  lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres 
termes,  il  s'ensuit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif. 
Donc,  en  vertu  du  principe  démontré  au  n"  505,  il  y  a  au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  o  <?r  (K  H-  i),  laquelle  racine  est 
positive,  et,  par  conséquent,  de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif 

En  faisant  toujours  x  =  o,  on  trouve  pour  résultat  -h  U;  mais 
en  mettant  pour  x,  —  (K  -f-  i  ),  on  obtiendra  un  résultat  néces- 
sairement négatif  puisque  le  premier  terme  j:",  qui  devient  néga- 
tif par  cette  substitution,  donne  son  signe  à  toute  l'expression. 
Donc  Péquation  a  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  o  et 
—  (K  -I-  1  ),  c'est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme. 

Seconde  conséquence.  —  Toute  équation  de  degré  pair ,  à  coeffi- 
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oients  réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles  y  l'une  positive  et  l'autre  négative. 

En  effet,  soit  —  U  son  dernier  terme;  en  faisant  ar:=o,  on 
trouve  pour  résultat  —  U.  Substituons  successivement  (K  -1-  i  ) 
et  —  (K  -f-  i),  K  étant  toujours  (n°  506)  le  plus  grand  coefE- 
cient  de  l'équation;  comme  m  est  pair,  le  premier  terme :r*  reste 
positif.  D'ailleurs,  il  devient  plus  grand,  par  ces  substitutions, 
que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats  des  deux  sub- 
stitutions sont  l'un  et  l'autre  positifs,  ou  de  signe  contraire  à  celui 
que  donne  l'hypothèse  x  =  o.  Ainsi,  l'équation  a  au  moins  deux 
racines  réelles.  Tune  comprise  entrée  et  (K -f-  1),  ou  positive, 
et  l'autre  comprise  entre  o  et  —  (K  -f-  i),  ou  négative, 

N.  B.  —  On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degré 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  former 
des  équations  qui  n'aient  que  des  racines  imaginaires  :  il  suffit, 
pour  cela ,  de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second 
d^ré  qui ,  égalés  séparément  à  o ,  ne  donneraient  que  des  racines 
imaginaires;  il  est  clair  que  l'équation  ainsi  formée  n'aurait  elle- 
même  que  des  racines  imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  pro- 
position (n**  256),  que  toute  équation  a  au  moins  une  racine, 
on  voit  que  cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant 
démontrée  pour  la  plupart  des  équations  numériques;  d'ailleurs, 
les  démonstrations  des  conséquences  ci-dessus  sont  fondées  sur  le 
principe  du  n°  505  et  sur  celui  du  n°  506,  qui  sont  tout  à  fait 
indépendants  de  la  théorie  établie  dans  le  septième  chapitre. 

515.  Troisième  conséquence.  —  Si  une  équation,  dont  les 
coefficients  sont  réels ,  a  des  racines  imaginaires  y  ers  racines  ne 
peuvent  être  qu'en  nombre  pair. 

En  effet,  concevons  que  l'on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles:  le  polynôme  quotient  que  l'on  obtiendra  aura  ses 
coeffîcients  réels  (d'après  la  loi  de  formation  n"  236);  de  plus,  il 
doit  élre  de  degré  pair.  Car  autrement,  en  l'égalant  à  zéro,  on  for- 
merait une  équation  de  degré  impair  qui  (n"  512)  admettrait  une 
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racine  réelle  àii  moins  ;  ce  qui  serait  contraire  à  la  nature  de  cette 
équation  qui  ne  doit  plus  renfermer  que  des  racines  imagi- 
naires (*). 

Remarque,  —  Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  par- 
ler, jouit  d'ailleurs  d*une  propriété  caractéristique  y  c'est-à-dire 
appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  n^ont  que  des  racines 
imaginaires  :  c'est  de  rester  constamment  positif  y  quelque  valeur 
réelle  que  l'on  y  mette  à  la  place  de  x. 

En  effet  ^  s'il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif  en  substituant  pour  x,  (R-f-  i)  [ou  le 
plus  grand  coefficient  augmenté  de  l'unité],  il  s'ensuivrait  que  ce 
polynôme  égalé  à  zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise 
entre  (  K  -f-  i  )  et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif. 

Il  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit 
être  positif,  puisque,  autrement,  x=:o  donnerait  un  résultat 
négatif,  ce  qui  ne  doit  pas  être. 

5 14.  QuATRiiME  CONSÉQUENCE.  —  Toutcs  les  fois  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  positif,  le  nombre  des  racines  Truelles 
positives  de  l'équation  est  pair  ;  et  toutes  les  /ois  qu'il  est  négatif, 
le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  le  dernier  terme  soit  +U, 
ou  positif.  Comme,  en  faisant  x  =  o,  on  a  pour  résultat  -h  U,  et 
qu'en  faisant  x  =r  K+  i,  on  a  aussi  un  résultat  positif,  il  s'en- 


(^)  On  peut  encore  considérer  cette  proposition  comme  une  conscqnence 
du  théorème  de  M.  Couchy;  puisque,  dans  le  cours  de  la  démonstration 
que  Von  en  donne  ordinairement,  on  est  conduit  à  prouver  que  toute  équa- 
tion qui  a  une  racine  de   la  forme  a  +  b  ^ —  \ ,  en  a  nécessairement  une 

seconde  de  la  forme  a  —  h  ^—  i  ;  ce  qui  entraîne  la  conséquence,  que  les 
racines  imaginaires  vont  par  couples.  Cest  ainsi,  en  effet,  que  raisonnent 
tous  les  auteurs  qui  ont  développé  la  démonstration  du  tbéorëme  précité. 
Mais  nous  persistons  à  penser  que  ce  théorème,  tant  par  la  nature  do  sa 
démonstration  que  par  les  dtlfîcultés  d'*analyse  qu^elle  présente,  ne  sau- 
rait servir  de  point  de  départ  à  la  théorie  des  équations .  Au  surplus,  le 
fait  analytique,  que    les  racines  imaginaires  des  équations  s'y  trouvent  par 

couples  et  sont  dela/orme  a  +  b^—  i,  sera  établi  au  commencement  du 
neuvième  chapitre. 

Jlg,  B.y  lo*  éd.  32 
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suit  que  o et  (K  -f-  i)  donneot  deux  résultats  de  même  signe,  et, 
par  conséquent  (d"  ZM)  ,  que  le  nombre  des  racines  réelles  qu'ils 
comprennent  est  nul,  ou  généralement  qu*il  est  un  nombre  pair 
quelconque. 

Si,  au  contraire,  le  dernier  terme  est  —  U ,  alors  o  et  (K  -f- 1) 
donnent  deux  résuhata  de  signes  contraires,  et  comprennent,  par 
conséquent,  une  racine  ou  un  nombre  impair  quelconque  de  racines 
réelles. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

RÈGLE    DES   SIGHBS    DE   DESCARTES. 

5111  La  règle  suivante  fait  connattre  le  plus  grand  nombre  de 
racines  positives  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négatives 
qu'une  équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  équaiion  d'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  positives  que  de  variations  de  signe,  ni  un  nombre  de 
racines  icéoatives  plus  grand  que  celui  des  permaheitces  ,  si  tou- 
tefois (restriction  nécessaire  pour  la  seconde  partie)  Véquatioa  est 
complète. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition,  nous 
ferons  voir  d'abord  que  la  multiplication  du  premier  membre 
d'une  équation  par  un  facteur  x  —  a  correspondant  à  une  radne 
positive,  introduit  au  moins  une  variation  de  plus. 

Soit,  en  efîTet,  Téquation 

Mj:*4-...  — N«"— ...-4-Pj:/'... ...-h -4-...±:ïa?'±...  =  o, 

dont  nous  supposerons ,  pour  la  plus  grande  généralité  possible , 
le  premier  membre  composé  d'une  première  série  de  termes  posi* 
tifs  commençant  par  Mo:",  puis  d'une  série  de  termes  négatifs 
commençant  par  —  TSaf*,  puis  encore  d'une  série  de  termes  positifs 
commençant  par  +  P^^,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  une  dernière 
série  de  termes  de  même  signe  commençant  par  dkzTx',  et  qui 
seront  tous  positifs,  ou  tous  négatifs  y  suivant  que  ces  séries  alter- 
natives de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  seront  en  nombre 
impair  ou  en  nombre  pair,  chacune  d'elles  pouvant  se  réduire  à 
un  seul  terme. 


BÂCLB   DBS    SIGNBS    DB    DB9GABTBS.  4^9 

Cela  posé  y  multiplions  le  premier  membre  de  Téqualion  par 
x^^a'f  nous  obtiendrons  deux  produits  partiels  doni  le  premier 
aura  ses  termes  affectés  des  mêmes  signes  que  le  multiplkande ,  et 
dont  le  second  aura  ses  termes  affectéa  de  signes  contraires  à  ceux 
du  multiplicande,  et  avancés  d'un  rang  vert  la  droite.  On  pourra 
donc,  en  ne  tenant  compte  que  des  signes  quHl  est  utile  de  oonsî^ 
dérer,  écrire  les  deux  produits  partiels  et  le  produit  total ,  de  la 
manière  suivante  : 

-HM"-h...— Njb"— ...-4-Px''-h.., ...-f-4-...±Tx'±... 

X —  a 


^'"•••"T'     •m    »^.  »»««««»»iià   , 


Or  on  voit  tout  de  suite,  à  Tinspection  de  ce  produit  total,  que 
son  premier  terme  est  positif  comme  celui  du  multiplicande;  qu'au 
premier  terme  négatif  —  Nx"  du  multiplicande  correspond  un 
terme  négatif  du  produit  total ,  quels  que  soient  d'ailleurs  les 
signes  intermédiaires;  que  de  même,  au  terme  +  Px^du  multi- 
plicande correspond  un  terme  positif  du  produit  total;  et  ainsi 
de  suite,  jusqu*au  terme  dbTor'  du  multiplicande,  qui  est  le  pre- 
mier de  la  dernière  série,  et  auquel  correspond  également  uq  terme 
du  produit  total ,  affecté  du  même  signe  que  lui. 

D'oi!i  il  résulte  qu*à  chaque  variation  de  signe  du  multiplicande 
correspond  au  moins  une  variation  du  produit  total.  Mais  celui-ci 
est  terminé  par  un  terme  affecté  du  signe  qp,  qui  amène  nécessai- 
rement au  moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  mul  - 
tiplicande.  Donc  l'introduction  iTune  racine  positive  élans  une 
équation  /ait  naùre  kv  moims  une  variation  de  plus,  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant,  si  Von  conçoit  qu'une  équation  k  coefficients  réels 
ait  été  d*abord  débarrassée  de  tous  les  facteurs  :c  — -  <î  ,  ;r  —  ^ , 
X  —  c,...  correspondant  à  ses  racines  positives,  et  qu'ensuite  ou 
les  introduise  successivement  dans  le  polynôme-quotient ,  comme 
chaque  nouvelle  racine  introduite  produit  au  moins  une  variation 
déplus,  il  s'ensuit  que  réquation  résuliante,  ou  l'équation  pro* 

32. 
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posée  ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  que  de  variations; 
ce  qui  constitue  la  première  partie  de  la  proposition  énoncée  au 
commencement  de  ce  numéro. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  il  suffit  d'observer  que,  si  Ton 
change  a?  en  —  x  dans  une  équation,  ce  qui  revient  (n"  510)  à 
changer  }es  racines  positives  en  racines  négatives ,  et  réciproque- 
ment, les  variations  de  signes  de  Téquation  deviendront  des 
permanences ,  et  réciproquement ,  si  Téquation  est  complète.  Or, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d'clre  dit,  la  transformée  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  racines  positives  que  de  variations  de  signe  ;  donc  la 
proposée  elle-même  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  négatives 
que  de  permanences, 

N^  B»  —  Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d'ex- 
poser est  dû  à  M.  Gauss,  qui  a ,  en  outre ,  fait  plusieurs  remarques 
relatives  au  cas  où  l'équation  est  incomplète  (*). 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer,  d'après  Ini  (et  nous  in- 
sistons sur  ce  point),  que  la  première  partie  de  la  proposition  est 
toujours  vraie ,  quelle  que  soit  l'équation ,  complète  ou  incomplète; 
mais  que  la  seconde  partie  peut  être  en  défaut  si  l'équation  est 
incomplète. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  l'équation  du  quatrième  d^ré 

X*  —  5jc'-|-  8x  —  6=  o. 

Cette  équation,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  a  au  moins 
(n°  512)  deux  racines  réelles,  V  une  positive,  l'autre  négative;  et 
cependant,  comme  elle  n'a  que  des  variations  de  signe,  il  sem- 
blerait qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si  l'on 
complète  l'équation  en  rétablissant  le  terme  en  x^,  il  vient 

ar*dlo  ,js^  —  5a?'  -h  8 or  —  6  =r  o, 

équation  qui  présente  une  permanence ,  soit  qu'on  prenne  le  coef- 
ficient o  avec  le  signe  -h,  soit  qu'on  le  prenne  avec  le  signe  — ;  et 
le  paradoxe  disparaît. 

(*)  Vorrs  le  Journal  de  Crflie,  tome  HI,  po^  i ,   Pt  1<>   Bulletin  des 
Sciences  de  Fénusae ,  tome  IX ,  page  353. 
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Voici,  au  reste,  un  énoncé  qui  comprend  évidemment  tous 
les  cas:  Dans  toute  équation^  complète  ou  incomplète^  le  nombre 
des  racines  positives  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de 
signe  qu'elle  présente  ;  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  de  signe  que  présente  la  trans- 
formée qui  résulte  de  la  substitution  de  —  x  ^  la  place  de  x  dans 
l'équation  proposée, 

516.  Conséquence.  —  Toutes  les  fois  qu'une  écfuation  n'a  que 
des  racines  réelles  et  qu'elle  est  complète,  le  nombre  des  racines 
positives  est  égal  au  nombrn  total  des  variations,  et  le  nombre  des 
racines  ncf^atives,  au  nombre  total  drs  permanences 

En  effet ,  soient  m  le  dc^ré  de  Téquation,  n  le  nombre  des  va- 
riations de  signe  f|u'cllc  présente ,  et  pie  nombre  des  permanences  ; 
on  a  nécessairement  m  =  n  -{-  p.  Soient  d'ailleurs  //'   le   nombre 

■ 

des  racines  positives,  et  //  le  nombre  des  racines  négatives  :  on  a 
encore  m  =  n'  H-//,  d'où  l'on  déduit 

n  -^p  =  n'  -h  p' . 

Or  on  viïînt  de  voir  que  «'  ne  peut  être  ^  /i ,  et  que/?'  ne  peut 
pas  être  ^p',  donc  il  fiuit  que  Ton  ait  //  =:?  ai  ,  et  p'  =  p, 

517.  Remarque,  —  Lorsqu'une  équation  manque  de  quelques 
termes ,  on  peut  souvent ,  au  moyen  de  la  règle  précédente  ,  re-- 
connaître  la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soit ,  par  exemple  ,  l'équation 

x^  •+- px  -i-  q  =  Oy 

p  et  q  étant  essentiellement  positifs.  Rétablissons  le  terme   qui 
manque ,  en  Faffectant  du  coefficient  ito;  il  vient 

.r*  ±  o  .  j:'  -t-  pjc  -h  y  =  o. 

En  n^ayant  égard  qu'au  signe  supérieur,  on  ne  voit  que  des 
permanences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations. 
Cela  prouve  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires  ;  car  si  ses 
racines  étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe 
supérieur,  qu'elles  fussent  toutes  trois  négatives ,  et,  en  vertu  du 
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signe  ittfMeur,  qu*il  y  en  eût  deux  |>ositive8  et  une  négative, 
résaUats  contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme 

X^  —  px  -\-  q  z=  0\ 

car,  opérant  comme  au  n*^  315 ,  rétablissons  le  terme  +  o  .  x'  ; 

il  vient 

x^ûio  .  x'^  —  /;x  -f-  7  =  o , 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations ,  soit  que 
l'on  prenne  le  signe  supérieur ,  soit  que  l'on  prenne  le  signe  infé- 
rieur. Ainsi ,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles , 
savoir,  deux  positives  et  une  négative;  ou  bien  elle  a  deux  racines 
imaginaires  et  une  négative ,  puisque  son  dernier  terme  est  po- 
sitif (n"  5  i4). 

Passons  actuellement  à  l'exposition  des  diverses  méthodes  de 
résolution  des  équations  numériques. 

§  IL  —  Recherche  des  Racines  commensurahles  des 

équations  numériques. 

548.  Les  racines  réelles  commensurahles  doivent  être  l'objet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  frac' 
tiannaires. 

Observons  d'abord  que  toute  équation  dont  le  premier  terme  a 
pour  coefficient  l'unité,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  sont 
des  nombres  entiers,  ne  peut  auoir  pour  racines  commensurahles 
que  des  nombres  entiers. 

En  effet ,  soit  l'équation 

dP*  -f-  PjH"-'  -h  Q-r"-^'  4-  . . .  ■+-  Tjc  -H  U  =  o, 

dans  laquelle  P,  Q, . . .  ,  T,  U  sont  des  nombres  entiers  ;  et  sup- 
|M>sons  qu'elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire 

coauneiisorable  tel  que  j  î  nous  obtiendrons ,  par  la  substitution , 


DES   RACINES   OOM MENS UEA BLES.  5o3 

d*où,  multipliant  toute  l'équation  par  6**"',  et  transposant , 

--  =  —  P«"-'  ^  Q«-«A  —  ...  —  Tû^™^»  —  Vb^'. 
b 

Or  le  second  membre  de  cette  égalité  se  compose  d*UBe  suite  de 
nombres  entiers,  tandisqiie  le  premier  membre  est  essentielleoient 
fractionnaire  :  car  /i  et  6  pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
entre  eux,  il  en  est  de  même  {Arith.y  n°  ISO)  de  a"  et  6  ;  donc 
cette  égalité  ne  saurait  exister.  Donc  il  est  impossible  qu*aucun 
nombre  fractionnaire  commensurable  satisfasse  à  Téquation. 

Cela  posé,  on  a  vu  (n"  26tf  )  comment,  étant  donnée  une  équa- 
tion dont  les  coefficients  sont  rationnels ,  mais  fractionnaires ,  on 
|)eut  la  transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  en> 
tiers ,  son  premier  terme  conservant  d'ailleurs  Tunité  pour  coeffi- 
cient. Ainsi ,  dès  que  Ton  aura  établi  une  méthode  pour  trouver 
les  racines  entières  d'une  équation  à  coefficients  entiers ,  le  pre- 
mier terme  ayant  d'ailleurs  l'unité  pour  coefficient  y  il  sera  ensuite 
facile  d'obtenir  les  racines  commensu râbles  (entières  ou  frac- 
tionnaires) de  toute  équation  à  coefficients  quelconques,  mais 
rationnels, 

510.  A  cet  effet,  reprenons  l'équation  générale 

j^  -h  P^«-'  H-  .    .  -h  R-F^  -h  S.*^  +-  Tx  H-  U  =  o  j 

P,  Q, . .  .  ,  A,  S,  T,  U  étant  des  nombres  entiers.  (Pour  l'ex- 
position de  la  méthode ,  il  faut  nécessairement  écrire  les  quatre  ou 
cinq  derniers  termes.) 

Désignons  par  a  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  doit 
vérifier  Téquation  \  et  cherchons  à  quelles  conditions  il  doit  satis- 
faire pour  en  être  racine. 

Si  a  est  racine ,  on  doit  avoir  Tégalitc 

a«  -H  P/i'"--'  4-  .  . .  -+-  R^'  4-  Srt'  -f-  Ta  4-  U  =  G  ;  (i) 

donc,  si  Ton  i*emplaçait  a  par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et 
négatifs  compris  entre  les  limites  -+-  L  et  —  L'  (  n"  510)  des  racines 
positives  et  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  l'égalité  ci-dessus 
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seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combien  ces  essais 
seraient  longs  et  pénibles;  on  a  donc  cherché  à  déduire  d«  Téga- 
hté(i)9  qui  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante,  d*autres 
conditions  plus  simples  à  vérifier. 

Transposons  tous  les  termes ,  excepté  le  dernier ,  et  divisons 
par  a;  l'égalité  (i)  se  trouvera  mise  sous  la  forme 

—  =  —  II—'  —  Pu—»  —  . . .  —  Ra»  —  Sfl  —  T.  (2) 

a 

Or  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre 

entier  ;  donc  il  faut  que  —  soit  un  nombre  entier.  Ainsi ,  déjà 

a 

les  racines  entières  de  l'équation  sont  comprises  parmi  les  ^viseurs 

du  dernier  terme ,  pris  tant  avec  le  signe  -f-  qu'avec  le  signe  — . 

Transposons  acluellement ,  dans  Tégalité  (2) ,  le  terme  —  T,  et 

divisons  par  a  y  en  posant  y  pour  plus  de  simplicité , 

--^T  =  T';     il  vient 
a 

T 

-  =  —  «"-'  —  Ffl—^  _  .  .  .  —  Rfl  —  S.  (3) 

a 

Le  second  membre  de  Tégalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc  il  faut 

T'  U 

que  — ,  ou  le  quotient  de  la  division  de HT  par  a ,    soit  un 

a  a 

nombre  entier. 
Transposons  de  nouveau  le  terme  —  S ,  et  divisons  par  a  y  en 

T' 
|>osant h  S  =  S';  il  vient 


a 


S' 

—  =  —  a--^  —  Pu---*  —  ...  —  R.  (4) 


a 


Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 

S'                                                         T' 
faut  que  —  ,  ou  /^  quotient  de  la  division  de h  S  par  a ,  soit 

un  nombre  entier. 
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En  contioucint  ainsi  de  transposer  dans  le  preuiier  membre  tous 
les  termes  du  second ,  on  parviendra ,  après  la  (ni  —  i)'**'  trans- 

formaliûu ,  à  une  éi'aUté  de  la  forme  -^  =:  —  a  —  P. 

ti 

Transposant  enfin  le  terme  —  P ,  divisant  par  a ,  et  posant 

=^  -f.  P  =  P',  on  trouve 
a 

F  P' 

—  =  —  I,      ou hi=o. 

a  a 

Cette  égalité,  qui  n*est  d'ailleurs  qu'une  transformée  de  réga> 
lilé  (i),  estia  dernière  condition  à  laquelle  ilfitut  et  il  suffit  que 
le  nombre  entier  a  satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes ,  on  peut  conclure 
que  y  pour  qu'un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine 
de  réquation  proposée ,  il  faut  : 

Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a  soit  entier  ; 

Que  si  Ton  ajoute  à  ce  quotient  le  coefficient  de  x^  (pris 
avec  son  signe),  le  quotient  de  cette  somme  divisé  par  di  soit 
entier; 

Que  si  Ton  ajoute  à  ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x% 
le  quotient  de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  2l  soit  entier;  et 
ainsi  de  suite  ; 

Qu'enfin ,  si  Ton  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l'é- 
quation, ou  de  ^r"^',  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la 
nouvelle  somme  divisée  par  a  soit  entier  et  égal  à  —  i  ;  ou  bien 
encore ,  que  le  résultat  de  l'addition  de  l'unité  ou  du  coefficient 
de  X™  au  quotient  précédent  soit  égal  à  o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à  ces  épreuves  réunies  sera  ra- 
cine ,  et  ceux  qui  manqueront  à  quelqu'une  d'elles  devront  être 
rejetés. 

5110.  Afin  de  déterminer  à  la  fois  toutes  les  racines  entières 
dhme  équation ,  voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (Arith., 
n**'^44),  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale ,  et  tant  avec  le 
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signe  -H  qu'avec  le  signe  — ,  les  dlutseurs  compris  entre  les  limites 
-{-h  et  —  U,  puis,  au-dessous  de  ces  diviseurs  ^  les  quotients  du 
dernier  terme  divisé  par  chacun  d'eux. 

On  ajoute  ensuite  à  chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x' ,  ce 
qui  donne  des  sommes  que  Von  place  au-dessous  des  quotients  qui 
leur  correspondent;  puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  cha- 
cun  des  diviseurs ,  ce  qui  donne  des  quotients  que  l'on  écrit  au- 
dessous  des  sommes  correspondantes  (on  a  le  soin  de  rejeter  les 
quotients  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quo- 
tients )  ;  et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que ,  si  quelques  termes  manquent  dans  Té- 
quation  particulière  proposée,  il  faut  en  tenir  compte,  en  regar- 
dant chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  ào. 

Enfin,  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  +  i 
et  —  i,  parce  que  leur  substitution  dans  Téquation  réduit  le  pre- 
mier membre  à  la  série  des  coefficients;  et  il  est  facile  de  s^assurcr 
directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à 
réquation. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

X*  —  x^  —  i3x'  -H  16  X  —  48  =  0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 
]3  +  1  on  i4-  [On  °^  considère  pas  ici  le  coefficient  48,  parce 
que,  les  deux  derniers  termes  revenant  à  16  (x  —  3) ,  dès  que  Ton 
fait  â7^  3,  cette  partie  est  essentiellement  positive.  ] 

On  trouverait  d'ailleurs  (n**  310) ,  pour  la  limite  supérieure  des 
racines  négatives,  —  (  1  -h  ^4§)  >  ®"  —  ^' 

Cela  posé,  les  diviseurs  de  48  moindres  que  14  sont  1^2,  3, 
4)  6,  8,  12:  d'ailleurs  aucun  des  deux  nombres  +  I9  —  i  ne 
satisfait  à  Féquation  ;  car  le  coefficient  —  48  est  à  lui  seul  numé- 
riquement plus  grand  que  tous  les  autres  l'éunis.  Ainsi ,  Ton  ne 
doit  soumettre  aux  épreuves  que  les  diviseurs  positifs  com{>ris 
dep«iis  2  jusqu'dt  12,  et  les  iliviseurs  négatifs  compris  depuis 
—  2  jusqu^à  —  6. 
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Voici  le  Uibleati  des  calculs ,  d'après  b  marche  indiquée  : 
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12, 


8 


I2y   +    lO 


—  12, 

—  2, 


--8 
8 

» 


» 

II 
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4,  3,  2,-2,-3 


—  12,—  169— 24, +24,-4-  16 

-h  4>      o>—  8, -h 4^*^-32 

H-    I,        o,  —    4»— ^o> 
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—  I.      »•      ».      »• 


-  4, 


+ 12, 
-1-28, 
_  7,— 
—  20,  — 

5, 

4. 


8 

4 

•7 

11 
» 


La  première  ligne  esl  celle  des  diviseurs;  la  seconde  ,  celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  ternie,  —  4^>  P^^*  chacun  des 
diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  Ton  vient  d'obtenir , 
augmentés  du  coefficient  +16  de  la  proposée,  et  la  quatrième  ^ 
celle  des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  divi- 
seurs; cette  seconde  condition  exclut  d'abord  les  diviseurs  +  8, 
-1-6,  et  —3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  —  1 3  de  la  proposée ,  et  la  sixième  celle  des  quotients 
des  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs  ;  cette  troisième 
condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3,2,  —  2 ,  et  —  6. 

Enfin,  la  ftf/'l/^mtf  est  la  ligne  des  troisièmes  quotients  augmentés 
du  coefficient  —  1  de  la  proposée,  et  la  huitième  celle  des  quotients 
des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs*  Il  n*y  a  que  le& 
diviseurs  -t-  4  c*  —  4  q'^î  donnent  —  i  ;  donc  -4-  4  «'  —  4  *<>nt  les 
seules  racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet,  si  Ton  divise  x*  — x*  —  i3a:«  -+-  i6.r  —  4^  V^^  '^ 
produit  (x —  4)  (-^^  -H  4)>  ®"  *'  —  ^^>  ^'  vient  pour  quotient 
x'  —  X  -f-  3 ,  polynôme  qui ,  égalé  à  zéro,  donne 

2  2 

Ainsi,  les  quatre  racines  sont  4 ,  —  4>  et  -  ifc  -  ^ —  1 1. 

391 .  Remarque.  —  Gomme ,  dans  les  ap))4i<Kitions  de  la  iiié« 
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thode,  on  peut  conmietlre  quelques  erreurs  d'addition  ou  de  divi- 
sion, et  laisser  ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  convenable, 
après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  pi'oposée  par  chacun 
des  facteurs  du  premier  degré ,  correspondant  aux  racines  déjà 
obtenues;  il  est  convenable,  dis- je,  à* appliquer  de  nouveau  la 
méthode  à  l'équation  résultante,  qui  est  d'un  degré  plus  simple  ,  et 
dont  les  coefficients  sont  aussi  généralement  plus  simples  que  ceux 
de  la  proposée. 

11  y  a  même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  commensurables ,  sans  que  Ton  ait 
commis  aucune  erreur  :  c'est  lorsque  la  pro|>osée  renferme  des 
racines  égales  commensurables.  Conmie  la  méthode  des  racines 
égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurables, 
il  faut  toujours,  une  équation  numérique  étant  donnée,  commencer 
par  la  soumettre  à  la  méthode  des  racines  commensurables.  Or  celle- 
ci  suffit  bien  pour  obtenir  les  racines  différentes,  mais  elle  n'in- 
dique pas  si  une  même  racine  n'entre  qu'une  fois  ou  se  trouve 
plusieurs  fois  dans  la  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  ma- 
nières :  ou  bien  en  soumettant  de  nouveau  à  la  méthode  l'équation 
qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; 
ou  bien  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  cette 
équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  trouvées. 

Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

X*  —  i3x*-f-67jr*  —  1710:'-!-  2i6x  —  108  =  o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  i3  ,  d'après  la  décomposition  (n®  308);  d'ailleurs,  elle  n'a  pas 
de  racines  négatives,  puisque  l'équation  ne  présente  que  des  va- 
riations de  signe  (  n^  5 1 1  ) . 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  i3,  sont 

I,  2,  3,  4,  6,  9,  12. 

D'ailleurs,  +  i  ne  satisfait  pas  à  l'équation,  car  on  trouve  — 8 
pour  résultat  de  la  substitution  de  -h  i  ;  ainsi  ,2,3,4;6)9?  (^ 
sont  les  seuls  nombres  à  soumettre  aux  épreuves. 
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On  reconnaît,  par  Tapplication  de  la  méthode,  que  3  et  2  sont 
racines  de  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation 
par  {x  —  3){x  —  2) ,  ou  x*  —  5 a?  -4-  6 ,  on  trouve  pour  quotient, 

jci  —  8a:'4-2l« —  18  =  0, 

qui ,  soumise  elle-même  à  la  méthode,  se  trouve  avoir  encore  -H  3 
et  -f-  2  pour  racines. 

Divisant  cette  dernière  équation  par  x^  —  5  a'  -h  6  ,  on  obtient 
X  —  3  =  0,  d'où  X  =r  3  ;  ainsi ,  la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (x  —  3)^  (a?  —  2)*  =r  o. 

iV.  B,  —  Nous  ajouterons  que  si,  après  avoir  reconnu  qu'un 
nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  satisfait  à  Téquation,  et  après 
avoir  divisé  le  dernier  terme  U  par  a,  on  obtient  un  quotient* qui 
ne  soit  plus  divisible  par  a ,  c'est  que  cette  racine  n'entre  qu'une 
fois  dans  l'équation  proposée. 

52Î.  Régie  d'exclusion.  —  Lorsque  le  nombre  des  diviseurs 
du  dernier  terme,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites 
-f  L  et  —  L',  est  très-grand  ,  on  peut  restreindre  le  nombre  des 
essais  par  une  règle  d^un  usage  facile. 

Soit  l'équation  x^  4-  Px«-'  -h  Qx--»  -4-  . . .  +  Tx  +  U  =  o , 
dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coefficients  soient 
entiers. 

On  sait  que ,  a  étant  racine  de  cette  équation ,  son  premier 
membre  est  divisible  par  x  —  a;  ainsi,  Ton  a  Tidentifé 

.r-  -h  Px^'  4- ...  +  Tx  -4-  U  =  (x  —  fl)  (x'^'  -4-  V'x^'^  -h  ...  -h  T'x  4-  U'), 

P',  Q',...,  T',  U'  étant,  d'après  la  loi  de  formation  du  n°  458,  des 
nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q,. . .  ,T,  U.  Cela  posé, 
comme  l'équation  précédente  doit  se  vérifier,  quel  que  soit  a»,  fai- 
sons x=r  i;  il  vient 

,4.p-|.Q-f....-+-T4-U  =  (i  — a)(i  4-P'-H...-hr4-U'), 

d'où  l±l±5i!i^^^±I±i?  = ,  +  p' 4- . . .  +  r -f  11'. 

I  —  a 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  premier  membre.  Ainsi  a^  étant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu^autant 
que(i  — a)  ou  plutôt  {a  —  i)  dhise  le  résultat  de  la  substitution 
de  •+■  i  dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même ,  en  faisant  jp  =  —  i ,  que  —  (  i  -f-  a) 
ou  (a  +  i)  doit  diviser  le  réstUtatde  la  substitution  de  —  i  ;  d'où 
ia  règle  suivante  : 

Substituez  succe^sipentent  -h  i  et  —  i  dans  la  proposée  ^  et  dési- 
gnez  par  M  et  M'  les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette 
double  substitution. 

(Si  Tun  des  résultats  était  o,  auquel  cas -H  i  ou  —  i  serait 
racine,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  la 
proposée  avant  d'appliquer  la  règle.) 

!•.  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui,  diminué  de  t  y 
ne  divise  pas  M ,  et  qui,  augmenté  de  ij  ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté, 

2",  Tout  diviseur  négatif  dont  la  valeur  numérique,  augmentée 
de  if  ne  divise  pas  M,  et  diminuée  de  i,  ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
d'exclusion ,  il  convient  de  décomposer  d'abord  les  deux  résultats 
M  et  M'  dans  leurs  diviseurs  {Arith,,  n®  I44J. 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 
mensurables  de  l'équation 

jr*  —  5;c'  —  37x*-f-257Jr —  36o  =  o. 
La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

33  4-  I  ou  38,  parce  que  aS^  x  —  36o  revientà  257  ix jr-\\ 

la  limite  supérieure  des  négatives  est  —  (i  -|-  v'SGo)  ou  —  ^o. 
Les  diviseurs  de  36o ,  que  l'on  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la 
méthode  du  n^  3110,  sont  donc 

1,2,  3, 4*  ^96,8,  9,  10, 12, i5, 18, 20,  24, 3o,  36, 
«t 

*—  I» — 2,—  3, —  4»  — ^>— 6,-8, —-9,—  10, —  12, —  i5, —  18; 


DES   RACINES   COMMBKSURABLES.  5 If 

le  résttitat  de  la  substitution  de  -f- 1  dans  la  proposée  est ,  en 
faisant  abstraction  du  signe ,  1 44  <>u  2* .  3'  ;  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  —  i  est  648  ou  2* .  3*. 

Cela  posé^  passons  d'abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à 
partir  de  36  y  qui  est  le  plus  grand. 

36  —  I ,  ou  35  =  7  X  5 ,  ne  divise  pas  i44  «!"*  ^^^  «g^^  à  2*.  3*; 
ainsi ,  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  parla  même  raison,  3o,  24,  20,  18,  i5,  12. 

10  —  1 ,  ou  9,  divise  i44 ;  ^^^^  10  -^  I ,  ou  11,  ne  divise  pa» 
648  qui  est  égal  à  2-*,  3^  ;  ainsi  ,10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9,  8,  6,  4  doivent  être  rejetés; 
c'est-à-dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à  la  règle 
sont  5 ,  3  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  :  18+  i>  on  19,  ne  divise  pas 
i44>  ainsi,  —  18  doit  être  rejeté. 

i5  -H  I,  ou  16,  divise  'i44>  ™^^  '^ —  '9  ^^  '4>  ^^  divise  pas 
,648;  donc  —  i5  doit  être  rejeté. 

On  verrait  pareillement  que  —  12,  —  10,  —  9,  —  8,  —  6,  —  4 
doivent  être  rejetés.  Ainsi ,  Ton  ne  doit  soumettre  aux  épreuves 
de  la  méthode  du  n°  520  que  les  diviseurs  —  5,  —  3,  et  —  2. 
En  appliquant  la  méthode  aux  diviseurs 

-h  5,  -h  3,  4-2,  ~  2,  —  3,  —  5, 

on  reconnaîtra  que  5  est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions, 
et  qni  soit,  par  conséquent,  racine  de  la  proposée. 
Effectuons  la  division  par  x  —  5;  il  vient  pour  résultat 


.-r^ 


—  37  .r -h  72  =  o, 


équation  qni  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5  pour  racine,  puisque  5 
ne  divise  pas  72.  Ainsi ,  cette  équation  n'a  plus  que  des  racines 
incommensurables  et  des  racines  imaginaires. 

SIkS.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

i».  .r*  —  5-r»-h  25.Ï  —  21  =0, 

(x—  i)(x  — 3)(af'  — X—  7)  =  oj 


Si?..  MKTKOnU 

a°.  i5.r*  —  19.^*  -+-6j:^  -h  ï5jr'  —  19 j:  4-6=0, 

(3x— 2)(5jr— 3)(j:-f- i)(,r-— x4-  i)  =  o; 

3**.     c^a^  -h^OjR^-i-  22.r*  -K  iOJr>H-  17X'  —  20jr-h  4  =  *>> 

(x-h2)^(3x-—  i)»(x»-f-i)  =  o. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d'abord 
faire  disparaître  le  coefficient  du  premier  terme ,  d'après  la  règle 
du  n''  261$  ;  appliquer  ensuite  la  méthode  du  n**  320  aux  deux 
transformées  ;  et ,  après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces 

y 

transformées,  substituer  dans  Téquation  x  =:  -r^  qui  a  servi  à  la 
transformation  ,-les  valeurs  des  racines  obtenues.] 

324.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
commensurabies  de  toute  équation  numérique  dont  les  coeffi- 
cients sont  rtttionnclSy  entiers  ou  fractinnnaires.  Cependant  nous 
observerons  qu'il  y  a  des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à  des  équations  de  degré  supérieur,  et  <]ui ,  par  leur  nature,  n'ad- 
mettent que  des  nombres  entiers  pour  solutions;  c^est-à-dire 
que  toute  solution  fractionnaire  commensurable  ou  incom- 
mensurable doit  être  regardée  comme  tout  à  fait  étrangère  à  la 
question. 

Soit ,  par  exemple ,  proposé  de  déterminer  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  le  nombre  2147  (système  décimal) 
Serait  représenté  par  l*€rf semble  des  chiffres  32o42  (système 
cherché). 

Soit  X  la  base  inconnue;  les   termes       2,  4j?,  o.x%2j:',  3a* 
exprimeront  les  valeurs  relatives  des  chiffres  2,4,    o,      2,    3 
du  nombre  32012.  Ainsi,  Ton  a  l'équation 

3  jc  *  4-  î>.  -r"  4-  o  .  x'  -h  4  -^  ■*"  2  =  ^  '  4?  > 
ou  bien,  3.r* -h  2J7^ -f- 4-^^  —  2145=0, 

à  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  carx  doit  être,  par  sa 
nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n°  320 
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pour  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  dont  le  coefficient 
du  premier  terme  est  Tunité,  on  verra  qu'elle  est  également 
applicable  au  cas  où  le  coeFficient  du  premier  ternie  est  un 
nombre  entier  quelconque  ;  la  seule  différence  y  si  Téquation  est , 
par  exemple ,  de  la  forme 

Ax«  4-  Px»-'  -t-  Qar^»  -4-  . . .  -h  Sx»  -f-  T^  -4-  U  ==  o, 

consiste  en  ce  que ,  quand  on  est  parvenu  à  la  dernière  des  condi- 
lions  que  comporte  la  méthode,  le  résultat,  au  lieu  d'être  égala 
—  I,  doit  être  égal  à  —  A. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  la  méthode  en  repre- 
nant sur  réquation  précédente  les  transformations  et  les  raisonne- 
ments qui  ont  été  faits  au  n®  519. 

Ainsi ,  pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d'une 
équation  dont  le  premier  terme  a  un  coefficient  différent  de 
l'unité,  il  est  inutile  d'avoir  recours  à  la  disparition  de  ce  coeffi- 
cient,  transformation  qui  (n'^  S6I$)  a  Tinconvénient  de  conduire  à 
une  équation  dont  les  coefficients  sont,  en  général ,  très-grands. 

D'après  cela ,  recherchons  les  racines  entières  de  Téquation 

3x*-f-2j:'-f-4'*^  —  2145  =  0. 
La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (n^  307) 


I  -h  y -y-  =  '  -*-  ^7^  =14-6  =  7. 

Le  nombre  21 45  est  décomposable  {Jrithmétique ,  n"  144)  en 

3  X  5  X  1 1  X  î3;  ainsi,  il  n'y  a  lieu  à  essayer  que  les  nombres 

3  et  5: 

5,  3, 

-429»  — 7>5, 

—  425,  —  711, 

—  85,  —  237, 

—  '7.  —    79» 

—  i5,-    77, 

—  3,  ». 

Alg.  B.,  xo"  éd.  33 
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Le  seul  nombre  5  donne,  pour  dernier  résultat,  — 3,  ou  le 
coefficient  du  premier  ternie,  pris  en  signe  contraire;  donc  cinq 
est  la  base  du  système  cherché. 

En  effet,  3204^,  écrit  dans  le  système  quinaire,  équivaut, 
dans  le  système  décimal,  à 

3  X  5'  +  2  X  5'  -+-  o  X  5 '  -4-  4  X  5  -4-  2 , 

ou,  en  effectuant,  3  X  626  -+  2  X  i25  -f-  4  X  5  4-  2  =  2147. 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants.  Déterminer  : 
1°.  La  base  du  système  de  numération  dans  lequel '^Zt,^  (système 
décimal)  <?J^  représenté  par  5563  (système  cherché).  \x  =  onze.'] 

2**.  La  base  du  système  dans  lequel  81479  (système  décimal) 
est  représenté  par  ^56356  (système  cherché),  [x  =  sept.] 

Recherche  des  diviseurs  commensurables  du  second  degré, 

58^.  Observations  préliminaires.  —  La  méthode  des  racines 
commensurables,  exposée  n"520,  est  aussi  appelée  méthode  des 
diviseurs  commensurables  du  premier  degré,  parc«  que,  connais- 
sant une  racine  commensurabie ,  entière  ou  fractionnaire,  d'une 
équation  ,  on  peut  (n®  258)  diviser  le  premier  membre  par  le  fac- 
teur du  premier  degré  en  jt,  correspondant  à  cette  racine;  et  les 
coefficients  de  ce  facteur  sont  nécessairement  commensurables 
eux-mêmes. 

Lorsqu'une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré,  Téquation  résultante  n'a  plus 
que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imagi- 
naires; mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  premier 
degré  qui  correspondent  à  ces  racines,  quoique  ayant  des  coeffi- 
cients incommensurables,  peuvent  fort  bien,  par  leur  combi- 
naison deux  à  deux ,  donner  naissance  à  des  produits  dont  les 
coefficients  soient  rationnels:  c'est  ainsi  que 

(«  —  v/3)(j:-4-V^3)  =  x'  —  3, 

[x  —  1-4-  v/—  5)  (x  —  I  —  \l—  5)  =  j:'  —  2j:  H-  6. 
Or,  si  l'on  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  équa- 
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don ,  les  dhiscurs  commensurables  du  second  degré ,  en  les  égalant 
;\  zéro,  on  en  déduirait  des  racines  de  Téquation  proposée;  et,  de 
plus,  on  les  obtiendrait  sous  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  de  Télimination  et  la 
méthode  du  n°  520  conduisent  à  ce  but. 

526.  Soit  X  =  o  une  é([uation  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré. 

Désignons  par  x^  -^  px  -^  q  un  quelconque  des  diviseurs  du 
second  degré  de  X;y>  et  q  sont  deux  indéterminées  dont  il  faut 
tâcher  d'obtenir  les  valeurs  en  nombres  commensurables,  s'il  est 
possible. 

Pour  cela ,  divisons  X  par  x'  -f-  px  H-  q  ;  et  concevons  que  l'on 
ait  poussé  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  du 
premier  degré  en  x ,  de  Informe  Mx  -}-  N ,  M  et  N  étant  des  indé- 
terminées fonctions  de  p  et  de  ^.  En  égalant  ce  reste  à  zéro,  on 
établira  la  condition  que  .r'  -h  px  -\-  q  devienne  diviseur  exact 
de  X.  D'ailleurs,  cette  division  doit  être  possible  indépendamment 
de  toute  valeur  particulière  attribuée  à  x;  doncj  en  vertu  du  prin- 
cipe du  n°  180  sur  les  équations  identiques,  l'équation  Mx -+-  N 
se  partagera  nécessairement  en  deux  autres, 

M=:o,  ]V  =  o,     nubien     ¥(p,q)  =  o,   ¥^(p,  q)=zo. 

Cela  posé,  la  question  se  réduira  à  trouver  (en  nombres  commen- 
surables)  tous  les  systèmes  de  valeurs  de/?  et  de  q  propres  à  véri- 
fier ces  deux  équations. 

On  commencera  par  former,  d'après  la  méthode  exposée  au 
n®  809,  l'équation  finale  en  q,  à  laquelle  on  appliquera  la 
méthode  des  racines  commensurables  (n°  380).  Après  avoir  obtenu 
toutes  les  valeurs  rationnelles  de  p,  on  les  substituera  (n°270) 
dans  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  q ,  lequel  reste,  égalé 
ensuite  h  zéro ,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q,  correspond 
eiant  aux  valeurs  de  p  déjà  trouvées.  Enfin,  l'on  substituera 
chacun  fies  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q  dans  le  trinôme 
x'  -h  px.  -h  q  ;  ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commensurables 
du  second  degré. 

11  est  évident  que  l'équation  finale  en  p  doit  otre  d'un  degré 

33. 
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marqué  par  m  i )  5  m  étant  le  degré  de  Téquadon,  puisque 

c'est  Texpression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurables 
ou  incommensurables  du  second  degré.  D*après  cela,  on  peut 
juger  combien  cette  méthode,  facile  en  théorie,  est  compliquée 
dans  la  pratique.  Aussi  Tusage  en  est-il  peu  fréquent. 

On  voit  assez  ce  qu'il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs 
commensurables  du  troisième,  quatrième,. .  .  degré;  mais  ces  der- 
nières questions  ne  sont  d'aucune  utilité  (*). 

§  m.   —   Recherche  des  Racines  réelles  incommen- 

surahles, 

Tjorsqu*on  a  débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à  ses  racines  commensurables  y 
l'équation  résultante  n'admet  plus  que  des  racines  réelles  inconi" 
mensurajbles  et  des  racines  imaginaires, 

La  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables  d'une 
équation  d'un  degré  quelcon({ue  restera  inconnue  tant  qu'on 
n'aura  pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  algé- 
briques de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur 
forme  est  encore  un  problème  à  résoudre ,  il  n'en  est  pas  ainsi  de 
la  valeur  numérique  de  chacune  de  ces  racines;  et  il  existe  des 
méthodes  pour  les  obtenir  avec  tout  le  degré  d'approximation 
qu'on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  diviserons  cette  théorie  en  deux 
parties  :  dans  la  première  y  nous  supposerons  que  la  proposée  soit 
telle  qu*uNE  seule  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs;  et,  dans  la  seconde,  que  deux  nom- 
bres entiers  consécutifs  puissent  comprendre  plus  d'une  racine. 

PaEMiÈEE  PARTIE.  —  Cas  OU  Une  seule  racine  réelle  peut  être 
comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 


(*)  Dans  une  des  Note?  placées  à  la  fin  de  ce  chapitre,  nous  nous  propo- 
sons de  dire  quelques  roots  sur  la  décomposition  d*un  polynôme  rationnel 
ri  entier  quelconque  en  ses  facteurs  premiers. 
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[Nous  admettrons  encore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  Ton 
ait  déterminé  les  limites  -f-  L  et  —  L',  les  plus  resserrées  pos- 
sible, en  employant,  s'il  y  a  lieu,  la  méthode  des  décompositions 
(n**  508),  soit,  si  cela  est  nécessaire,  la  méthode  de  Newton 

(n«509).] 

527.  Recherche  de  la  partie  entière.  —  Chacune  des  racines 
incommensurables  étant  nécessairement  composée  à^unc  partie 
entière  (qui  peut  quelquefois  être  o)  et  à^une  partie  plus  petite 
que  l'unitéy  le  premier  objet  dont  nous  avons  à  nous  occuper 
consiste  h  déterminer  la  partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela ,  on  substitue  à  la  place  de  x ,  dans  réquatinn,  la  suite 
naturelle  des  nombres  o,  i,  a, 3,...,  et  —  i,  —  2,  —  3, ..., 
compris  entre  -^  L  et  —  L'.  Comme,  entre  deux  nombres  substi- 
tués qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  tombe  au 
moins  une  racine  (n°  305),  il  s'ensuit  que  chaque  couple  de 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  comprend 
une  racine  réelle  ^  et  n*en  comprend  qu'une  seule  y  d'après  l'hypo- 
thèse établie.  D'ailleurs,  la  |>artie  entière  de  la  racine  est  le  plus 
petit  des  deux  nombres  qui  la  comprennent. 

Or  il  peut  arriver  deux  cas:  —  Ou  Ton  obtient,  par  toutes 
ces  substitutions,  autant  de  changements  de  signes  [ou  de  couples 
de  résultats  de  signes  contraires]  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré 
de  réquation;  et  alors  on  en  conclut  que  toutes  les  racines  sont 
réelles,  —  Ou  bien ,  le  nombre  des  changements  de  signe  est 
moindre  que  le  degré  de  l'équation  ;  auquel  cas  il  y  a  autant  de 
racines  réelles  i\ue  de  changements  de  signe  ;  et  les  autres  racines 
sont  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître 
la  partie  entière  de  chaque  racine  réelle;  et  il  reste  à  déterminer 
\di  partie  plus  petite  que  l*  uni  té. 

MÉTBODB    D^ APPROXIMATION    DE    LAGRANGE^ 

3S8.  Soit  X  =:  O  une  équation  dont  les  racines  réelles  ont 
respectivement  une  partie  entière  différente  que  Ton  suppose  avoir 
été  déjà  déterminée. 

Désignons  par  a  ei  a  -{-  i  deux  nombres  entiers  qui  compren- 
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nent  Tune  d'elles  :  a  exprime  alors  la  partie  entière  de  cette  ra- 
cine, dont  il  reste  à  chercher  la  partie  plus  petite  que  l'unité. 
Pour  cela ,  dans  Téquation 

X  =  o,      ou     -c-'-hPj:*-' -h  .  .    -+-Tx-{-V  =  o, 

posons     X  =  r/  H —  ;     il  en  résulte  la  transformée 

A"                   A'" 
A  r"  -f-  A!y'^-'  H jT^^  H r  /*"*  -h  .  .  .  ^-  i  =  o. 

2  2.3 

[Pour  obtenir  cette  transformée,  on  commence  par  remplacer 
X  par  rt  -h  M  ,  ce  qui  donne  (  n"  ft6ft  ) 

A'' 
A  -H-  A  a  H //'  -f-  .    .  -h  «*"  =  o , 

2 

A  désignant  ce  que  devient  X  quand  on  y  met  a  pour  a;  et  A% 
A^'.  .  .  .  étant  des  polynômes  dérivés  de  A  d'après  la  loi  établie 

n°  262  ;  puis  on  remet  -  pour  a,  et  Ton  chasse  les  dénominateurs 

y 

enj.] 

Désignons ,  pour  abréger ,  par  Y  =  o  cette  transformée ,  qui 
est  de  même  degré  que  la  proposée ,  et  a  par  conséquent  m  racines. 

Or,  puisque  la  relation  x  =  a  -^  -  doit  donner  toutes  les  va- 
leurs de  X  des  que  Ton  connaît  les  valeurs  de  /,  et  que ,  par  hypo- 
thèse, a  eia  -{-  i  comprennent  une  valeur  de  x  et  n'en  compren- 
nent qu\me  seule,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  valeurs 
réelles  de  y  y  U  y  en  ait  une  plus  grande  que  i ,  et  quUl  n'y  en  ait 
qu'une  seule;  autrement,  ce  serait  supposer  que  a  et  o  •+-  i  com- 
prennent plus  d'une  valeur  de  x. 

Si  donc ,  dans  l'équation  Y  =  o ,  on  met  successivement  pour^-, 
les  nombres  entiers  1,2,  3, .  .  .  à  partir  de  l'unité,  on  est  certain 
d^obtenir  tôt  ou  tard  un  changement  de  signe;  et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  ce  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
cherchée  de  jr . 

Soient  /;  et  ^  -h  1   ces  deux  nombres  ;  posons  dans  Y  =  o , 
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>  r=  6  -h  ~  ;  il  en  résulte  une  transformée  Y'  =  o  [que  Ton 

y' 

obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus];  et  cette  équation, 
parmi  ses  racines  réelles,  en  aura  encore  une  seule  plus  gramle 
que  1,  que  l'on  mettra  en  évidence  par  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  i,  2,  3,  • . .  dans  Y'  =  o. 

Soient  c  et  c  4-  i  les  deux  nombres  entiers  qui,  ayant  dû  pro- 
duire un  changement  de  signe,  comprennent  la  valeur  de  /,. 

On  posera ,  dans  l'équation     Y,  =  o,      7'  =  c-f-— j;,   ce  qui 

donnera  la  nouvelle  transformée  Y"=:o,  ayant  une  seule 
racine  plus  grande  que  i. 

Soient  d  et  d -\-  i  les  deux  nombres  qui  la  comprennent;  on 

posera  de  nouveau  dans       Y"  =  o,       j'  =  rf  -| j^,  ;  et  l'on 

continuera  cette  suite  de  transformations  aussi  loin  que  Ton 
voudra. 

Rapprochons  maintenant  les  relations 

y  r  y  y 


il  en  résulte       x  =  n  -h 


é  +  -^ 


I 


■  •  •  • 


Or  on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  ou  prend  de 
fractions  intégrantes ,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
«ju'elle  représente  ;    et   le   degré   d'approximation   est   exprimé 

[Arith.,  n"  174)  par  —,  N  étant  le  dénominateur  de  la  der- 
nière réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée  donnera  la  valeur 
de  r  avec  tel  degré  d'approximation  que  Ton  voudra. 

529.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  l'équati<»n 

jT"  —  5.T  —  3  =  0.  (1) 
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D'abord ,  les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines 

négatives  sont,  cx)mme  il  est  aisé  de  le  voir ,  +  3  et  —  2. 

Soient  mis  successivement  à  la  place  de  x  ,  dans  Téquation ,  les 

nombres 

--2,      —I,     o,     +1,     -h2,     4-3; 

on  obtiendra  les  résultats 

—  I,     -f-i,     —3,     —7,'    —5,     +9; 

et  comme  il  y  a  trois  changements  de  signe ,  il  s'ensuit  que  Féqua- 
tion  a  ses  trois  racines  réelles ,  savoir  :  une  positive  comprise  entre 
2  et  3,  et  deux  négatiçes  comprises  respectivement  entre  o  et  —  1 , 
puis  entre  —  i  et  —  2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  Téquation  (i),  or  =  2  -f —  ^ 

il  en  résulte  (n®  528)  une  équation  de  la  forme 

A" 
kjr'  -h  k!jr^  H j  4-  I  =  o , 

dans  laquelle  on  a 

A     =(2)^     _5(a)'_3=  — 5, 
A'    =3(2)' -5 =  +  7, 

^    =3W =+6, 

A" 

0=' =-*-■' 

d*oCl ,  substituant  et  changeant  les  signes , 

5j^—  7  j*  — 6j  —  1=0.  (2) 

Faisons  dans  cette  équation  ,/=i,  2,  3,...; 

il  vient  pour  J' =  i —    9, 

r  =  2 —    I, 

r  =  3 -h  53; 

donc  la  valctir  cherchée  de  y  est  comprise  entre  2  et  3. 
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Posons  dans  Téquation  (2),  j  =  2  H -,  ; 

il  en  résulte  la  transformée 

Bj'»  -¥-  By  H ^'  H 5  =  0, 

2  2  •  o 

dans  laquelle         B      =    5  (2)^  —    7  (2)'  —  6(2)'  —  i  =  —    i , 

B'    =  i5(2)'  —  i4(2)'  -6.    .  .  .  =  -h  26, 

I'    =  i5(2)'—   7 =-^23, 

— â=    5 =  4-5; 

2.3 

d'où ,  substituant  et  changeant  les  signes  , 

j''  —  26  x''  —  23  j'  —  5  =  0.  (3) 

Comme  cette  équation  revient  à 


r 


fi 


{/'-26)~23r'-5  =  o, 


il  est  visible  que  toute  valeur  plus  petite  que  26,  substituée  pour 
X\  donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  l'on  pose  7' =  26,  il  en  résulte.   .  .  .   — 6o3, 

et  ^'  =  27 H-  io3  ;  ^ 

donc  x'  est  compris  entre  26  et  27. 

Posant  dans  Téquation  (3)         7'  =  26  H ;,  1 

on  obtient  la  nouvelle  transformée 

cr"'  -H  c>"' + ^  r"  +  ^  =  o , 

2  2.0 

dans  laquelle     C      =    (26)^  —  26  (26)'  —  23  (26)  —  5  =  —  6o3 , 

C    =3(26)'  — 52(26)'  — 23.   ...  =-+-653, 

—    =3(26)' -26 =-4-    52, 

2  ' 

2.3 


=  I =-h      I  ; 
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d*où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

6o3  x"'  —  653  j"»  —  527"  —  1=0,  (4) 

équation  qui  revient  à  celle-ci  : 

y^ (6o3^"  —  653)  -  52 7"  -  I  =  o. 
Comme  /"  =  i  donne  pour  résultat,  —     io3, 

et  j"  =  2 -1-2107, 

il  s'ensuit  que  jr"  est  compris  entre  i  et  2. 


1 


En  posant  de  nouveau  y"  =  i  -^ ^^ 

on  obtiendrait ,  tout  calcul  fait ,  pour  la  transformée , 

io3  j^^*  —  45i  x"'  —  1 156/'"  —  6o3  =  G,     (5) 

ou  bien  ,  7'"'  ( i  o3  7'"  —  45 1  )  -  1 1 56^"'  —  6o3  =  o. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y'"  est  comprise 
entre  6  et  7  ;  en  sorte  que  si  l'on  voulait  continuer  l'opération  ,  Î1 

faudrait  poser  j-"'  =  6-1 — -,- 

Mais  arrêtons-nous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  Xy  r,  jr'>  x">  ï"  tiennent  lieu  à  la  fraction 


continue  j;  =  2  -f- 


2-i- 


26  H ^~ 

I 


et  les  réduites  consécutives  étant 

2        5        i32  137        954 

T'     V     "53"'  "55"     383' 

il  s'ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  ^  à  moins  d'une 

fraction  près,  marqnce  par      „  ou 


(383)^  146689 
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En  réduisant  -fy^  en  décimales  et  poussant  l'opération  jusqu'aux 
lOGOOG'*"''  inclusivement,  on  trouve  2,49^^9  résultat  qui  est 
censé  exprimer  la  valeur  de  x,  à  moins  de  0^0000 1  près. 

Cependant ,  comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  rai- 
sons ,  I**  parce  que  la  réduite  ^~  est  de  rang  impair  ;  2*>  parce  que 
2,49086  est  une  fraction  moindre  que  cette  réduite  ,  il  serait 
possible  que  le  dernier  chiffre,  6,  dût  être  augmenté  d'une  unité. 

Mais  si  Ton  substitue  successivement  2,49086  et  2,49087  dans 
la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi, 
2,49086  représente  en  moins ,  à  0,00001  près,  la  racine  positive 
de  Téquation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives ,  observons  que  ,  si  Ton 
change  x  en  —  x  dans  l'équation  (i),  elle  devient 

x^  —  5  X  H-  3  =  o  ; 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation ,  prises  avec  le 
signe  — ,  donnent  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi  la 
question  est  ramenée  à  la  recherche  des  racines  positives  de  la 
transformée  qu'on  vient  d'obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues  aux 
précédents,  on  trouve: 

1°.  Pour  la  racine  comprise  entre  o  et  i,  .   .   .  0,66662  ; 
2^.  Pour  la  racine  comprise  entre  1  et  2,  .   .   .   1,83424* 

'     Donc  enfin ,  les  trois  racines  de  l'équation 

ar^  —  5x  —  3  =  0, 

sont         X  -.=.  2,49086,      -cm  —  0,65662,     X  ^=  —  I  ,83424- 

(On  reconnaît,  en  effet ,  que  la  somme  algébrique  des  trois  racines 
est  nulle  ;  ce  qui  doit  être  ,  puisque  le  coefficient  du  second  terme 
manque  dans  l'équation.  ) 

550.  Remarque,  —  En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédente, 
on  voit  qu'elle  suppose  essentiellement  qu'entre  les  deux  nombres 
entiers  «  et  «  -f-  i ,  il  ne  tombe  cp!unc  seule  racine  de  la  proposée, 
puisque  sans  cette  condition  Ton  ne  pourrait  afiirmer  que  chacune 
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des  transformées  a  une  seule  racine  plus  grande  que  Fnnité,  et 
que,  par  conséquent,  la  substitution  des  nombres  t,  2,  3, . . .  à  la 
place  des/,  y\  y'\  dans  ces  transformées,  doit  produire  tôt  ou 
tard  un  changement  de  signe. 

Cependant,  lorsque  Ton  connaît  d'avance  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a  et  a  -4-  i ,  il  est  possible  que  la  méthode  réus^ 
sisse.  [f^oyez  le  3"  exemple  du  n°555.) 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  a  et  a  +  i  comprennent 
deux  racines   et   n'en  comprennent  que  deux.    En    substituant 

«  H —  pour  x^  on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  ra- 
cines plus  grandes  que  Tunilé,  et  n'en  aura  que  deux.  Or,  quand 
on  mettra  pour/  la  suite  des  nombres  i,  2,  3,...,  il  pourra  se 
présenter  deux  circonstances  : 

Ou  bien  Ton  n'obtiendra  aucun  changement  de  signe  ;  et  dans 
ce  cas,  on  ne  pourra  rien  conclure,  cVst-à-dire  que  la  méthode 
sera  alors  en  défaut,  en  ce  sens  qu'il  faudra  de  nouvelles  transfor- 
mations pour  opérer  la  séparation  complète  des  racines; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe; 
admettons,  pour  le  moment,  que  les  nombres  /7et/i+  i,  y?  et 
/?  -4-  I,  produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d'abord  dans  la  transformée,  /=  /z  H — 9  ce  qui 

donnera  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  Tunité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  pré- 
cédemment; alors  une  première  valeur  de  x  sera  exprimée  par  une 
fraction  continue  de  la  forme 


a:=  a  4- 


n 

n  H — -, 
n 


Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  /,    y  =:  p  -\ * 

on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
{grande  que  l'unité,  et  sur  laquelle  on  opérera  encore  comme  pré- 
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cédenriment  ;  la  seconde  valeur  de  j:  se  présentera  donc  sous  la 
forme  d*une  nouvelle  fraction  continue , 

1 


Xzrz  a  -\- 


I 


p 

ayant  la  même  partie  entière  que  la  précédente^  mais  dont  les 
fractions  intégrantes  seront  différentes. 

Il  serait  aisé  d'étendre  ces  raisonnements  au  cas  où  l'on  saurait 
d^avance  que  a  et  a  -|-  i  comprennent  trois  racines  réelles....  Mais 
ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  prouver  qu'il  n'y  a 
d'avantage  bien  réel  dans  l'emploi  de  la  méthode  de  Lagrange , 
qu'autant  que  a  et  a  -f-  i  ne  comprennent  qu'une  seule  racine. 
Cependant  nous  exposerons  plus  loin  (n°  5^4  )  un  moyen  général 
d'opérer  la  séparation  des  racines  ,  dans  la  pratique  de  cette  mé- 
thode. 

Conversion  en  fraction  continue  d'un  nombre  irrationnel 

quelconque, 

551.  La  méthode  d'approximation  par  les  fractions  continues 
|>eut  servir  à  évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  des 
nombres. 

Soit  P  un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  m**'^. 


m 


Si  Ton  pose  ^P  ^=  x  y  W  en  résulte 

x"  —  p  =  G. 

G)mme  j:  =  o  etx=P-f-i  (n**  506),  substitués  à  la  place  de  x 
dans  cette  équation  ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
il  s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  une  racine  réelle  positive,  ^'ailleurs, 
elle  ne  présente  qvCune  variation  de  signe  ;  donc ,  d'après  la  règle 
des  signes  de  Descartes  (n*'  511$  ) ,  elle  a  une  seule  racine  réelle  po- 
sitive y  que  l'on  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode 

fit 

de  Lagrange;  et  Ton  aura  ainsi  ^P  sous  la  forme  de  fraction 
continue. 

Soit,  pour  exemple,  yTT  à  évaluer  en  fraction  continue. 
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Il  sufBt  d'appliquer  la  méthode  du  n°  328  à  Téquation 

JT» 11=0. 

On  trouvera  successivement  les  relations 

j  j  u  J 

et,  par  suite,  les  réduites 

1       9       20        129 

7'    4'    F    ^' 

dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,224  ^  0,001 

près,  'puisque  Ton  a  évidemment  r^^  •<[o,ooi  ; 
(cette  valeur  est  un  peu  trop  forte). 

532.  Nous  indiquerons  à  cette  occasion  le  moyen  de  développer 
toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce  moyen 
suppose  seulement  qu'on  sache  extraire  d'un  nombre  donne  7/7 
partie  entière  qui  s'y  trouve  contenue. 

Soient  A  le  nombre  proposé,  a  sa  partie  entière  (qu'on  est 
censé  savoir  trouver). 

On  a  d'abord  l'égalité A==<H-- 

(B  étant  >  i); 

d'où  Ton  déduit  =:  =  A  — /i ,     et     B=- 


B  '  A  — « 

Soit  b  la  partie  entière  de  B  ou  de ?        obtenue  par  un 

A  —  a 

moyen  quelconque; 

on  a  la  nouvelle  égalité B  =  ^H — 

(C  étant  >>  i); 

d'où                          i~  B— ^,  C=:g-Î-^,     ou  C=r-|-1.-, 

-  =  €— r,  D  =  ---!— ,     ou     D=rf/H-  ^; 
D  C  —  r  h 

ot  ainsi  de  suite. 
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Rapprochant  actuellement  les  relations 

on  obtient  finalement  A  sous  la  forme  d*une  fraction  continue, 

A=:fl  H 


N,  B,  —  Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n"  104)  n*est 
qu'un  cas  particulier  de  celte  méthode  générale. 

Soit  à  développer  ^-  en  fraction  continue. 

On  a  d*abord ,  en  effectuant  la  division , 


I 


A  on-^  =  3  -h 7j-  î     ce  qui  donne  A  =  3  H-  ^  - 

»9  159  B 

I        80        „       8q  Q        1  «  ï 

1.=:    -,       D=2=ri4-rr-,     donc  enfin  n=i-h^; 

D  9  o  o  o 

d*oiji  résulte  la  fraction  continue  demandée. 

335.  Lorsqu*on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par 
la  méthode  précédente,  il  faut  faire  usage  des  transformations 
exposées  n"  91. 

Soit,  par  exemple,  à  évaluer  ^6  en  fraction  continue. 

Il  est  d*abord  évident  que  v^  est  compris  entre  2  et  3. 

Ainsi  Ton  a        v/6      ou      A  =  2  +  -  ; 

I 


d'où  i=v^-2;     B  =  ^_^ 

Pour  obtenir  la   partie  entière  contenue  dans  B,  multipliqiis 
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(n^  91)  les  deux  termes  de  son  expression  par  ^6  +  a;  il  vient 

D  =    • 

2 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est  évidemment  compris  enti*e 
4  et  5;  donc  B  est  lui-même  compris  entre  2  et  3. 

.                          V'S  -f-  2  I 

Ainsi,  il  faut  poser     ou     B  =  2  -h  -; 

2  \j 

1.    V  1  V6-+-2  ^  2  2(v/6-^2)  .TT 

Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  entre 
4  et  5 ,  on  pose  ^6  -f-  2     ou     C  =  4  -H  f.  î 

d'où  i=:v/6-2,       D=--J . 

D  V^~2 

Sans  aller  plus  loin ,  observons  que  cette  expression  est  iden- 
tique avec  celle  deB;  donc,  puisque  Ton  a  trouvé 

on  obtiendra  de  même 


D=:r2-!-^,     E  =  44-i: 


et  ainsi  de  suite. 
Donc  enfin 


V^=  2-h 


4  + 


^■^î 


A  partir  de  la  troisième  fraction  intégrante ,  les  dénominateurs  se 
répbteni périodiquement  de  deux  en  deux. 
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On  trouverait,  par  le  même  procédé, 


ï  /      * 

2  4 

Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  degré  jouissent  de 
cette  propriété  curieuse,  de  donner  naissance  à  àe& fractions  conti- 
nues périodiques.  Mais,  pour  cet  objet,  nous  renverrons,  soit  à  la 
Théorie  des  nombres  de  Legendre,  soit  au  tome  P*"  des  Annales 
de  Mathématiques  de  M.  Liouviile,  où  M.  Gérono  en  a  donné  une 
démonstration  élémentaire. 

La  réciproque  est  vraie  aussi,  c'est-à-dire  que  toute  fraction 
continue  périodique  appartient  à  un  nombre  irrationnel  du  second 
degré.  Quant  à  cette  seconde  proposition,  qui  se  démontre  d'ail- 
leurs  fort  simplement,  elle  n'est  pas  assez  importante  pour  nous 
engager  à  prolonger  davantage  cette  digression. 

MÉTHODE    d'approximation   DR    NEWTON. 

554.  La  méthode  suivante,  due  à  Newton,  a  Tavantage  de 
fournir,  en  général ,  des  approximations  plus  rapides  que  celle  de 
Lagrange. 

Pour  en  donner  une  première  idée,  reprenons  Téquation 

x-^  —  5  je  —  3  =  0, 

et  proposons -nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  2  et  3. 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  racine,  posons 

dans  réquation  ,     jr  =  2H —  =2,5; 

nous  aurons  pour  résultat H-  0,1 25; 

d'ailleurs  2,  misa  la  place  dex,  donne.  .      ...  —  5. 
Ainsi ,  la  racine  est  comprise  entre  2  et  2,5. 

.  Actuellement,  si  Ton  fait  attention  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  2, 5  diffère  beaucoup  moins  de  o  que  celui  de  la  stibsti* 
tntîon  de  2,  on  doit  présumer  que  la  racine  est  plus  près  de  2  ,5 
qae.de  2. 

Alg.  ^.,  io«  éi(.  34 
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« 

On  pose,  ea  conséquence,  dans  i*équation,     x=r  2,4; 

et  il  vient  pour'résultal —  i  ,176. 

Or  2,5  avait  déjà  donné  pour  résultat.  ...         -|-  0,126; 
donc  la  racine  est  comprise  entre  2, 4  et  2, 5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes ,  on  par- 
viendrait à  resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu'une  fois  on  a  obtenu ,  comme  dans  ce  cas-ci,  la  valeur 
de  j;  u  moins  de  o ,  i  près ,  on  peut  en  approcher  davantage  par 
un  autre  moyen  ;  et  c*est  en  cela  que  consiste  principalement  la 

MÉTHODE    DE    NeWTON. 

Faisons,  dans  l'équation         x^  —  5a:  —  3  =  o, 

X  =  2,4  H-  «;  ' 
nous  obtenons  (n"  262)  la  transformée 

2/ 

X'  -h  Y'«  H a»  -h  tt'  =  o . 

2 

dans  laquelle     X'  =     (2,4)^  —  5  (2 ,4)  —  3  =  —  1 , 1 76 , 

Y' =3  (2,4)'  —  5  =  12,28, 

Z' 

-  =  3(2,4)  =  7,2. 

I/équation  en  u ,  étant  du  troisième  d^ré ,  ne  peut  être  immé- 
diatement résolue  ;  mais  en  transposant  tous  les  termes ,  à  l'ex- 
ception du  terme  Y'/«,  et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

"  ~        Y'       2. Y'"         Y'"* 


Cela  posé ,  puisque  l'une  des  trois  racines  de  cette  équation 

doit  être  moindre  que  o,  i  d'après  la  relation  x  =  2,4  +  «,  les 

valeurs  correspondantes  de  v?  et  de  u^  sont  moindres  que  0,01  et 

0,001 .  D'ailleurs,  l'inspection  des  valeurs  de  Y'  et  de  U  prouve 

71 
que  — -^  est  <[  I .  Ainsi ,  la  valeur  de  u ,  ne  différant  numérique- 

X'  Z'  I 

ment  de  —  -^  que  par  la  quantité  — =7  v}  -f-  —  u}^  qui,  le  plus 

X  -^  .  X  X 


1)F    NEWTON.  53  I 

souvent,  est  au-dessous  de  0,0 1;  cette  valeur  de  u,  dis-je,  est 
exprimée  par  —  —9  à  0,01  près. 
Comme  ,  dans  cet  exemple , 

X' -f- 1 , 1 76 1 1 76  

""  r  "~   12,28  ~  T^^  ^  ''''^'  •  •  ' 

il  en  résulte  «  =  0,09,  à  —-^  près;  et,  par  conséquent, 
X  ==  2,4 -t- 0,09=  2,49>     à  0,01  prés. 

En  effet,  2,49»  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée, donne  pour  résultat     —  0,01 1761 , 
tandis  que  2,5o  avait  donné  -h  o,  i25. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation ,  faisons  dans  la  pro- 
posée ,     a:  =  2  ,  49  4-  tt'  ;     nous  avons  l'équation 

X"  4- Y'V-+-  —  tt^'H-  u"  =  o, 

2 

dans  laquelle  X"  =     (2,49)^  —  5(2,49)  —  3= —0,01 1751, 

Y"  =  3(2,49)»  —  5  =  i3,6oo3, 

—  =  3(2,49)  =7,47. 
Mais  réquation  en  u'  peut  s'écrire  ainsi  : 


9  Y"         2. Y"  "  Y" 


«'  =  —  =Tr =7  U''  —   rr:r  a'=»  ; 


et  puisque  Tune  des  valeurs  de  u'  doit  être  moindre  que  0,01,  les 

valeurs  correspondantes  de  u'^y  u'^  sont  moindres  que  0,0001  et 

X" 
1 ,000001  ;  donc  —  r^  peut  représenter  la  valeur  de  a'  à  0,0001 

près. 

Comme  on  a 

X''_  0,011751 11751   Q  ' 

~r'  ""  i3,6oo3  ""i36oo3oo~°'^'*^"" 

34. 
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il  sVnsiiU  que  u'  vs\  égal  à  0,0008,     à  0,000 1  près;      ainsi, 

X  =  2  ,4q  -h  o  ,0008  =  9.  ,4qoB,     à        près. 

^  ^^  10000 

;  Il  serait,  en  effet,  facile  de  reconnaître  que  2 ,49^^  ^^  ^  r49^9' 
substitués  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  x  =  2,4908  +  u"^  on  obtiendrait 
une  valeur  approchée  de  j:  à  0,00000001  près. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  Topé- 
ration  précédente;  cela  résulte  évidemment  des  raisonnements 
ci -dessus.) 

535.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
Soient  p  et/?  +  i  deux  nombres  qui  comprennent  Tune  des 
racines  de  Téquation  X  =:  o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  «0,1 
près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre/;  et/?  +  i , 
et  continuant  jusqu'à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  dif- 
fèrent entre  eux  que  de  — 

^  10 

Gela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x  obtenue  à  o,  i  près ,  on 
pose,  dans  l'équation       X=io,  x  =1  x'  -^  u  -, 

ce  qui  donne  la  transformt^ 

7/  V 

X'  +  Tu  H H-  H 5  w«  4-  .  . .  -H  a-  rAo, 

2  2.3  ^V~' 

qu^on  peut  écrire  ainsi  : 

X'         Z'  V  I 

Y'       2. Y'  2.3.r  ••■       Y' 

Comme,  dans  le  second  membre  de  celte  é<|uation,  l'ensemble 

X' 
des  termes  qui   suivent  —  —  est  ordinairement  an-dessous  de 

X' 
0,01,  on  les  néglige j  m  cninilant  —  ~~,  à  0,01    près,    rt   l'on 
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ajoute  le  résultat  à  x';  ce  qui  cloune  une  ûouvelle  valeur  .r", 
approchée  de  .r  à  o  ,oi  près. 

Pour  obtenir  une  troisième  approximation ,   i'o/i  pose,   dans 

l'équation  y 

X  =^  x"  -^  u'\ 

ce  qui  donne  la  transformée 

X"  -H  \"u'  -f-  ~  m"  -h  ...  -h  w'"  =  o, 

2 

X"  Z"  I 

d*0ll  U'  =  —  :^,  —  -— -  //»—  .  .  .  —  Y^/  '*""• 

Z"  I 

Négligeant   tous  les  termes — ;■  u'"*  —  ...  —  —  iv'*"   (dont 

Tensemble  est  supposé  moindre  que  0,0001  ),  on  calcule  —  --,  en 

poussant  l'opération  jusqu'aux  loooo'*"'^,  et  l'on  ajoute  le  résultat 
h  x'*'y  ce  qui  donne  une  troisième  valeur  x'"  approchée  à  0,0001 
près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation ,  on  remplace  x  par 
x*"  -h  u*'  dans  la  proposée. 

On  calcule  l'expression  —  ^  qui  résulte  de  cette  transforma- 
lion,  et  Von  pousse  l'opération  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal 
inclusivement,  puis  l'on  ajoute  ce  résultat  à  x"'  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d^opérations  pour  chacune  des  racines 
positives,  (^ant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (n°  399)  leur 
recherche  à  celle  de  racines  positives,  en  cliavigeanl  j:  en  -^  .r  dans 
la  proposée. 

856.  Première  remarque,  —  La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que,  dans  la  transformée 

2/ 

X'  H-  Y'  «  -+-  -  M'  +  .  .  .  -^  w-  =  o , 

.     .     .  X'      r  I 

qui  revient  a         u  =  —  y-  —  -^^  m  —  .  .    —y'  "'> 
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on  peut  négliger  tons  les  termes  affectés  de  n'y  «S  «*,...,  sans 
erreur  sensible  sur  les  loo'*^'  à  la  première  opération ,  sur  les 
loooo'''^  à  la  seconde,  etc.;  hypothèse  qui  s*appuie  elie-mcme  sur 

ce  que,  diaprés  la  nature  des  polynômes  dérivés  Y',  Z\  V, ... ,  les 

2/  \' 

coefHcients —7 1 =-=7  v  sont  ordinairement  des  frac- 

2. Y'  2. 3. Y 

tions;  mais  cette  méthode  est  quelquefois  en  défaut,  ainsi  que 

Lagrange  le  prouve  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  Équations 

numériques  [*). 

On  a  toutefois  un  moyen  de  s'assurer,  à  la  fin  de  chaque  opé- 
ration ,  si  la  méthode  a  donné  le  degré  d'approximation  que  l'on 
croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine 
positive  dex'  —  Sx  —  3  =  oào  ,0001  près ,  on  substitue ,  dans 
cette  équation,  2,4908,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au 
résultat  de  la  substitution  de  3  ou  à  celui  de  la  substitution  de  2; 
et  si  les  deux  nombres  2,4908  et  2,4909,  ou  bien  2,4908  et 
2,4907,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  nul  doute 
que  2 ,4908  ne  soit  une  valeur  exacte  à  o ,  000 1  près,  soit  en  moins , 
soit  en  plus.  S'il  n'en  est  pas  ainsi ,  Ton  augmente  ou  Ton  diminue 
le  dernier  chiffre  d'une  ou  de  plusieurs  unités  (de  Tordre  des  dix- 
millièmes)^  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  deux  nombres  qui,  par  leur 
substitution,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires. 

SS7.  Seconde  remarque,  —  Il  y  a  aussi  des  cas  où,  dès  la  pre- 

)  X' 

mière  opération ,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité  —  —, 

jusqu'aux  looo'*'"*',  et  même  jusqu'aux  loooo'*"". 

Soit  l'équation 

x'  —  6  a:  —  7  =0, 

dont,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en  assurer,  Tune  des  racines  est  com- 


(*)  (?08t  surtout  pour  les  racines  comprises  entre  o  et  1 ,  on  entre  o 
et  —  I ,  que  la  méthode  pont  ôlro  en  tU'fant,  ainsi  qtfon  peut  sVn  a$«surrr 
en  rédéchissant  mu-  l.i  compOïilion  dr;«t  quantités  V,  /',-••• 
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prise  entre  2  et  3;  quant  aux  deux  autres,  elles  sont  imaginaires 
( comme  noux  le  verrons  au  n°  542 ,  2®  exemple). 

On  reconnaîtra  d^abord  facilement,  par  la  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre  2,9  et  3. 

Maintenant  faisons,  dans  Téquation,  jr  =  2,9  -f-  a;  il  en  résulte 
la  transformée 

Z' 

X'  4-  Y' w  H a»  4-  w'  =  o, 

2 

dans  laquelle       X'  =    (2,9)'  —  6(2,9)  —  7  =  —  o,oî  i, 

¥'=3(2,9)^-6=19,23, 

2/ 

^  =3(2,9)  =8,7. 

Négligeant  les  termes  en  u*  et  i<^,  on  a 

X'       0,011  II 


Y'        19,23       19230 

Or,  si  l'on  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on 
trouve  des  zéros  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et  5 
pour  le  quatrième  chiffre;  c'est-à-dire  que  Ton  a  tf  =  o,ooo5  (en 
tenant  compte  des  quatre  premiers  chiffres  décimaux):  ce  qui 
donne,  pour  la  valeur  de  or,       j:  =  2 ,9005. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  2,9005  dans  la 
proposée:  on  trouve  — 0,001 38,  résultat  de  signe  contraire  à 
celui  que  donne  j:=  3;  mais  en  substituant  x=  2,9006,  on 
obtient  -ho,ooo549  qui  est  de  signe  contraire  à  — 0,001 38. 
Donc  2,9005  exprime  la  valeur  dex  à  0,0001  près. 

558.  Rapprochement  fies  deux  méthodes,  —  La  méthode  d'ap- 
proximation de  Lagrange,  quoique  en  général  moins  expéditive 
que  celle  de  Newton,  a  sur  celle-ci  Tavantage  de  donner  à  chaque 
opération  une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  même,  à  la  rigueur,  trouver,  par  la  méthode  de 
Lagrange,  les  racines  commensurables.  La  fraction  continue  que 
l'on  obtiendrait  serait  alors  composée  d'un  nombre  limité  de  frac- 
tions intégrantes;  c*cst-ù' dire  qu'en  continuant  convenablement 
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les  opérations  y  on  parviendrait  à  une  équation  Y(n)  =  o,  dont  la 
racine  positive  plus  grande  que  i  serait  égale  h  un  nombre  entier; 
et  toutes  les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  re- 
présenterait la  vraie  valeur  de  la  racine  comraensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode 
exposée  au  n?  SâO;  mais  c*est  le  seul  que  Ton  pût  employer  si 
Ton  supposait  que  quelques-uns  des  coefficients  fussent  irration- 
nels; car  la  méthode  ordinaire  n'est  applicable  qu'aux  équations 
dont  tous  les  c6ef&cients  sont  des  nombres  corn mensura blés. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 
racines  exactement,  puisque,  d*après  sa  nature,  on  n'obtient  les 
valeurs  numériques  des  racines  que  sous  la  forme  de  fractions 
décimales. 

Nous  observerons  toutefois  que  l'application  simultanée  des 
deux  méthodes  à  une  même  équation  peut  abréger  beaucoup 
les  calculs.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d*abord  employé  la 
méthode  des  fractions  continues  pour  obtenir  chacune  des  racines 
à  0,1  et  même  à  0,01  près,  rien  n'empêche  d'avoir  recours  à 
la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  degré  d^ap- 
proximation. 

La  méthode  de  Newton  suppose,  en  général,  comme  celle  de 
Lagrange  (n"  530),  que/;  et/?  -f-  i  ne  comprennent  qu'une seufe 
racine  de  l'équation. 

Seconde  partie.  —  Cas  où  deux  nombres  entiers  consécutifs 
peuvent  comprendre  pUis  d'une  racine  réelle ^ 

339.  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consé- 
cutifs compris  entre  les  limites  4-  L  et  —  L',  on  obtient  autant 
de  changements  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équa- 
tion ,  il  est  clair  que  toutes  les  racines  de  Véquation  sont  réelles,  et 
que  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente. 

Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le 
degré  de  la  proposée ,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  l'équation 
a  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires,  ou  bien  de  ce  que 
plusieurs  racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux 
«ombres  entiers  consécutifs.  En  effet,  on  a  vu  (n^  304)  ([ue  deux 
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nombres  qui,  substitués  dans  le  premier  membre  d^une  équation , 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  peuvent  comprendre 
un  nombre  iiftpair  quelconque  de  racines  réelles,  et  que  deux 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  peuvent  en 
comprendre  un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  y^ 

et  ^3  par  exemple,  lesquelles  sont  comprises  entre  i  et  2,  il  arri> 
verait  que  i  et  2 ,  substitués  dans  la  proposée ,  donneraient  des 
résultats  de  même  signe. 

Pareillement,  qu'une  équation  ait  trois  racines,  >fïi  y  ^T3, 

^i5,  comprises  entre  3  et  4,  ces  deux  derniers  nombres  substi- 
tués donneraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre 
en  évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée,  et  qu'elle 
aurait  Finconvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

340.  Cet  inconvénient  disparaîtrait  si  Ton  pouvait  déterminer 
h  priori  une  quantité  J,  numériquement  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des 
racines  réelles  d'une  équation  proposée.  Car,  soit  mise  la  quan- 
tité 8  pour  intervalle  entre  deux  nombres  successivement  substi- 
tués; il  est  évident  que  si  deux  pareils  nombres  donnaient  des 
résultats  de  signes  contraires,  ils  comprendraient  une  racine  et 
n'en  comprendraient  qu'une;  et  que  s'ils  donnaient  des  résultats 
de  même  signe,  ils  ne  comprendraient  aucune  racine.  Ainsi,  te 
nombre  des  racines  réelles  de  V équation  serait  égal  au  nombre  des 
changements  de  signes  obtenus  par  les  substitutions. 

Voyons  donc  s*il  n'y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer 
la  quantité  J.  Or  cela  est  facile  au  moyen  de  l'équation  aux  carrés 
de  différences. 

En  effet,  désignons  par  X  =  o  l'équation  proposée,  et  par 
Z  =  o  l'équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous 
avons  (n"*  275  et  297  )  appris  à  former. 

Remarquons  d'j^ord  que ,  le  carre  de  la  différence  entre  deux 
racines   réelles  quelconques  i\v  la  proposée  étant  positif  y  on  ne 
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doit  chercher  les  carrés  des  difTérences  entre  les  racines  réelles 
que  parmi  les  racines  positives  de  Tcquation  Z  =  o.  (Ses  racines 
négatives  correspondent  aux  différences  qui  existent  dans  la  pro- 
posée, soit  entre  deux  racines  imaginaires,  soit  entre  une  racine 
réelle  et  une  racine  imaginaire.  )  Donc ,  si  Ton  cherche  la  limite  in* 
férieure  des  racines  positives  de  Téquation  Z  =  o ,  et  qu*on  en 
extraye  la  racine  carrée ,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité  nu- 
mériquement moindre  que  la  plus  petite  des  difTérences  qui  exis- 
tent entre  deux  racines  réelles  de  la  proposée ,  c'est-à-dire  la 
quantité  cherchée  S. 

Pour  obtenir  celte  limite  ,  il  faut  (  n"  5t0)  poser  z  =  -  dans 


z  =:  o,  ce  qui  donne  la  transformée  V  =  o.  Soit  /  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  V  =i  o  ;  -  sera  la  limite  infé- 
rieure de  Z  =  o.  Ainsi,  --=  est  la  quantité  S  qu*il  s'agissait  de 

déterminer. 

Lorsqu'en  recherchant  la  limite  /  la  plus  resserrée  possible ,  soit 
par  la  méthode  de  Newton  (  n^  509) ,  soit  par  celle  des  décomposi- 
tions (  n®  503  ) ,  on  trouve  /  <^  i ,  il  en  résulte  ^=  ou  (î  >  i  ;  et  cela 

indique  que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques 
est  plus  grande  que  l'unité.  Dès  lors,  on  est  certain  que  le  nombre 
des  racines  réelles  de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de  change- 
ments de  signe  qu'on  avait  d'abord  obtenu  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consécutifs. 

Mais  ordinairement  on  trouve  /  ">  i ,  d'où  — =  ou  ^  <:r  i .  Dans 

ce  cas,  comme  y/  est,  en  général,  incommensurable,  il  convient 
de  remplacer  ^l  par  le  nombre  entier  k  immédiatement  supérieur; 

ce  qui  donne  -  <;  _,  et ,  à  plus  forte  raison ,  -  moindre  que  la 

^       y/  k 

plus  petite  des  différences  entre  les  racines  réelles.  On  pourrait 
<lonr  mettre  j  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  consécu- 
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tives;   c'est-à-dire  qu'en  substituant  dans  X  =  o   la   suite   des 
nombres 

12  I  2  ï  •  .1  , 

o,7»y»«"i  1,  14-7^     i  -h  -jf  '  '  •  f  2,    2-f-7'««  jusqu  a  L, 
k    k  k  k  k 

1*2 

et  O,    —   7'   —  7'  •  •  •  '    "~  ' •  jusqu'à  —  L', 

on  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  Téquation  doit 
avoir  de  racines  réelles. 

Mais  on  peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres  fraction- 
naires par  la  transformation  suivante  : 

y 

Posons  dans  Téquation ,  x  =  7  ; 

n 

il  en  résulte  (  n°  965  )  une  équation  dont  les  racines  sont  h  fois 
plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Par  conséquent ,  les  diffé- 
rences entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  k  fois  plus 
grandes  que  les  différences  correspondantes  entre  les  racines  de  la 
proposée;  en  sorte  que,  si  (a  —  h)  désigne  la  plus  petite  des  diffé- 
rences relatives  à  X  =  o,  comme  on  avait  {a  —  ^)  ^  7'  ^  en 

résulte  ha  —  kh^  \,  Ainsi ,  la  nouvelle  équation  Y  =  o  est  telle, 
que  les  différences  entre  toutes  ses  racines  réelles,  considérées 
deux  à  deux ,  sont  plus  grandes  que  Tunité. 

Donc ,  enfin ,  si  Ton  substitue  dans  cette  équation  la  suite  natu- 
relle des  nombres  0,1,  2,3,.  .  .et  —  i,  —  2,  —  3,...,  compris 
entre  les  deux  limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de 
signe  que  Téquation  Y  =  o  aura  de  racines  réelles. 

(Les  deux  limites  de  Y  =  o  sont  d'ailleurs  +  ^L  et  —  XL', 

L  et  —  L'  désignant  celles  de  X  =  o .  ) 


34 1.  Résumons  ce  qui  vient  d'être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réelles  incommen- 
surables d^une  équation  X  =  o ,  il  faut  : 

1°.   Former  V équation  aux  carrés  des  différences ,  Z  =  o; 

?.*".   Déterminer  la   /imite  inférieure  -  des  racines  nositives   de 

t  ' 
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I 


cette  dernière  équation,  (Si  l'on  trouve  ->  i  ,  c'est  une  preuve 

que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  de  la  pro- 
posée est  aussi  plus  grande  que  Tunité  ;  dès  lors,  la  substitution 
des  nombres  entiers  consécutifs  dans  la  proposée  suffit  pour  mettre 
toutes  les  racines  réelles  en  évidence.) 

3°.  Dans  le  cas  général  de  7  <r  i  >  remplacer  —  par  — 
(/  étant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  \l\  et  poser 

y 

X  =r  Y- dans  la  proposée ,  ce  qui  donne  une  équation  Y  :=  o,  dont 

on  recherche  toutes  les  racines  réelles,  diaprés  la  méthode  exposée 
dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4**.  Enfin ,  substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  rela- 

tion  X  =:  =-•    On   obtient  ainsi    toutes  les   racines  réelles  de  la 
k 

proposée. 

N.  B,  —  Observons  que  si ,  pour  mettre  toutes  les  racines 
réelles  de  X  =  o  en  évidence ,  on  a  été  oblige  de  la  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  k  fois  plus  grandes  que  celtes  de 
la  proposée,  ces  dernières  sont  déjà  obtenues  à  une  fraction  près 

-.  Cela  résulte  évidemment  de  la  relation  x  =  -• 
k  k 

54ft.   Appliquons  cette  méthode  à  Péquation 

8jp^  —  6a; —  1=0.  (1) 

Les  limites  supérieures  des  racines  tant  positives  que  négatives 
sont  évidemment  -h  i  et  —  i . 

Faisant ,  dans  cette  équation ...  .r  ±=  4-  i ,       o ,  —  1 , 

on  trouve  pour  résultats -+-  i  >  —  ^  >  —  3. 

La  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  rhangcment  de  signe  ; 
ainsi,  nous  devons  avoir  recours  à  Tcqualion  aux  canrs  des  diffé- 
rcitccSn 

Si  Ton  forme  cette  équation  ,  soii  par  la  méthode  d'élimination 
(n^STS),  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n"a97),  on  trouve 


DES    EACINItS    TNC0MMKNSURABLE5.  54  < 

pour  résultat , 

64  z'  —  2883'  -t-  3?4  z  —  81  =  o. 

Posons  3  =  -  :  il  en  résulte  -# 

u 

81  p'  —  324  p^  4-  288i'  —  64  =  o,  (2) 

équation  qut  peut  être  mise  sous  la  forme 

8ii;»(i;  —  4)^"32(9i' — 2)=:o; 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3  est ,  en  nombre  entier ,  la 
limite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives.  Ainsi,  Ton  a 

/  =  3;     d'où     l  =  L       et      -^  =  4- 

'       3      .  v^/        v^3 

neropla^-ant  ^3  par  le  nombre  entier  2,  immédiatement  supé- 
rieur, on  obtient  7  pour  la  quantité  moindre  que  la  pins  petite 
différence  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la  pro* 
posée. 

Faisant  donc  dans  la  proposée,  conformément  à  la  règle  du 

n®  341,  a:  = -,  on  a  la  transformée 

2 

J'— 3^  —  I  =  o,  (3) 

équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  dif* 
férence  plus  grande  que  Tunité. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  des  racines  néga- 
tives étant  d'ailleurs  +  2  et  —  2,  il  suffit  de  faire  ,  dans  Téqua- 

tion(3),  /  =r-f-  2,    ->-  I,  0,-1,  — 2, 

ce  qui  donne  les  résultats  -+-  i,  —  3,  —  i,  4-i,  —  3. 

On  obtient  évidemment,  par  ces  substitutions,  trois  changements 
de  signe:  ainsi,  l'équation  (3)  a  ses  trois  racines  réelles,  l'une 
comprise  entre  i  et  2 ,  une  autre  entre  o  et  —  i,  et  la  troisième 
entre  —  i  et  —  a. 

Donc,  enfin,  l'équation  (i)  a  elle-même  ses  trois  racines  réelles, 
Tune  comprise  entre  -J-  et  i,  la  seconde  entre  o  et  —  y,  et  la  troi- 
sième entre  —  -j  et  —  i . 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera  d'abord 
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à  l'équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  d'approximation  ;  après 
quoi  Ton  substituera,  dans  la  relation  x=  -  y  les  valeurs  de  y 

obtenties  ;  ce  qui  donnera  les  valeurs  de  x  correspondantes. 

On  trouvera  par  ce  moyen  , 

r=       »>8794, 

pour  l'équation         j3_3^_,--o,  |7  =  —  o,3474  (*)> 

7  =  —  i,532o; 

x=       0,9397, 
et  pour  réqualion     8x^  —  6x  —  1  =  0,  Jx=  —  0,1737, 

X  =  —  0,7660. 

Ces  valeurs  sont  exactes  à  0,0001  près. 
Prenons  pour  autre  exemple  Féquation 

X^  —  6x  —  7  =r  o, 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs , 
compris  entre  les  limites  —  3  et  -f-  3 ,  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul 
changement  de  signe. 

On  a  obtenu  (n**  299 ,  deuxième  exemple)  pour  Téquation  aux 
carrés  des  différences, 

z'  —  36  z'  -h  324*  +  4^9  =  o. 

Soit  posé  z=z  ~;  il  en  résulte  la  transformée 

X 

459  r  =»  -h  3^4  j  —  36  7  -f-  I  =  o. 
Or  il  est  évident ,  diaprés  son  inspection ,  que  la  limite  supé- 
rieure /  des  racines  positives  est  <  i ,  d'où  l'on  déduit  — ^  >  i . 

Ainsi ,  les  différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée  sont 
(n°  540)  toutes  plus  grandes  que  l'unité.  Donc,  puisqu'elle  ne  donne 
lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe ,  on  est  en  droit  de  conclure 
que  la  racine  positive  est  la  seule  racine  réelle  qu'elle  renferme. 

(*)  En  appliquant  la  méthode  de  Ncwlon  au  calcul  de  la  seconde  valeur 
de  j^,  on  reconnaît  qu^elle  est  en  défaut  ^  ei  le  chiffre  des  cenlièmes  obienu 
par  la  règle  du  n^  35J$  doit  être  corrigé  de  deux  unités  par  le  moyen  indiqué 
au  n^  556- 
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545.  Première  remarque.  —  La  méthode  exposée  au  n°  541  pour 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables,  lorsque  pia- 
sieurs  racines  peuvent  être  comprises  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs,  ne  saurait  être  appliquée  aux  équations  qui  ont  des 
racines  égales. 

En  effet ,  supposons  qu'une  équation  ait  deux  racines  réelles 
égales  ù  a  ;  comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu'un  seul  et 
même  nombre,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre  deux 
des  nombres  substitués,  quelque  petite  t]ue  soit  leur  différence. 
Ainsi,  ces  nombres,  qui  comprennent  deux  racines,  devront 
(n®  504)  donner  deux  résultats  de  même  signe,  aussi  bien  que 
deux  nombres  qui  n^en  comprendraient  pas.  Si  Téquation  pouvait 
avoir  trois  racines  égales  à  a ,  les  deux  nombres  qui  les  compren- 
draient donneraient  deux  résultats  de  signes  contraires ,  aussi  bien 
que  deux  nombres  qui  comprendraient  une  seule  fois  cette  racine. 

Observons  d'ailleurs  que ,  l'équation  X  =  o  ayant  des  racines 
égales ,  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  Z  =:  o  ,  aurait  néces- 
sairement des  racines  égales  à  o  ;  et  alors  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  cette  dernière  équation  serait  o  :  c'est-à-dire 
qu^il  faudrait  mettre  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions, 
ce  qui  est  absurde. 

Concluons  de  là  qu'avant  d'appliquer  la  méthode  du  n°  541 ,  il 
est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu'elle 
peut  avoir.  (  f^oyez  n*»  281.  ) 

544.  Seconde  remarque, — Quand  l'équation  proposée  est  du 
troisième ,  quatrième  ou  cinquième  degré ,  et  qu'elle  a  ses  coeffi- 
cients commensurables ,  il  est  inutile  de  lui  appliquer  la  méthode 
des  racines  égales. 

En  effet,  il  résulte  d'abord  de  la  nature  de  cette  méthode,  la- 
quelle consiste  essentiellement  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  la  proposée  et  son 
dérivé,  qu'elle  ne  peut  conduire  qu'à  un  polynôme  diviseur  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  comme  ceux  de  l'équation  elle- 
même. 

Cela  posé ,  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré ,  le 
commun  diviseur  (s'il  en  existe)  est  du  premier  ou  du  deuxième 
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degré  an  plus.  S*il  est  du  premier  degré,  en  régalant  à  o,  on  ne 
peut  tirer  de  réquation  résultante  qu*une  racine  commensurable. 
S'il  est  du  deuxième  degré ,  le  quotient  du  polynôme  proposé,  par 
ce  diviseur,  est  du  premier  degré,  et  ne  saurait  encore  donner 
qu'une  racine  commensurable.  On  voit  donc  qiïune  équation  du 
troiiième  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels ,  et  qui  n  *a  pas 
de  racines  commensarahles ,  ne  saurait  avoir  de  racines  égales.  . 

Si  réquation  est  du  quatrième  degré,  le  plus  grand  commun 
diviseur  (sHI  en  existe)  entre  le  premier  membre  et  son  polynôme 
dérivé ,  ne  peut  être  ni  du  premier  ni  du  troisième  degré  ;  car,  dans 
un  cas  comme  dans  Tautre ,  on  en  déduirait  que  Téquation  a  des 
racines  commensurables,  ce  qui  serait  contre  Thypothèse  ;  et  s'il  est 
du  deuxième  degré,  les  facteurs  de  ce  polynôme  diviseur  ne  sau- 
raient être  égaux ,  puisqu'il  en  résulterait  encore  que  l'équation 
aurait  des  racines  commensurables.  Mais  si  les  deux  facteurs  sont 
inégaux,  il  en  résulte  nécessairement  (n°  277)  que  chacun  d'eux 
entre  au  carré  dans  le  polynôme  proposé ,  qui  est  alors  un  carré 
parfait. 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  au  lieu  de  soumettre  l'équation  à  la  mé- 
thode des  racines  égales ,  on  peut  se  borner  à  extraire  la  racine 
carrée  de  son  premier  membre  ;  et  si  la  racine  n'est  pas  exacte  ,  on 
en  conclut  que  Inéquation  n'a  pas  de  racines  égales, 

Ënfm,  toute  équation  du  cinquième  degré  qui  n'a  pas  de  racines 
commensurables  ne  peut  avoir  de  racines  égales:  car,  i^  elle  ne 
saurait  admettre  une  seule  espèce  de  racines  égales;  2^  si  elle  en 
avait  de  deux  espèces  différentes,  il  faudrait  nécessairement  que  la 
proposée  admît  une  racine  commensurable. 

Donc  enfin  il  est  inutile  d'appliquer  la  méthode  ordinaire  des 
racines  égales  aux  équations  des  3*,  4*  €t  5"  degrés. 

545.  Troisième  remarque.  —  Ce  qui  précède  sufût  pour  faire 
sentir  combien  l'application  de  la  méthode  du  n*^  541  est  labo- 
rieuse, puisqu'elle  suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales, 
la  formation  de  l'équation  au.v  carrés  des  différences.  Or,  dès  que 
la  proposée  est  d'un  degré  supérieur  au  quatrième,  les  calculs 
relatifs  à  la  détermination  de  cette  dernière  équation  sont  impra^ 
ticables  par  leur  longueur.  11  est  donc  à  propos  de  faire  conna!(tre 
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quelques  circonstances  dans  lesquelles  on   peut  éviter  tous  ces 
t^alculs. 

t°.  Si ,  en  substituant  les  nombres  0,1,2,.    .,  —  1,  —  :>, 
—  3, . . .  ,  compris  entre  H-  L  et  —  L',  on  obtient  autant  de 
changements  de  signe  qu*il  y  a  d*unités  dans  le  degré  de  la  pro- 
posée, on  est  certain  que  toutes  les  racines  de  l'équation  sont 
réelles,  et  que  chacune  d^ellesa  une  partie  entière  difTéren te. 

2**.  Il  peut  se  faire  que ,  sans  connaître  les  racines  d'une  équa- 
tion, Ton  sache  à  priori  combien  elle  doit  avoir  de  racines 
réelles  (la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples)  (*).  Cela  posé,  il 
se  présente  deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  0,1,2,.  .,  —  1,  —  2,... 
donne  lieu  à  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  a  de 
racines  réelles  ;  dans  ce  cas ,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore 
mises  en  évidence,  et  chacune  d'elles  a  une  partie  entière  différente. 

Ou  bien  ,  le  nombre  des  changements,  de  signe  est  moindre  que 
celui  des  racines  réelles.  Comme ,  dans  ce  cas ,  on  est  assuré  d'avoir 
laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres 
que  l'unité ,  il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  plus  grandes. 

Pour  cela ,  on  fait  dans  la  proposée  ,  jt  = '-,  k  étant  une  indéter- 

minée,  ce  qui  donne  la  transformée  Y  =  o,  dont  les  racines  sont 
k  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  (  il  en  est,  par  consé- 
quent, de  même  des  différences).  On  donne  ensuite  à  X-  diverses 
valeurs.  Soit ,  en  premier  lieu ,  /^  =  3  ;  substituant  dans  Y  =  o 
la  série  naturelle  des  nombres ,  on  voit  si  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  Ton 
sait  devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  Thypothèse  X  =r  3  ne 
réussit  pas,  on  fait  X-  =  4>  ^)  ••9  jusqu'à  ce  qu'enfin  on 
obtienne  pour  la  transforuiée  correspondante  le  nombre  de  chan- 
gements de  signe  exigé. 

iV.  B,  -—  Il  faut  bien  observer  ici  qu*on  suppose  l'équation 
dépourvue  de  racines  égales. 


(*)  Vorrg  mon  traité  de  Géométrie  analytique,  poar  la  détermination , 

par  des  intersections  de  courbes ,  du  nombre  des  racines  réelles  qu^una 
équation  peut  renfermer. 

Alg.  B.,  10*  eV/.  35 
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THÉORÈME    1)R    M.    STURM. 

Son  application  à  la  recherche  des  racines  incommensurables. 

CVst  ici  le  lieu  de  faire  connaître  un  fort  beau  théorème  à 
Taide  duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d'une  équation 
peuvent  être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu^avec  le 
secours  de  Téquation  aux  différences. 

Nous  venons  de  voir  (n°  54^,  2^)  que,  «i  Ton  connaissait  €i 
priori  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  ,  Ton  parvien- 
drait aisément  à  leur  détermination  ,  puisqu*il  suffirait  alors  de 
subdiviser  convenablement  Tintervalle  des  substitutioos  succes> 
sives.  Or  le  théorème  de  M.  Sturm  atteint  complètement  ce  but, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

546.  Soit  X  =  o  une  équation  à  coefficients  réels ,  que  nou& 
supposerons  n'avoir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X,  son  pre- 
mier polynôme  dérivé ,  et  appliquons  à  X ,  X,  le  procédé  du 
p.  g.  c.  diviseur  relatif  (n^'  846,  959),  avec  cette  condition 
toutefois ,  de  changer  le  signe  du  restt*  de  chaque  opération  ,  et  de 
prendre  ce  reste  ainsi  modifie  pour  diviseur  de  r opération  sui- 
vante. (Ce  changement  de  signe  est  une  condition  essentielle  dans 
l'énoncé  et  la  démonstration  du  théorème.  ) 

Désignons  d'ailleurs  par  X3 ,  X, ,  X| , . . . ,  Xr,  les  restes  succes- 
sifs, pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  exprimer  la  sôrie  complète  des  opérations  par  le 

tableau  suivant  : 

X  =  X,7,  —  X,, 

A.|  ~-i^  A.7  4^3  — •  A  , , 

X,=  X,7  —  X4, 


•    •    • 


\,  .  7  A,_,  fjr~\   X.,  j 


X,  est  nécessairement   indépendant   de  x  et  différent  de  zéro, 
puisque,  par  hy)>othèse,  Téq  lation  n'a  pas  de  racines  égales. 
Considérons  maintenant  les  fonctions  X,  Xi^  X^,.  .  .,  Xr;  et 
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siippoAODS  que  l'on  y  substitue  pour  x  deux  nombres  p  vi  q^  Je 
signes  quelc«>nques  (p  éuiu  <C  7).  D^abord,  la  substitulion  de  p 
donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généraieinent  positif 
ou  négatif  (mais  qui  pourra  quelquefois  être  nul);  et  en  nelenaut 
compte  que  des  signes  de  ces  résultats,  on  ol>tiencira  une  suite  de 
signes  qui,  écrits  sur  une  même  ligne,  présenteront  une  certaine 
succession  de  variations  et  de  permanences. 

Pareillement,  la  substitution  de  r/  à  la  place  de  .r  donnera  une 
seconde  suite  de  signes  présentant  de  même  une  certaine  succes- 
sion de  variations  et  de  permanences. 

Or  le  théorème  en  question  consiste  en  ce  que  : 
La  DirrÉKEVCE  entre  le  nombre  des  variations  qu'offre  la  pre- 
mière suite  de  signes,  et  le  nombre  des  variations  de  la  seconde  y 
^ijcprime  exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée , 
qui  se  trouvent  comprises  entre  p  ^r  q. 

547.  De  là  résulte  la  règle  suivante  pour  obtenir  le  >'ombei>: 
TOTAL  des  racines  réelles  d'une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n**  510)  les  limites  —  1/  et  -f-  L  îles 
racines  négatives  et  positives  :  i  ®  On  applique  aux  deux  poljrnôtnes, 
X,  X| ,  le  procédé  du  p.  g,  c,  diviseur  avec  la  modification  indiquée 
flans  le  numéro  précédent.  Cela  donne  une  série  de  fonctions  X, 
X| ,  Xj, .  .  . ,  Xr,  qui  sont  généralement  au  nombre  de  [m  -f  1  ^ , 
m  étant  le  degré  de  Féquation. 

2**.  On  écrit  sur  une  première  ligne  les  signes  des  résultats  de 
la  substitution  de  —  L'  dans  chacune  des  fonctions,  et,  sur  une 
seconde  ligne,  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  ^  I.. 
(Le  signe  de  Xr  doit  rester  le  même,  puisque  Xr  est  indépen- 
dant de  X.) 

3**.  On  compte  le  nombre  de  variations  qu'offre  la  première 
ligne  y  et  le  nombre  de  variations  de  la  seconde.  La  diffkrknck 
entre  ces  deux  nombres  est  l'expression  du  nombrk  total  drs 
racines  réelles  de  la  proposée. 

Cette  règle  est  d'un  usage  facile  dès  que  Ton  connaît  les  fonc 
lions  X,  X, ,  X', , ...  ;  et  si  les  opérations  nécessaires  à  leur  déter- 
mination sont   un  peu  laborieuses,  on  n'en  doit   rien  conclure 

35. 
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contre  la  simplicité  de  la  règle;  car  il  y  a  (sauf  les  changements 
de  signes  indiqués)  identité  enti-e  ces  opérations  et  celles  que  com- 
porte la  méthode  des  racines  égales,  méthode  à  laquelle  il  faut 
soumettre  préalablement  toute  équation  dont  on  recherche  les 
racines  incommensurables. 

548.  La  démonstration  du  théorème  ci -dessus  repose  sur  plu- 
sieurs principes  que  nous  allons  d^abord  établir. 

PREMii&EiiENT.  —  Cousidérous  la  fonction  X  en  particulier,  et 
soit  a  une  racine  réelle  de  X  =  o.  Si  l'on  met  a  -\-  u  à  la  place 
de  Xj  dans  X,  on  obtient  (n^  5ft8)  un  résultat  de  la  forme 

A"              A*' 
A  -h  A'//  H i«'^  H a'  -h  . .    4-  «"• 

2  2.3 

^A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x  dans  X,  et 
A',  A",  A", .  .  . ,  les  polynômes  dérivés  de  A  d'après  la  loi  connue). 
Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X  =  o,  on  a  A  =  o; 
et  Texpression  précédente  se  réduit  à 

/ , ,       A"  A'"  \ 

\  2  2  .  3  / 

Or  je  dis  qu'on  peut  toujoui^  trouver  pour  u  un  nombre  assez 

petit  pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  signe 

que  son  premier  terme  A'  (qui  d'ailleurs  est  différent  de  zéro  tant 

que  X  =  o  n*a  pas  de  racines  égales). 

Il  suffit  en  efîet,  pour  cela,  d'obtenir  pour  u  une  valeur  qui 

A"            A'" 
rende  —  «  H r  w'  -f-  .  .  .    numériquement   moindre   que  A'. 

2  2  •  O 

Or  nous  avons  vu  (n*^  505)  comment  on  remplit  cette  dernière 
condition  ;  ainsi ,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à  la  précé- 
dente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dès  qu^on  a  obtenu  pour  l'indé- 
terminée m  une  valeur  remplissant  cette  condition,  toute  valeur 
pins  petite  y  satisfait  à  plus  forte  raison. 

549.  Secondkment.  —  Si  l'on  conçoit  que,  dans  les  fonctions 
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X,  X, ,  Xj, .  .  .  on  remplace  x  par  un  nombre  quelconque  «,  il 
ne  peut  jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s'éva- 
nouissent à  la  fois. 

En  efTet,  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  ranij^ 

quelconque,  X„_,,  X^,  Xa+,. 

On  a  (n®  346)  Tégalité  X«-,  :=  X^^n  —  X„^.,. 

Or,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois  X„.i  =  o ,  X^  =  o ,  on  en 
déduirait  Xih.i  =  o  ; 

mais  comme  on  a  aussi  X,  =.  X„_,.,  7«^i  —  Xn^.» , 

il  en  résulterait  encore  X„4.a  =  o;  et  ainsi  de  suite.  On  parvien- 
drait alors  finalement  à  régalitc  Xr  =  o;  ce  qui  est  absurde, 
puisque  la  proposée  n'ayant  pas  de  racines  égales,  Xr  no  saurait 
être  nuL 

Troisièmement.  —  La  même  relation  X„_i  =  X„  7„  —  X„.4 , 
nous  apprend  que,  si  une  fonction  Xn  devient  nulle  par  la  sub- 
stitution de  J7  =  <i ,  les  deux  fonctions  X„.i ,  X„^_i ,  entre  les- 
quelles elle  est  placée,  sont  nécessairement  de  signes  contraires 
pour  la  même  valeur  x  =  a, 

550.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k  une  quantité  posi- 
tive ou  négative,  mais  moindre  (c'est-à-dire  plus  rapprochée  de 
Y  infini  négatif)  que  toutes  les  racines  réelles  des  équations  X  ==  o^ 
X|  =  o,  Xj  =  o,...,  Xr-i  =  o;  et  concevons  qu'en  faisant 
croître  x  d*unc  manière  continue  (n"  303)  à  partir  de  /-,  on  sub- 
stitue toutes  ces  valeurs  successives  dans  les  fonctions  X,  X,, 

Il  est  d'abord  facile  de  voir  que  les  variations  et  les  perma- 
nences fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  Xr  (que 
nous  savons  déjà  être  constant) ,  se  reproduiront  toutes  et  dans  le 
même  ordre,  tant  que  x  n'aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui 
rendent  nulle  quelqu'une  de  ces  fonctions  ;  car,  pour  que  le  nombre 
ou  Tordre  de  ces  variations  et  permanences  vienne  à  se  modifier, 
il  faudra  évidemment  que  l'une  des  fonctions,  X^  par  exemple, 
change  de  signe,  et,  par  conséquent  (n"  503),  que  X„  soit  d'abord 
devenu  nul. 
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Supposons  artiielleitient  qu^une  val^tr  xrr:  a  rende  nulle  une 
on  plusieurs  des  fonctions  [a  étant  d'ailleurs  le  plus  petit  des 
nombres  qui  jouissent  de  celte  propriété);  et  voyons  ce  qui  doit 
arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  :  ou  x  z=.  a  anéantira 
itne  (ou  plusieurs  des  fonctions  intermédiaires  X, ,  X,,  X^, .  .  . , 
Xr_,,  sans  faire  évanouir  X;(»n  bien  x  =  «  anéantira  X,  pou- 
vant d'ailleurs  rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  àts  fonctions 
intermédiaires.  Or,  je  dis  que ,  dans  le  premier  cas,  aucune  varia- 
tion ne  disparaîtra  dans  le  passage  de  .r  par  les  trois  états  consé- 
cutifs il  —  /i,  a  ^  a  -\-  u  u  étant  l'intervalle  des  substitutions  suc- 
cessives); que,  dans  le  second ,  ime  variation  disparaîtra,  et  qu'il 
n'en  disparaîtra  qu'une  seule  si  u  est  suffisamment  petit. 

Considérons  le  premier  cas,  celui  où  la  fonction  Xn,  par 
exemple,  devient  nulle  pour  x  irr/?,  sans  que  X  le  soit  en  même 
temps. 

Comme  ,  pour  la  même  valeur  x  -2  a  y  X„  .,  et  X„^,  ne  peuvent 
devenir  nulles,  et  qu'elles  sont  de  signes  contraires  (n"  349),  il 
s'ensuit  (jue  les  trois  fonctions  consécutives 

formeront,  quant  aux  signes,  Tune  des  deux  comhinaiscms 

-h ,  o ,  —  ,  ou     —  ,  o ,  -h  ; 

et  soit  qu'on  prenne  o  avec  le  signe  -4-  ou  avec  le  signe  — ,  on 
voit  qu'il  en  résulte  uni'  variation  et  une  permanence. 

D'un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  X«_,,  X„^,  a  dû 
conserver  le  même  signe  pour  les  valeurs  de  x  comprises  depuis 
.r  Tt=  k  jusqu^à  .r  =  <7;  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dans 
le  passage  de  j:  =  /i  à  .r:=  n  >-}-  «,  puisqu'on  peut  toujours  sup- 
post»r  u  assez  petit  pour  qu'aucune  racine  de  X„..,  =r  o,  X|,^,  =  o, 
ne  soit  comprise  entre  a  eX  a  -t-  n. 

On  peut  donc  afiiriiier  que  les  trois  fcmctif>ns  ci-dessus,  qui, 
pour.r  =  /?,  |)résenlent  une  variation  et  une  perm;inencc,  donnent 
également  une  variation  et  une  permanence  pour  toutes  les  valeurs 
•■4»mpriscs  depuis  x  zzl  o  jusqu'à    v  zz.  a  -f- //.  Ainsi,  rhypothése 
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X  —.  a^  introduite  dans  la  sérifr  des  fonctions  X,  X,,  X^.  . .  , 
n'a  fait  perdre  ni  gagner  aucune  variation. 

55 1.  Passons  au  cas  où  X  devient  nu(  quand  on  y  met  a 
pourx. 

Soit  fait  j?  =r  /?  -h  w  dans  X  et  Xi  ;  puis  désignons  par  U,  U, 
ce  que  deviennent  respectivement  X,  Xi,  par  rette  substitution. 
Appelons  (n**  548)  A ,  A',  A", ...  les  résultats  de  la  substitution 
de  a  pour  x  dans  X  et  ses  polynômes  dérivés,  puis,  par  analogie, 
A,,  a',  ,  A%.  .  .  ce  que  deviennent  Xi  et  ses  polynômes  dérivés , 
par  la  même  substitution;  nous  aurons  les  deux  égalités 

A" 
U  =r  A   4-  A'  w  4-  —M'  4- ... , 

2 

A" 
U,  =  A,  -h  A',  «  H !■  «»  4- 

2 

Comme,  par  hypothèse,  a  est  racine  de  X=ro,  on  a  néces- 
sairement A  =r  o.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  et  A,,  expri- 
mant Tune  et  l'autre  le  résultat  de  la  substitution  de  a  pour  x 
dans  Xi,  n*en  forment  qu'une  seule  qui  est  différente  de  o,  puisque 
X=:  o  n*a  pas  de  racines  égales.  Ainsi,  les  deux  égalités  précédentes 
se  changent  en  celles-ci  : 

A" 
U  =A'iH «»-+-■..., 

A" 
U,  =  A'     -h A'  a ^«^-1-..., 

'  2 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  même  signe  que 
leurs  premiers  termes  A'/i  et  A',  lorsqu'on  prend  (n°  548)  pour 
rindéterminée  u  une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc 
que  U  et  U|  sont  de  même  signe  quand  u  est  positifs  et  de  signes 
contraires  quand  tf  est  négatif. 

D*où  il  résulte  que  les  signes  des  deux  fonctions  X,  X,,  qui 

présentaient  d'abord  une  variation  pour  x  =  /7  —  w, 

forment  ensuite  une  permanence  pour  x  =z  a  -\-  Uk 
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Ainsi ,  dans  le  passage  de  x  =  a  —  Màj:  =  a-f-M,  une  varia - 
thn  s*est  changée  en  une  permanence 

La  même  conséquence  aurait  lieu  lors  même  que  x:=  a,  qui 
satisfait  à  X  =  o ,  anéantirait  en  même  temps  une  ou  plusieurs 
autres  fonctions,  puisque,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  quand 
une  de  ces  autres  fonctions  vient  à  s'évanouir,  le  nombre  des 
variations  ne  change  pas  pour  cela. 

Maintenant  si ,  à  partir  Ae  x:r=  a  -\-  u^  on  continue  de  faire 
croîtrez  par  degrés  insensibles,  le  nombre  actuel  des  variations  de 
la  suite  des  signes  demeurera  le  même  juJK|u'à  ce  que  x  vienne  à 
dépasser  une  nouvelle  racine  de  X  =  o  ;  auquel  cas  une  seconde 
variation  disparaîtra ,  et  se  trouvera  remplacée  par  une  perma- 
nence. Et  ainsi  de  suite. 

Donc,  enfin ,  le  nombre  des  variations  ])erdues  lorsque  x  croît 
depuis  une  valeur  quelconque  k  jusqu'à  une  autre  valeur  X', 
est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  X  =  o,  comprises  entre 
h  eM'. 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  énoncé  n°  54G. 

5^8.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  ferons  plusieurs 
reiparques  fort  importantes. 

1**.  Dans  la  recherche  des  fonctions  X,  X, ,  .  ,  on  peut 
introduire  ou  supprimer  des  facteurs  numériques  (n''  2^9 '9  pourvu 
que  ces  facteurs  soient  positifs  ;  mais  il  faut  bien  prendre  garde, 
quant  aux  signes  >  à  ne  faire  que  les  changements  indiqués  au 
n"  546,  puisque  c'est  de  la  considération  des  signes  dont  les 
fonctions  X,  X,,  X,,.  . .  sont  affectées,  que  dépend  principa- 
lement la  démonstration  du  théorème  de  M.  Sturm. 

2".  Quand  on  veut  simplement  connaître  le  nombre  total  des 
racines  réelles  de  Péquation  proposée ,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'opérer  la  substitution  des  limites  —  ïJ  et  +  L  dans  les  fonctions 
X,  X,,.  .  :  il  suffit  de  substituer  —  ^  et  -i- x  dans  le  pre- 
mier terme  de  chacune  d'elles,  puisque  l'on  sait  (n°  505)  que  le 
signe  do  la  fonction  est  alors  le  même  que  le  signe  de  ce  premier 
Icrnic. 

La  substitution   di; — x   et  do    hoc   dispense   de  déterminer 
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d^abord  les  deux  limites  —  L'  et  +L,  qu'il  faudrait  d^ailleurs 
calculer  de  manière  qu'elles  convinssent  à  toutes  les  fonctions, 
si  Ton  ne  voulait  o|)érer  la  substitution  que  dans  leur  premier 
terme. 

Nous  aj<iuterons  même  qu'en  faisant  usage  de  la  méthode  de 
M.  Sturm,  on  n'a  besoin,  dans  aucun  cas,  de  connaître  à  priori 
les  deux  limites  —  L'  et  +  L.  En  effet ,  après  avoir  reconnu 
d^abord  combien  il  y  a  de  racines  réelles  dans  la  proposée,  si  Ton 
veut  ensuite  déterminer  d'une  manière  plus  précise  le  lieu  des 
racines,  il  n'y  a  qu'à  substituer  successivement  les  nombres 
o,  t ,  2 ,  3, . . . ,  et  o ,  —  I ,  —  2, ...  ;  et  dès  que,  par  la  substitu- 
tion de  o,  t ,  2,  .  . ,  on  est  parvenu  à  une  suite  de  signes  qui 
présente  autant  de  variations  qu'en  avait  donné  la  substitution 
de  +  ^  9  on  peut  affirmer  qu'il  n^y  a  plus  de  racines  au  delà  du 
dernier  nombre  substitué.  Même  raisonnement  par  rapport  aux 
nombres  o ,  —  i ,  —  2,    ... 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les  plus  resser- 
rées (  en  nombres  entiers  )  ;  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d'une 
manière  bien  certaine  (n"  509)  la  méthode  de  INewton,  mal 
appliquée. 

3®.  Si  l'on  cherche  ensuite  combien  il  v  a  de  racines  réelles 

•r' 

comprises  entre  deux  nombres  particuliers /?  et  47,  il  peut  se  faire 
que/7  ou  q  rende  nulle  quelqu'une  des  fonctions.  Dans  ce  cas, 
quand  c'est  une  fonction  intermédiaire,  Xn,  qui  s'évanouit,  on 
n'a  pas  besoin  de  tenir  compte  du  résultat  o  dans  la  suite  des 
signes,  car  on  a  vu(n®  549)  que  X„_,,  Xrt^.,  offrent  une  varia- 
tion pour  cette  même  valeur  de  x  ;  or  la  combinaison  du  double 

signe ±  dont  o  est  censé  affecté,  avec  les  signes  H ,  ou h, 

ne  donne  encore  qu'une  variation.  Ainsi ,  le  nombre  des  variations 
n'est  nullement  altéré  par  l'omission  du  résultat  o. 

Lorsque  c'est  X  qui  s'évanouit  pour  jrz=  p,  par  exemple,  on 
conclut  d'abord  que  p  est  racine  de  X  ==  o  ;  puis  on  compte  les 
variations  qui  existent  à  partir  de  X,. 

4°*  Enfin  ,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X,  Xi ,  X,,..., 
X,-,  on  vient  à  reconnaître  que  l'une  des  fonctions  intermédiaires, 
Xm,  est  de  nalure  à  conserver  constamment  le  même  signe  pour 
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tontes  les  valeurs  comprises  entre  pei  q  [p  étant  <[  V  /  9  \\t^  inu- 
tile de  substituer  ces  nombres  dans  les  fonctions  suivantes;  car 
autant  la  suite  des  foncfions  jusqu'à  X^  inclusivement  présentera 
de  variations  de  plus  pour  x  1=:  p  que  pour  n  =  q ,  autant  il  y  aura 
de  racines  réelles  comprises  entre  p  ^/  q. 

Il  suffit,  pour  s*en  convaincre,  d'appliquer  aux  fonctions 
X,  X,,  X],...,  X«,  ce  qui  a  été  dit  (n^*  31(0,  5tfi)  par  rap- 
port à  toutes  les  fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu'à  celui  de  X. 
inclusivement,  perdant  une  variation  pour  chaque  racinede  X=ro, 
et  le  nombre  des  variations  n^étant  nullement  altéré  par  l'éva- 
nouissement de  quelqu'une  des  fonctions  intermédiaires  X,, 
X„. . . ,  X„_i,  puisque  d'ailleurs  X»  conserve  toujours  le  même 
signe  par  hypothèse,  il  faut  nécessairement  qu'autant  il  y  a  de 
variations  perdues  dans  la  suite  des  signes  de  X ,  Xi, . .  . ,  X«, 
lorsqu'on  passe  de  .r  =  /?  à  x  :=  ^,  autant  il  y  ait  de  racines  de 
X  =  o  comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  :  si ,  dans  le  cours  des 
divisions  nécessaires  à  la  détermination  des  fonctions  X,  X, , .  .  . , 
\rt  on  reconnaît  qu'une  certaine  fonction,  X„,  ne  peut  avoir  que 
des  racines  imaginaires,  comme  alors  elle  ne  saurait  changer  de 
signe  (n*^  SIS),  quelque  valeur  qu'on  y  substituât  pourx,  on  n'a 
pas  besoin  de  pousser  plus  loin  les  divisions;  c'est-à-dire  qu'il  est 
iiiulile  de  déterminer  X„^, ,    .  .,  Xr. 

Cotte  circonstance  est  très-importante  à  retenir  :  car,  en  raison 
de  la  grandeur  des  coefficients  numériques,  on  ne  peut  se  dissi- 
muler que  les  calculs  relatifs  à  la  détermination  des  fonctions  suc- 
cessives ne  soient  très-pénibles,  surtout  lorsqu'on  arrive  aux 
dernièies. 

{Foycz  le  troisième  et  le  quatrième  des  exemples  du  numéro 
suivant.) 

TiWS.  Faisons  maintenant  quelques  applications,  en  ne  consi- 
dérant toutefois  que  des  équations  qui,  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consécutifs  compris  entre  les  limites,  donnent 
moins  dv  vhangrmcnts  de  signe  qu'il  n'y  a  d'unilés  dans  la  pro- 
posée. 
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î  "'  Exemple,  8^'  —  6j-  —  i=:o.  (i) 

Cetlf  ôquaHon  a  déjà  été  traitée  n°  542.) 
On  a  d'abord  X,  =  24ar»  —  6,  ou  plutôt     X,  =  4'*'''  —  * 
(d'après  la  première  remarque  du  n*»  5i$2). 

Divisant  X  par  X| ,  on  obtient  pour  reste, 
—  ^x — I  ;  d'où Xî=:=-f-4'^H-i- 

La  division  de  X,  par  Xj,  après  les  prépa- 
rations convenables  (n°  259),  et  en  vertu  de 
la  première  remarque  du  n"  5J52,  donne 
pour  reste  —  3;  d'où X^  =  -h  3. 

Ainsi ,  l'on  a  pour  les  fonctions  cherchées  , 

X=r:8j:^— 6x — I,  X,  ==4-^^ — Ij  X2=4'^~^'>  X.»  =  H- 3. 

Cela  posé ,  la  substitution  de  —  x  et  de  +  oo  dans  les  premiers» 
termes  de  ces  fonctions  donne  les  deux  suites 


....    3  variations, 

-f-  -h  -h  -4-  .  .  .     .    o  ; 

ce  qui  prouve  (pie  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles,  puisqu'il 
<lisparaît  tmis  variations  dans  le  passage  de  —  oo  à  4-  co  . 

Soit  fait  maintenant  dans  les  mêmes  fondions,  x=z  —  i ,  o,  -h  i  ; 
on  trouve  : 

Pour     xz=.  —  1, 1 h....      3  variations, 

xz=        o,        h  "h I , 

3^  =  4-1,         4" -h -4- -h o. 

Comme  —  i  donne  trois  variations,  et  que  o  n'en  donne 
{\\\Hne  seule,  il  s'ensuit  que  o  et  —  i  comprennent  deux  racines. 

Pareillement,  o  donnant  une  variation,  et  -f-  i  n'en  donnant 
aucune,  il  y  a  une  racine  comprise  entre  o  et  i . 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives,  il  faut  (n"  54o)  res- 
serrer l'intervalle  des  substitutions;  mais,  auparavant,  il  convient 
de  changer  x  en  —  .r,  ce  qui  ramène  l'équation  (i  \  «i 

8.r'  —  (\x  "h  I   rr:  o  ;  (?.) 
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et  les  racines  positives  de  cette  nouvelle  équation  ,  étant  prises 
avec  le  signe  —  ,  donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

Actuellement,  posons  (n°  34IS)  dans  Téquation  (2),  jt  =  -  ;  ilen 

résulte  la  transformée 

r^  -  3/  -h  1  ==r  o.  (3) 

Or,  en  faisant  successivement. .. .       y  ^=:         o,  i,         2, 

on  trouve  pour  résultats H-i,    —  i,    4-3; 

donc  les  deux  racines  positives  de  Téquation  (3)  sont  comprises , 
Tune  entre  o  et  1 ,  et  l'autre  entre  i  et  a. 

Appliquant  à  l'équation  (3)  Tune  des  deux  méthodes  d'ap- 
proximation ,  et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  y  y  dans  la 

Y  Y 

relation  j:=:— 5  ou  plutôt  j:=  —  -(à  cause  du  changement  de 

2  2 

.ren  — x),  on  aura,  avec  tel  degré  d^approximation  qu'on  vou- 
dra ,  chacune  des  trois  racines  de  Téquation  proposée. 

,      N,  B,  —  Pour  le  calcul  de  la  racine  positive  de  Tcquation  (1), 
on  peutDpérer  directement  sur  cette  équation. 

2"  Exemple.  x^  —  ix^  —  7  or'  -f-  io;r  4-10  =  0.  (i) 

En  appliquant  à  cette  équation  la  règle  du  n^  546 ,  on  trouve 

successivement       X  =zx*  —  2j;'  —  7  j?- -h  10  j: -h  10, 

X|  =  2  J?'^  —  3  a;'  —  7  ^  -f-  5, 
X,  =  1 7  07'  —  23.r  —  45> 
X3  =  i52x  —  3o5, 

X,  =  +  524785. 

Si  Ton  substitue  —  00  et  -h  00  dans  les  premiers  termes  de  ct^s 
fonctions,  on  obtient  les  deux  suites 

_j 1 (-  •  .  .  4  variations  , 

-h  -r  4-  -H  -f-  .  .  .  o  ; 

donc  li's  quatre  racines  de  Tcq nation  sont  rédlos. 
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Actuellement,  soit  fait  successivement ,  dans  les  fonctions, 
^  =  0,1,2,3,...,     eta:  =  o,     — 1,  — 2,.. 
il  vient,  pour     x  =:       o, 


puis ,  pour 


X  =  I 


jr  =       2, 

j:  =r       3, 


X  =        o 


a:  =  —  I 


X  -=:  —  2 


+  4-  -f-  -h  + 


-3, 


.    2  vanat,, 
.    2. 


o; 


.  2  variât. , 

•  3, 

.  3, 

•  4- 


D^où  Ton  voit  que  Téquation  a  deiue  racines  positives ,  comprises 
entre  2  et  3  ,  une  racine  négative  comprise  entre  o  et  —  i  ;  enfin , 
««6'  racine  négative  comprise  entre  —  2  et  —  3. 

Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  on  pourrait  (n**  S4JS) 

V  V 

faire  dans  l'équation,  x  =  -,  ou^v  *,  mais  on  va  voir  que 

2  3 

la  méthode  d'approximation  de  Lagrange  suffît  pour  opérer  cette 
séparation. 

Soit,  en  effet,  posé  dans  l'équation  (i),  x  =  2  h — ;  il  vient, 

tout  calcul  fait  (  n**  588  ) ,  la  transformée 

2^  —  loj^  -4-  5/^  -h  6/  -4-  I  =  o,  (1) 

qui  a  nécessairement  deux  racines  plus  grandes  que  l'unité. 

Or,  en  faisant  successivement x  =1 ,       2,       3,       4»       ^i 

on  trouve  pour  résultats -f-  4>  —  *S> — 44' — 23,-l-i56; 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  de  x  ^^^^  comprises ,  Vune 
entre  i  et  2 ,  Vautre  entre  4  c^  5- 

C'est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x  seront  exprimées  par 
deux  fractions  continues  de  la  forme 


X  =  2  -h 


et    X  =  2  4- 


1  -H 


4 


•.*•.•« 
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€t  l*oii  pi>urra  (lÂtennincr  chacune  de  ces  fractions  continues  sépa- 
rément.  (F'ofez  les  n"*  550  et  5M.  ) 

N,  B»  —  Dans  cet  exemple ,  après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,  =  17  x*  —  23  j:  —  45,  X,  =  i52x  —  3o5,  il  n'était  pas 
nécessaire  d*effectuer  la  division  de  X3  parX,,  opération  assez 
longue  sous  le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet ,  ce  qu*il  importe  de  connaître  dans  l'application  de  la 
méikode  de  M.  Sturm ,  ce  nVst  pas  la  valeur  numérique  du  dernier 
reste,  mais  bien  le  signe  de  ce  reste,  afin  dVn  déduire  ensuite 
celui  de  la  quantité  X,,  laquelle  est  constante,  ainsi  qu^on  Ta  vu. 

Or  on  sait  (  n"  257  )  que  quand  on  divise  une  fonction  entière 
de  X  par  un  facteur  de  la  forme  x  —  /? ,  le  reste  n'est  autre  chose 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  dans  la  fonction. 
Ainsi ,  le  signe  du  reste  de  la  division  de  X^  par  Xj  doit  être  le 
même  que  celui  qui  résulterait  delà  substitution,  dans  Téquation 
Xj  :=  o  (ou  I7«'  —  28  X  —  45  =  o),  de  la  racine  donnée  par 
Téquation  X3  =  o  (ou   i52  jp  —  3o5  =  o). 

Mais  réquation  X3  =  o,  dont  les  racines  sont  de  signes 
contraires,  donne  pour  la  positive,  2,4  î^  o>i  près,  tandis  que 

la  racine  de  X,  =  o  est  x  =lq.  -\ r—  On  voit  donc  que  cette 

102  ^ 

racine  est  comprise  entre  les  deux  racines  de  Téquation  X,  =:=  o , 
et  que,  par  conséquent ,  si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X), 
on  obtiendrait  (>n°  III ,  1°)  un  résultat  de  signe  contraire  z\x  pre- 
mier terme  de  X,,  c'est-à-dire  un  résultat  négatif. 

Donc ,  puisque  le  reste  de  la  division  de  Xj  par  X,  est  négatij, 
il  s'ensuit  que  la  fonction  X4  esl  positive, 
.  (Cette  remarque  fait  suite  à  la  quatrième  du  n**  5IW.  ) 

3"  Exemple,  %x^  —  i3x'  -h  lox  —  1^  =  0.  (1) 

Les  fonctions  X,  X,,  X,, . .  ,   étant  calculées  d'après  la   règle 
du  n*"  517  ,  on  trouve  d'abord  ,  pour  les  trois  prenrHères, 

X  =    9.x^  —  i3x-  4-  lojr  —  19, 
X,  =    4-^  —  '3j"  -h    5, 
X,  —  i3x^—  iSjl'  4-38. 


DU    THiOBÈMF.    DK    M.    STURM.  ->5r| 

Or  je  (lis  qn'il  est  tnatile  d'aller  plus  loin,  et  de  calculer  X, 
et  X«.  £n  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  Téquatioa 
Xa  =  o  sont  imaginaires,  puisque  Ton  a(i5)'  —  4*^^'^^<C^ 
(n**  111  ,  3°);  d*où  il  résulte  que  X,  ne  peut  changer  de  signe, 
quelque  valeur  qu'on  donne  à  x.  Ainsi,  la  quatrième  remarque  du 
n®  M^  est  applicable  à  cet  exemple  ;  et  il  suffira  de  ccmsîdérer  les 
trois  fonctions  X,  Xi,  Xo. 

Or,  en  substituant  successivement  — oo  et   +00  dams  leur 
premier  terme ,  on  obtient  les  deux  suites 

4 1-  .  .  .  2  variations , 

-t-  -h  .  .  .  o; 


ce  qui  démontre  que  Téquation  a  deux  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires.  Les  racines  réelles  sont  d'ailleurs,  Vune  posi- 
tive, ei  l* autre  négative  (n^SIÎÉ),  puisque  le  dernier  terme  de 
l'équation  est  négatif, 

4*  Exemple ...        .r*  —  36x^-4-72^?'  —  37j:-|-72  =  o. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  le  tableau  du  calcul.) 

X  =  x* —       3&x^ -\-    72 Jt:'  —  37*4-72, 

X,  =  5x*~-  io8.r'-h  i44-^  —  37, 
Xj  =  180:^ —  54-5^' H-  37  j:  — 90, 
X.Ï  =  i3i9j:-  —  2442  «a:  —  684, 

X,  =  —  2803469:1;  -h  32408254, 

X,  =  — 

(  Le  signe  de  X»  se  détermine ,  comme  dans  le  second  exemple  , 
en  observant  que  la  racine  de  X4  =  o  est  évidemment  plus  grande 
que  la  racine  positive  de  X,  =  o.) 

Or       X  =  —  00    donne h  —  -\ — | •4  variât., 

jr=:-f-QO  H-   H 1 — I ...     I    seule; 

donc  réquation  proposée  n'a  que  trois  racines  réelles.  Mais  si , 
avant  d'appliquer  la  méthode  actuelle,  on  ertt  d'abord  substitué 
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les  nombres  entiers  consécutifs ,  on  aurait  reconnu  facilement  que 
chacun  des  couples  de  nombres,  ^eiSy  5  et  6,  — 6  et  — 7, 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires.  Donc  les  trois  racines 
réelles  ont  respectivement  pour  partie  entière,  4j  5,  et  —  6;  les 
deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idée 
de  toute  Pimportance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti 
qu*on  peut  en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numériques. 

554.  Nous  ajouterons  cependant  encore,  que  quand  on  a  re- 
connu ,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans 
les  fonctions  X,  X,,  X3, .  .  . ,  combien  il  y  a  de  racines  réelles 
entre  deux  nombres  a  et  â  +  i,  la  combinaison  du  théorème 
avec  la  méthode  de  Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer  ces 
racines  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à  la  transformation 
du  n^  S4IS,  laquelle  devient  très-laborieuse  quand  les  racines 
sont  très-peu  différentes  les  unes  des  autres.  Voici  en  quoi  consiste 
ce  moyen  : 

On  substitue  a  H —  à  la  place  de  x ,  non-seulement  dans  X,  mais 

y 

encore  dans  toutes  les  fonctions  <3&?  X|,  X,, .  . .;  puis  on  y  fait 
successivement  ^=1,2,  3,....  La  différence  entre  les  deux 
nombres  de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces 
nombres,  ^  et  à  4-  i,  est  égale  au  nombre  des  valeurs  de  x  com- 

pnses  entre  «  -4-  t  et  a  -4-  t 

Si  cette  différence  est  égale  à  i ,  on  en  conclut  que  la  transformée 

qui  résulte  de  la  substitution  de  a  h —  à  I&  place  de  x  dans  X  =r  o, 

n'a  qu'tt/z^  seule  racine  comprise  entre  ^  et  ^  +  i  ;  et  Ton  peut 
facilement  (n°  550)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à  2,  3, . . .  ,  on  en  déduit 
que  la  transformée  en  jr  a  deux  y  trois, , . .  racines  comprises  entre 

betb  -}-  I .  Alors  on  remplace  J  par  b  H —  dans  les  fonctions  X , 

2 

Xi ,  Xa , . .  .  (qui  sont  déjà  exprimées  en  7)  j  puis  on  y  fait  suc^ 
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cesswement  z=z  1,2, 3, ....La  différence  entre  les  deux  nombres 
de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres, 
c  et  c  -H  1 9  est  égale  au  nombre  de  valeurs  de  x  comprises  entre 


H et     a  4- 

b-h-  b  -h 


c  I 

On  voit  aisément  que ,  par  ce  moyen ,  toutes  les  valeurs  de  a: , 
comprises  entre  a  et  a  +  i ,  pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant,  à  partir  de  a,  une  ou  plusieurs  frac- 
tions intégrantes  communes. 

5tftf.  Enfin,  le  théorème  de  M.  Sturm  conduit  très-simplement 
aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation 
du  S*'  degré  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles. 

Soit  réquation  .r^  -|- /? j:  -h  7  =  o ,  que,  pour  plus  de  sim- 
plicité, nous  supposerons  privée  du  terme  en  jr%  ce  qui  est  tou- 
jours permis  (n**  860). 

On  obtient,  pour  les  fonctions  successives  X,  Xi,  X,,  X^, 

X  =  X* -f- /?.r -H  ^ ,      Xi  =  3j?' -f-/?, 

Xa  =  — 2pa:  — 3^,    X3  =  —  ^p^  —  27  <7^ 

Cela  posé,  pour  que  l'équation  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  et  il  suffit  qu*en  substituant  successivement  —  oc  e^  +  00 
dans  les  premiers  termes  de  ces  fonctions ,  on  obtienne  3  variar 
tions  par  la  première  substitution,  et  3  permanences  par  la 
seconde  ;  c'est-à-dire  que  Ton  doit  avoir  l'une  des  deux  combi- 
naisons : 

1 et 


ou  bien ,  1 h     et     -h-l--f--+-, 

dont  la  dernière  est  la  seule  admissible ,  puisque  l'équation  est  de 
degré  impair. 

Or  il  est  évident  que   les  deux  premières  fonctions  X,  X, 

donnent  respectivement \-  et  H — h ,  par  la  substitution  de 
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—  00  et  de  4-  00  ,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  condition  pour 
p  et  «y. 

Mais  pour  (pie  Xj,  X,  donnent  également h  et  4-  -+-,  on 

voit  qu'il  faut:  i"  que/?  soit  négatif;  2" que  l'on  ait  —  4/^'  —  ^1  ^' 
positifs  ou  4^^^  -+-  277'  négatif  y  condition  qui  renferme  implici- 
tement la  première. 

Ainsi ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des 
trois  racines  est 

^P'  +  '^iq'<o,     ou     |--H.|.<o. 

Dans  le  cas  particulier  de  ^p^  -f-  27  ^*  =  o ,  comme  on  a  alors 
Xj^ro,  il  faut  nécessairement  (n°  547)  que  la  proposée  ait 
dciix  racines  égales  qu*on  obtiendra  en  annulant  Xa,  ou  posant 

—  T^px  —  3  9'  =  o ,     d  ou     jc  = -• 

2/> 

Mais  la  relation  supposée  donne  />  =  —  ^  V/t'  <ï'où,  en  sub- 
stituant dans  la  valeur  de  x  et  réduisant, 


'=s/\ 


Ainsi^  tirux  des  trois  racines  sont  égales  à  \/ -• 

La  troisième  est  nécessairement  --  2  r/->  puisque  l'équation 
est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  Ton  a  4/>'  H-  27  y'  >  o ,  une  seule  racine  est  réelle,  et 
les  deux  autres  sont  imaginaires. 

556.  M.  Sturm  a  étendu  son  théorème  au  cas  où  l'équation 
proposée  admet  des  racines  égales  ;  mais  nous  n'entrerons  dans 
aucun  détail  à  ce  ^ujet,  puisqu'on  peut  toujours  (n°  281)  faire  dé- 
pendre la  résolution  de  Téquation  de  celles  d'autres  équations  qui 
n'ont  que  des  racines  simples.   Il  en  a  également  déduit  d'autres 
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conséquences  fort  curieuses ,  mais  qui  ne  sont  pas  indispensables 
pour  la  résolution  des  équati<»ns. 

Nous  renvoyons ,  pour  de  plus  amples  détails  sur  la  résolution 
des  équations  numériques,  aux  ouvrages  suivants:  Traité  de  la 
résolution  des  équations  numériques ,  par  Lagrange;  Supplément 
à  la  théorie  des  nombres,  par  Legendre;  Nouvelle  méthode  pour 
résoudre  les  équations  numériques ,  par  M.  Budan;  Analyse  des 
équations,  ouvrage  posthume  de  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui 
a  quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturm,  et  qui  paraît  avoir  été 
découvert  à  peu  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et 
Badan.  En  voici  Ténoncé  : 

Soient  f[x)  un  polynôme  entier  du  degré  m,f'{x)^  /''C^)» 
f^{x)^,  .,  ses  dérivés.  Appelons  p  ei  q  deux  nombres  rcels  de 
signes  quelconques  {p  étant  <^  7);  et  concevons  qu*on  ait  substi- 
tué alternativement  p  ^i  q  dans  la  série  de  ces  fonctions,  ce  qui 
donne  les  deux  suites  de  résultats: 

I».  Pour/.,  f[p),    f{p),    /"(/>),..., 

2».    Pour  <7,  f{q],      f'{q),     r{q),^... 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  de  variations  que  ceux  de  la  seconde; 
et  si  p  et  q  comprennent  un  nombre  k  de  racines  réelles,  la  pre- 
mière suite  a  au  moins  k  variations  déplus  que  la  second». 

Ce  théorème ,  beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm , 
qui,  dans  aucun  cas,  ne  laisse  d'incertitude  sur  Texistence  des  ra- 
cines réelles  entre  des  nombres  déterminés,  fournit  cependant  une 
méthode  assez  complète  de  résolution  (*). 


(  *  )  Voyez  aussi,  poar  le  dcveloppemeat  de  ce  théorème  et  pour  les  consc* 
quenccs  qu''on  en  déduit,  une  Note  placée  à  la  lin  de  la  6®  édition  de  mon 
Algèbre ,  cl  due  à  M.  Vincent,  ainsi  que  les  Hémoires  de  la  Société  rojrale 
de  Lille  (année  i834)y  ^^  I®  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville, 
tome  l®*",  iKiQC  34'- 


36. 
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J^  IV.  —  Sccowle  partie  de  ^élimination. 

3i>7.  Apres  avoir  fait  conîiaîlre  les  différents  moyens  de  ré- 
soudre,  du  moins  en  nombres  réels,  les  équations  numériques 
d'un  degré  quelconque  à  une  seule  inconnue,  il  convient  de  s'oc- 
cuper de  la  résolution  des  équations  à  plusieurs  inconnues.  Mais 
nous  traiterons  plus  particulièrement,  dans  ce  paragraphe,  le  cas 
de  deux  équations  à  deux  inconnues  en  .r  et  f. 

Pour  abréger  le  discours,  nous  conviendrons  de  donner  le  nom 
de  couple  on  de  solution  à  tout  système  de  valeurs  de  x  et  de  y 
qui,  substitué  à  la  fois  dans  les  deux  équations,  y  satisfait. 

En  outre,  désignant  par  A  =r  o,  B  =  o,  les  équations  propo- 
sées, nous  supposerons  que  les  polynômes  A  et  B  soient  premiers 
entre  eux,  et  qu^il  en  soit  de  même  des  coefficients  de  chacun  de 
<!es  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  rincoimuc  qu'on  veut  éli- 
miner. Nous  nous  réservons  d'examiner  plus  loin  (n®*  363,  564) 
les  circonstances  particulières  où  ces  conditions  ne  sont  pas 
remplies. 

3j(8.  Ceci  bien  entendu ,  concevons  que  Ton  ait  appliqué  aux 
deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à  y,  par  exem])1e,  le  pro- 
cédé du  p.  g*  c.  d.  avec  ses  différentes  modifications,  lesquelles 
consistent,  A^  une  part ,  à  introduire,  à  chaque  division  partielle, 
un  facteur,  soit  numérique ,  soïl  /onction  de  f,  propre  à  rendre 
possible  la  division  du  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  d*autre  part,  à  supprimer  dans  les  différents 
restes  les  facteurs  purement  numériques,  mais  en  y  laissant  toute- 
fois subsister  les  facteurs  fonctions  de  jr  que  chacun  de  ces  restes 
pourrait  contenir  (cette  dernière  condition  est  indispensable  pour 
l'explication  qui  va  suivre).  Nous  pourrons  alors  présenter  la  série 
des  opérations  de  la  manière  suivante  : 

fi  .A  =znq      -j-  K,  (i) 

h    B  =  Rr/     -f-  R',  '  (a) 

r.R    =R'/  H-R'',  (3) 

r/.R'  =  RY'  -hR"';  (41 
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a  étant  le  facteur  le  plus  simple  possible  que  l'on  a  dii  intro- 
(hiii^  dans  A  pour  que  le  quotient  q  soit  entier,  et  que  le  reste  R 
soit  d'un  de^ré  moindre  en  x  que  celui  de  B  ;  ^  étant  un  facteur 
analogue  introduit  dans  B ,  et  ainsi  de  suite  ;  d  étant  d'ailleurs  le 
dernier  facteur  introduit ,  et  R"'  le  reste  que,  pour  fixer  les  idées , 
nous  supposerons  indépendant  de  .r. 

Voyons  maintenant  les  conséquences  auxquelles  conduit  cette 
série  d'équations. 

D'aboni,  il  résulte  de  Tidentité  (i)  que  toute  solution  des 
équations  simultanées  A  =  o,  B  =  o,  doit  annuler  ^  .  A  et  B^ 
(puisque  a  et  7,  ne  renfermant  pas  de  dénominateur,  ne  sauraient 
devenir  infinis) ,  et,  par  conséquent,  aussi  R;  d*où  Ton  doit 
nécessairement  conclure  que  toutes  les  solutions  communes  aux 
équations  A  =  o,  B  =  o,  conviennent  également  aux  équations 

B=o,      R  =  o. 

Passant  à  Tidentité  (2),  nous  voyons  que  toute  solution  com- 
mune à  B  =  o,R  =  o  doit  annuler  é>  •  B,  R</'  et  R',  et,  par 
conséquent,  que  toutes  les  solutions  de  B  =  o,  R=:o  con- 
viennent également  aux  équations  R  =:  o ,  R'  =  o. 

En  poursuivant  ce  raisonnement^  on  verrait  que  toute  solution 
de  R  =  o,  R'  =  o,  convient  à  R'=:o,  R"=:Oy  et  enfin  à 
R"=o,  R"  =0. 

Donc,  enfin,  toutes  les  solutions  des  équations  proposées  sont 
renfermées  dans  Tun  (quelconque  des  systèmes  d'équations 


B  — 0 

R  =0 

R'  =.  0 

R"-o 

R  =  o 

'     R''=o 

'     R"  ~  0 

'     R"'  :=  0 

et  dans  le  dernier  système  en  particulier. 

Ainsi ,  réquation  R'"  =  o,  qui,  par  hypothèse,  ne  renferme 
plus  que  l'inconnue  jr,  comprend  toutes  les  valeurs  de  ^-,  conve- 
nables aux  deux  équations  A  =  o,   B  =  o. 

En  second  lieu,  reprenons  les  identités  (1),  (2),  (3),  (4)  dans 
un  ordre  inverse. 

Il  résulte  de  l'identité  (4)  que  toute  solution  des  équations 
R"  =  6 ,  R"'  =r  o,  doit  annuler  d .  R'.  Qr  ce  produit  peut  cire  nul 
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de  deux  manières,  soit  parce  que  l'on  a  €/  =  o,  soit  parce  que 
l'on  a  R'  =  o  ;  ce  qui  prouve  que  les  solutions  de  R"  =  o ,  R*^  =  o 
sont  des  solutions  ou  de  ^  r=  o ,  R"  =  o ,  ou  bien ,  du  système 
R'=:o,R"  =  o. 

Passant  à  Tidentilé  (3),  on  reconnaîtrait  que  les  solutions  de 
R'  =  o ,  R"  =  o  sont,  ou  des  solutions  de  r  =  o,  R'  =  o,  ou 
des  solutions  de  R  =  o ,  R'  =  o  ;  et  ainsi  de  suite ,  en  remontant 
jusqu'à  ridentité  (i). 

Résumant  ce  qui  vient  d*étre  dit  en  dernier  lieu  ,  on  arrive  à  ce 
résultat,  que  les  solutions  des  deux  dernières  équations  R^'  =  o, 
R**  =  o ,  se  composent  de  toutes  les  solutions  qui  vérifient  les 
différents  systèmes 

cl    Tn  o  c    •=.  o  b   -rrz  o  a  =z  o  A  =  0 

R''=:o'     R'  =  o'      R  =  o'     B=ro'     B  =  o 

Ainsi ,  le  système  des  équations  R'^  =  o ,  R^  ==  o  est  beaucoup 
plus  général  que  le  système  A  =  o ,  B  =  o,  dans  ce  sens  que  les 
solutions  du  premier  comprennent,  outre  les  solutions  du  second  , 
toutes  celles  qui  peuvent  satisfaire  aux  différents  systèmes 


B  =o 


b  =0 
R  =  o 


r    =  o 
R'  =  o 


(l    ==  o 
R"  =  o 


Concluons  de  là,  enfin,  que  Téquation  R^  =  o ,  à  laquelle  on  est 
arrive  par  l'application  du  procédé  du  p.  g.  c.  d.,  contient  bien 
toutes  les  valeurs  de  /  qui  satisfont  aux  équations  proposées  en 
même  temps  que  certaines  valeurs  de  x;  mais,  généralement  aussi, 
elle  doit  renfermer  des  valeurs  tout  à  fait  étrangères  aux  pro- 
posées. 

Je  dis  généralement ,  car  il  peut  arriver,  et  il  arrive  même  assez 
souvent  qu'aucun  des  systèmes  intermédiaires  [a  =  o,  B  =  o], 
[6  =  0,  R=:  o],  etc.,  n'admette  de  solution;  auquel  cas  R'"  ==  o 
est  la  véritable  ét^uation  finale. 

Toute  la  difficulté  consisterait  donc  à  trouver  un  moyen  de 
débarrasser  Téiiuation  R"'  =  o  de  tous  les  facteurs  étrangers 
qu'elle  peut  renfermer.  Or  il  existe,  pour  cela,  différentes  méthodes 
générales  plus  ou  moins  laborieuses,  dont  l'exposition  nous  entrai- 
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nerait  trop  loin;  c'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  à  les  déve- 
lopper sur  des  exemples  particuliers | convenablement  choisis, 
qui  sulïïront  pour  mettre  les  élèves  en  état  de  traiter  tout  autre 
exemple  (  *  ). 

PRUllEB    KXBMPLE. 

3iS9.  Soient  les  équations 

A     ou    jx^  —  3x-f-i=:o,  (i) 

B     ou     {jr — i)a:'-hx  —  a=o.  (2) 

Conformément  au  procédé,  multiplions  le  premier  m«mbrc  de 
Téquation  (1)  par  a  ou  {j- —  i)%  et  divisons  le  produit  par  le 
premier  membre  de  l'équation  (2)  ;  il  vient  {**)  pour  quotient  , 

et  pour  reste, 

R  =  (—  /'  -H  5  j  —  3)  a:  4-  J  '  —  4  r  H-  i  • 

Afin  de  continuer  l'opération,  il  faut  multiplier  B  par  b  ou 
(  r'  —  Sy  -f-  3)*  et  diviser  ce  produit  par  R  ;  ou  obtient  ainsi  pour 
quotient ,  7'  =  (  j'  —  67'  -+-  Sjr  —  3)  j:  -h  y^  —  4/^  "+•  ^ , 

et  pour  reste,  R'  =^'  —  lo jr*  -+-  37 jr*  —  64  j'  4-  52 y  —  16; 
ce  qui  semblerait  donner,  pour  Téquation  finale, 

/*—  10  j*  4- 37^=»  —  64r'-l-5j  —  iG  =  o. 

Mais  avant  de  rien  affirmer ,  il  est  nécessaire  de  considérer  le 
système  [«  =  o,  B  =  o],  c'est-à-dire 

[(.r—  0'  =  O7  (7—  i)^'H- j:  — 2=oJ. 

Or  ce  système  est  évidemment  satisfait  par  /  =  i ,  a:  =  2  ;  et 
ce  couple  est  tout  à  fait  étranger  aux  équations  proposées. 


(  '*  )  La  connaissance  de  ces  méthodes  ayant  cessé  de  faire  partie  du  pro- 
l^ramnie  d^admission  à  rÉcolc  Polylecbnique,  nous  avons  cru  dovoir  nous 
dispenser  d'en  développer  aucune  ;  et  nous  renvoyons,  pour  cet  objet,  soit 
û  la  9'  édition  de  notre  Algèbre,  soit  aux  écrits  de  MM.  Labatie  et  Sarrus , 
dont  les  méthodes  sont  exposées  dans  d'autres  ouvrages. 

(*")  Les  jeunes  gens  sont  invités  à  exécuter,  la  plume  ou  la  craie  à  la 
main  ,  et  diaprés  le  procédé  ordinaire  de  lu  division,  tous  leb  calculs  que 
|K)ur  abréger,  uous  ne  faisons  cpiMndiquer  iri. 
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En  effet,  si  l'on  pose  dans  celle-ci,  j  =  i,  x  =  2,  la  seconde 
se  réduit  bien  à  o  =:  o  ;  mais  il  vient,  pour  la  première,  8  —  6+  i, 
ou  -H  3  =  o. 

Ainsi,  réquation  du  cinquième  degré  obtenue  tout  à  Theure 
contient  [y  —  1)^  comme  (dicteur  étranger. 

En  divisant  son  premier  membre  par  (j  —  i)'ou^'  —  2j^-hi, 

on  trouve  pour  quotient  x^  —  8^*  4-  20  j  —  16. 
Quant  au  système   [A  =  o,  R  =  o],  ou 

[(r'  —  5j-f- 3)^  =  0,  {-jr»-H5r-3)*-|-^»  — 4^-Hi=o], 

il  est  incompatible  ;  car  les  valeurs  de  jr  tirées  de  b  =  o  anéan- 
tissent le  coefticient  de  x  dans  R ,  mais  réduisent  celui  de  x^  à  une 
quantité  numérique. 
Nous  pouvons  conclure  de  là  que  la  véritable  équation  finale 

est  jr^  —  8^'-f-20^  —  16  =  0. 

Cette  équation,  résolue  d^iprès  la  méthode  des  racines commen- 

surables ,  donne       ^  =  2,    ^  =  2,    ^  =  4; 

et  si  Ton  porte  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x  égalé  à  zéro  ,  on  trouve 

X  =  ly     x=rl,     x=r  —  !. 

Chacun  des  trois  couples 

[x=  1,7  =  2],    [x=  I,  7  =  2j,    [X=:—  I,  /  =  4], 

substitué  dans  les  proposées,  les  réduit  en  effet  à  o  =  o. 

DEUXIÈME    EXEMPLE. 

x^— (3j--3)x»+(3j'  — 6/-i)x— 7'-h37»-|-r— 3  =  0,  (i) 
^'-+-(2^  -4- 4) -^  +  7'  +  4^  +  3  =  0.  (2) 

En  divisant  Tun  par  l'autre  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions ,  on  obtient  un  certain  quotient  (qu'il  est  inutile  d'écrire),  et 
un  reste  du  premier  degré  en  x 

R=r  (i27='-h  i2j)  x-h  4/'  -^  24r'  -f-  20/, 
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on ,  supprimant  le  facteur  numérique  4  > 

R  =  (37>-+-3j)-x-f-7'-H67^  +  5jr. 

Pour  continuer  l'application  du  procédé,  il  faut  multiplier  le 
premier  membre  de  Téquation  (2)  par  (3j^'  +  3  j)%  puis  diviser 
le  produit  par  le  reste  obtenu;  ce  qui  donne  un  quotient  que 
nous  omettons  ici,  e^  un  reste  qui,  débarrassé  du  facteur  numé- 
rique 4  9  se  réduit  à 

R'  =  j«  -f.  3^*  -h  y  —  3  j»  —  iy\ 
ou  R'  ~  ^a  (^4  4-  3^  ^-  j^  -^  3  jr  -_  2). 

A  la  seule  inspection  du  facteur  entre  parenthèses,  on  reconnaît 
qu'il  peut  être  annulé^  soit  par  j^  =  i,  soit  par  j^  =  —  i  ;  et  en 
effectuant  la  division  par  (^  —  i)  (j^  -H  i)>  ou  {y"^  —  ')>  on 
obtient  pour  quotient,  ^^-h3/-4-2,  lequel,  égalé  à  zéro  y 
donne  les  deux  racines  y  -=•  —  2,  j  =  —  i:  en  sorte  que , 
finalement ,  le  reste  peut  être  mis  sous  la  forme 

Or  je  dis  que,  si  Ton  pose 

on  aura  la  véritable  équation  finale  ^w^zxkzwn  facteur  étranger. 
En  effet,  les  seuls  facteurs  étrangers,  s'il  eA  existe,  ne  peuvent 
ctre  que  y  et  j^  +  i  >  qui  ont  été  introduits  dans  le  cours  du 
calcul.  Mais  si  nous  remontons  au  reste  R,  nous  voyons  que  les 
valeurs  ^  =  o ,  j^  =  —  i  rendent  nul  chacun  de  ses  coefficients 
en  j?  et  en  j:°  :  ce  qui  prouve  que  j  =  o ,  y  •=.  —  i  satisfont  à 
R  =  o,  R'  =  o,  quel  que  soitx. 

En  substituant  successivement  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équa- 
tion (2),  on  obtient  : 

1°.  Pour/  =  o,  jt'H- 4-^-1- 3  =  o,  d'oùxrr —  1,  xz=z — 3; 

2**. Pour  7=  —  1,  j7'-+- 2x  =r  o,      d'oÙJ?  =  o,       jr  =  —  2. 

D'où  Von  doit  conclure  que  les  quatre  couples  de  valeurs 

[/  =  o,x  =  —  i],   [jr  =  o,x=  — 3], 

[^y  =  —  I  ,  X  =  o],   f  j  ==  —  I  ,  a:  =  —  2j, 


J  — 

O 

y  —      o 

7  — 

—  I 

r  =  - 

-  I 

r  = 

1 

y  — 

jr 

—  I 

.r  -r-:  —  3 

X  — 

o 

X  —  - 

-  2 

X  = 

—  2 

X  — 
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satisfont  aux  équations  B  =  o,  R  =  o,  R'=^o,  et,  |>ar  suite,  à 
l'équation  A  =  o,  d'après  la  relation  A  =  B^  +  R. 

Donc  ^  ==  o ,  ^  =  —  I  sont  des  valeurs  convenables  de  y» 
Pour  obtenir  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux  deux  autres 
facteurs  f  —  i ,  j  -f-  2 ,    de  Téquation  finale ,  il  ne  s'agit  que  de 
faire  successivement  j'  =  1 ,  ^  =  2  dans  R  =  o  ;  ce  qui  donne  : 

Pour  ^ --"=:       I,     6x-4-i2  =  o,     d'où     x= — 2 
Pour  y  :=  —  2,     6x  —   6  =  0,     d'où     x  =  —  i . 

Ainsi ,  les  deux  équations  proposées  admettent  les  six  solutions 

=  —  2 

L'équation  finale  en  x  est  d'ailleurs 

X  (x  H-  i)«  fx  +  a)-  (x  —  3)  =  o. 

360.  Remarque.  —  L'exempte  précédent  est  susceptible  d'une 
grande  simplification  sous  le  rapport  du  calcul. 

Parvenu  au  reste  R,  on  reconnaît  immédiatement  qu'il  peut 
être  mis  sous  la  forme 

r(jH-i)(3x-hr-f-5). 

Supprimant  provisoirement  les  facteurs/  eif-+-  1,  sauf  à  en 
tenir  compte  plus  tard,  on  obtient  le  nouveau  reste 

3x-|-  r-h  5, 

par  lequel  il  faut  diviser  le  premier  membre  do  Téquation  (2], 
après  avoir  toutefois  multiplié  celui-  ci  par  9. 

Il  vient,  pour  dernier  reste ,  après  la  suppression  du  facteur  4i 

jr'4-/  —  2, 

cjui,  égalé  h  zéro  et  n*solu,  donne  les  deux  valeurs 

r  =  I  ,      r  =  —  2. 
Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Téquation 

3x  -{-y  -h  5  r^  o, 
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on  obtient ,  pour  .7"  =  —  i  >     ^  =  —  2 , 

ol  pour  jr=:  —  2,     X  =. —  1. 

Quant  aux  facteurs  supprimés,  /  et  j^  +  1 ,  on  remonte,  comme 
il  a  été  dit  ci-dessus,  à  Téquation  (2),  dans  laquelle  on  fsiit  succes- 
sivement j  =  G  et  ^*  =  —  1 . 

Pour  obtenir  ensuite  la  véritable  équation  finale,  il  faut  multi- 
plier 7'  -f-  j  —  2  par  les  facteui^  /'et  (/  H-  i  )  ;  ce  qui  donne 

enfin  j^'  (/  H-  1)»  ( jr»  -+- j  — .  2)  =  o. 

Cette  remarque  suffit  pour  faire  voir  comment  on  doit  se 
conduire  toutes  les  fois  que,  dans  le  cours  des  calculs ,  on  parvient 
à  des  restes  dont  les  coefficients  renferment  des  facteurs  en  y. 

Après  les  avoir  supprimés  d'abord ,  on  les  rétablit  ensuite  dans 
le  reste  final ,  en  ayant  soin  d'y  faire  entrer  chaque  facteur  simple 
à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  de  valeurs  de  x  qui  lui 
correspondent. 

Ces  dernières  valeurs  se  déduisent  d'ailleurs  du  reste  qui  pré- 
cède immédiatement  celui  où  Ton  a  opéré  la  suppression. 

TROISIÈME    EXEMPLE. 

(r'  — 3/ •+-2)x'  +  (j—  i)x  — 3j4-  I  =  0.  (2) 

Comme  ces  équations  sont  du  même  degré  en  x,  on  peut  prendre 
indifféremment  le  premier  membre  de  Tune  ou  de  l'autre  pour 
dividende. 

Prenons  d'abord  (i)  pour  dividende,  et  multiplions  par 
y"^  —  3/  -h  2  ;  puis  effectuons  la  division. 

Il  vient  pour  quotient y^^ 

et  pour  reste,     ( —  3 y*  -h  8  r'  —  5/') x  -}-  2j*  -f-  iy^  —  ëj  -+-  4- 

I.e  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  peut  être  mis  sous 
la  forme  —  y^{^y  ^  1  )  (3 j  -f.  5)  j 

et  comme  /  =  o,       r  =  1  ,     y  =  —  |,    ne  peuvent  annuler 
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nj*  -h  ^x*  —  6x  -I-  4  >  ^  s'ensuit  que  le  reste  du  premier  degré 
en  X  ne  contient  pas  de  facteur  en  ^. 

D'un  autre  côté,  puisque  le  coeflicient  du  premier  terme  de  (2), 
ou  ^'  —  3^  H-  2,  revient  à  (^  —  1)  (y  —  2),  il  en  résulte  que, 
pour  continuer  l'opération,  il  suffit  de  multiplier  le  premier 
membre  de  (2)  par  j*  (/  —  1)  (3^'  -+-  5)^  Cette  préparation  étant 
faite,  et  la  nouvelle  division  étant  effectuée,  on  obtient  un  cer- 
tain quotient  (que  nous  omettrons)  et  un  reste  indépendant  de  x, 
qui,  changé  de  signe,  est  égal  à 

n'jy^  —  i36/'  -h  21 4^  —  1  ï5tj'  -h  65 j*  —  100^* 

H-  3o/*  —  24  r^  H-  i2or'  —  i  i2j  -+-  32. 

Il  faut  maintenant  s*as$urer  si  ce  reste  ne  renferme  pas  de  fac- 
teurs étrangers.  Or,  d*après  la  théorie,  ces  facteurs  ne  peuvent 
être  que  (x  —  i)  et  (y  —  2),  qui  composent  le  premier  multipli- 
cateur introduit. 

Comme  Thypothèse  j  =  1 ,  introduite  dans  le  reste  du  premier 
degré  en  x  obtenu  ci-dessus,  le  réduit  à  -h4>  *'  s'ensuit  que 
X  —  I  ne  saurait  se  trouver  dans  le  reste  final. 

Mais  si  l'on  pose  ^  =  2  dans  le  même  reste ,  et  qu'on  égale  à 
zéro  le  résultat,  on  trouve  —  8x  -h  4^  =  o>  ^'^ù  x  =  5;  donc 
[X  =  2^  X  z=  5]  forme  une  solution  étrangère,  et  le  reste  final 
doit  renfermer  le  facteur  j^  —  2. 

En  le  supprimant,  on  obtient  pour  quotient 

27 j'  —  827*  -h  5ox'  —  1 2j«  -f-  4ir^  —  i8j*  —  6^  —  36^'  -h  48/  —  16, 

lequel  n'est  plus  divisible  par  x  —  t-  Ainsi,  ce  quotient  égalé  à 
zéro  donne  la  véritable  équation  finale. 

Traitons  le  même  exemple  en  prenant  (2)  pour  dividende  ;  et 
pour  cela  multiphons  (2)  par  /^,  puis  effectuons  la  division.  Il 
vient  un  certain  quotient  (qu'il  est  inutile  d'écrire] ,  et  un  reste  du 
premier  degré  en  x,  égal  à 

(3x'  —  8/*  -h  5x')  X  —  2  j*  —  2x'  +  6  r  —  4. 
Le  coefficient  du  premier  lermc  de  ce  i*este  revient  à 

X'(X—  0(3j  — 5); 
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et  comme  aucun  des  facteurs  de  ce  produit  ne  se  trouve  dans  le 
second  ternie,  il  s'ensuit  que,  pour  continuer  l'opération,  il  faut 
multiplier  (i)  par  j^  (jr  —  i)'  (3^  —  5)', 

Après  cette  nouvelle  préparation,  on  effectue  la  division,  et 
Ton  obtient,  pour  reste  indépendant  de  :r, 

^'7.>'*  —  82j«  +  5ojr"  —  laj*  -h4'^*  —  ïS/*  —  6j*  —  36/'  -h^Sy  —  16, 

polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  donne  la  véritable  équation  finale, 
puisque  le  premier  multiplicateur  introduit,  j',  n'a  aucun  facteur 
commun  avec  ce  reste. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  la  détermination  des  couples  de 
valeurs  qui  satisfont  aux  équations  proposées,  parce  que  la  re- 
cherche seule  des  racines  de  l'équation  finale  serait  déjà  très- 
laborieuse.  Mais  cet  exemple  est  remarquable  en  ce  que,  suivant 
la  manière  dont  on  commence  Topération,  on  parvient  immédia* 
tement  à  la  véritable  équation  finale,  ou  à  cette  équation  embar- 
rassée d'une  racine  étrangère. 

SOI.  Rrmarque  importante  sur  les  solutions  infinies.  —  En 
réfléchissant  sur  la  méthode  exposée  n"  5^8,  on  reconnaît  sans 
peine  que  les  raisonnements  qu'elle  comporte  ne  s^appliquent 
qu^aux  solutions  des  équations  en  quantités  finies,  réelles  ou  ima- 
ginaires. Quant  aux  solutions  infinies  auxquelles  donnent  lieu  cer- 
tains systèmes  d'équations,  il  est  toujours  facile  de  les  découvrir, 
.5oit  à  la  fin  des  opérations,  soit  dans  le  cours  du  calcul ,  soit  enfin 
eu  remontant  aux  équations  elles-mêmes,  ainsi  qu'on  va  le  voir 
sur  les  nouveaux  exemples  que  nous  allons  traiter. 

QUATRIÈME    EXEMPLE. 

^'  — J'— 6r  —  9  =  0,  (1) 

^a  _|-  2  /  .  j:  -H  j'  —  1=0.  (2) 

La  première  division  n'exige  aucune  préparation.  Elle  donne  1 
pour  quotient ,  puis  pour  reste  ,  changé  de  signe  et  divisé  par  2 , 
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Multipliant  le  premier  membre  de  (2)  par  /%  puis  effectuant  hi 
division,  ou  obtient  un  certain  quotient,  puis  un  reste  indépen- 
dant de  xqui,  toute  simplification  faite,  se  réduit  à 

r*-H3j^-H2,      ou     (7 -h  i)(r-*-2). 

Comme  le  facteur  j  introduit  dans  le  cours  du  calcul  n^entre 
pas  dans  le  reste  final ,  on  peut  affirmer  que  ^  =  —  1 ,  j^  =  —  2 , 
sont  des  valeurs  convenables. 

En  les  reportant  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x ,  on  a  : 

i**.  Pour  y  ^=.  —  I,      —  X   -t-2=o,       d'où       x  =  a  ; 
2**.  Pour  y  -=.  —  2,      —  2.r-f-2=:o,        d'où       .r  =  1 . 

Je  dis,  en  outre,  qu'il  existe,  pour  les  écfuations  proposées, 
deux  couples  de  valeurs  infinies, 

^n  effet ,  dans  les  calculs  que  comporte  la  dernière  division  , 
le  reste  final  qui ,  en  apparence,  devrait  être  du  quatrième  de- 
gré ,  se  réduit  au  second  par  l'effet  des  simplifications  ;  mais 
il  n*en  résulte  pas  moins  que  Péquation  peut  être  mise  sous  la 
forme 

G.  /*  -t-  o  .  j^  4-  8  j' -h  24  /  4-  16, 

et  admet  ainsi  (n°  243)  deux  valeurs  infinies. 

Portant  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degré,  qui  re- 
vient à 

^  ^  _  r'-4-3r-f-4  ^  _        3  _  4  ^ 

on  trouve  également  j:  =  go  ,  j:  =  go  . 

Nous  pouvons  faire  ressortir  Texistence  de  deiu:  couples  de 
valeurs  infinies  dans  les  équations  proposées,  en  observant  qu'elles 
reviennent  à 

a:'  =  (7  4-3>»,     ou     x«  —  (jr -h  3)»  =  o, 

[x  -+-  7)^  =  I ,  ou      (.r  -H  J')'  —  I  =  o  ; 

€%'st-à-dire  qu'elles  sont  décomposables  chacune  en  deux  facteurs 
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(lu  premier  degré ,  et  donnent  lieu  aux  systèmes  suivants  : 


.r-f-^-{-  3  =  0 
X  -{-y —  1=0 


X — y — 3=0 
x+j— I  =0 


a?-hj'-+-3  =  o 
x-\-y-\-  I  =0 


X — y — 3  =  0 

x-\-y'^rl  =0. 


Or  le  deuxième  et  le  quatrième  admettent  respectivement  les  couples 

[a-=:2,  j'  =  —  1],      [0:=:  I,  ^  =  —2]; 

mais  le  premier  et  le  troisième  rentrent  (n°74)  dans  la  classe  des 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  dont  les  solutions 
sont  infinies, 

CINQUIÈME    EXEMPLE. 

(^—  T)a:=»-h4(r— O'^'^^  +  l^J  — 2)a:4-2r  -h  I  =  o,      (i) 
(y  —  i)x'-^Z{y  —  i)x  -^3J=o.  (2) 

Cet  exemple  donne  pour  reste  de  la  première  opération , 

~(r-i)(^4-i). 

Supprimant  le  facteur  —  [y  —  i),  et  divisant  le  premier  membre 
de  (2)  par  j:  -h  1 ,  on  trouve  pour  reste  final , 

La  valeur/  =  —  2 ,  substituée  dans  x  -f-  i  =  o ,  donne  x  =  —  i . 
Quant  à  la  valeur  j^  =  i,  tirée  du  facteur  y  —  i  égalé  h.  zéro, 
en  la  substituant  dans  le  diviseur  de  la  première  opération ,  cVst- 
À-dire  dans  l'équation  (2),  on  obtient 

o.J?^H-o.x-h3=:o; 

ce  qui  donne  deux  valeurs  infinies  pour  x. 

Et,  en  effet,  la  même  valeur  j-=r  1  ,  reportée  dans  Téqua- 
tion  (i),  donne  o.j:^-f-o.a:'-h3j?-f-3  =  o,  qui  admet  égale- 
ment deux  valeurs  infinies. 

Ainsi ,  les  équations  proposées  admettent  d*abord  un  seul  sys- 
tème de  valeurs y&i/>?j,  yz=z  —  2,0:=:  —  i ,  puis  deux  systèmes 
de  valeurs,  finies  pour  y  et  infinies  pour  x,  savoir:  [/ =  i , 

•^  =  «>]>  [r=i»  j:  =  qo]. 

En  général ,  on  obtient  les  systèmes  de  valeurs  finies  pour  Tune 
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des  Inconnues  y  et  infinies  pour  Tautre,  d*après  Finspection  des 
équations  proposées,  en  les  ordonnant  alternativement  par  rap- 
port à  chaque  inconnue.  On  voit  alors  si  quelques-uns  des  coef- 
ficients de  rinconnue  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  les 
polynômes  sont  ordonnés  peuvent  être  annulés  pour  la  même 
valeur  deTautre  inconnue. 

Cest  ainsi  que  le  système  des  équations 

y'^x'  —  X  —  3  =  0,     yx^  —  Zyx  +  4  =  0, 

outre  les  solutions  ordinaires  en  nombres  finis,  admet  les  deux 

couples         [/  =  o ,  j:  =  00  ] ,     [or  =  o ,  j^  =  oo  ]  (*) 

« 

562.  Jusqu^à  présent  nous  avons  supposé  qu'en  appliquant  la 
méthode  d'élimination  avec  toutes  ses  modifications,  on  soit 
conduit  à  un  reste  final  fonction  de  /.  Mais  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  ;  et  la  dernière  division  que  comporte  le  procédé  donne 
quelquefois  lieu,  soit  à  un  reste  numérique  y  soit  à  un  reste  nul. 
Examinons  ces  deux  cas  successivement. 

Premier  cas.  —  Reste  numérique  et  différent  de  o. 

SIXIEME    EXEMPLE. 

yx"  —  (r*  —  Zy  —  i)x-\-yz=:o,  (1) 

^'— r'-4-3  =  o.  (2) 

La  première  division  donne  pour  quotient  yx ,  et  pour  reste , 
x-^ry- 

Dans  la  seconde,  le  quotient  est  j:  — j,  et  le  reste ,  -f-  3. 

Ce  résultat  prouve  que  les  deux  équations  sont  incompatibles, 
c'est-à-dire  qu'elles  n'admettent  aucune  solution  en  nombres 
finis. 

Et  en  effet ,  comme  en  appliquant  aux  deux  polynômes  pro- 


(*)  Ce&t  surtout  dans  la  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  que  la 
considération  de  ces  sortes  de  solutions  infinies  est  importante.  Elles  corres- 
pondent ,  soit  ù  des  branches  de  courbes  qui  se  rencontrent  à  riofini ,  soit 
à  des  courbes  qui  ont  des  asymptotes  communes. 
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posés  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  un 
reste  numérique  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  j, 
il  s'ensuit  que  le  même  procédé,  appliqué  aux  deux  polynômes 
en  X  qui  résulteraient  de  la  substitution  pour  j^,  d'une  valeur  par- 
ticulière quelconque ,  donnerait  lieu  au  même  reste  numérique  ; 
d'où  l'on  voit  qu'aucune  valeur  de^  ne  saurait  introduire  de  com- 
mun diviseur  en  x ,  condition  qui  cepehdant  (n^  267)  est  insépa* 
rable  de  toute  valeur  convenable  de/. 

Dans  l'exemple  précédent,  Tincompatibilité  des  deux  équations 
peut  aisément  être  mise  en  évidence  ;  car  il  résulte  de  la  première 
opération ,  que  l'équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 

équation  qui,  eu  égard  à  l'équation  (2),  se  réduit  à 

Jp-f-r  =  o; 
d'où  l'on  tire       [x  -4- j)  (x  — y  y  ou  x'  —  y^  =  o. 

Or  ce  dernier  résultat  est  évidemment  contradictoire  avec 

•«'  —  7'  -f-  3  =:  o , 

tant  que  x  et/  sont  des  quantités /"/î/^^. 

N.  B.  —  Il  est  important  d*observer  que  ,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  il  n'y  a  incompatibilité  entre  les  équations  propo- 
sées ,  qu'autant  qu'il  n'y  a  pas  eu  de  facteur  en  y  supprimé  dans 
les  différents  restes.  Car  on  sait  qu'en  général ,  à  ces  facteurs  sup- 
primés correspondent  des  couples  des  valeurs  yf/ii«  pour  x  et 
pour/,  dont  il  faut  tenir  compte  à  la  fin  de  l'opération. 

563.   Seconh  cas.    —  Rrsfc  nul. 

SFPTIKMF.    FXF.MPI.E. 

;c.  _»  (  3^'  4-  5 j  X'  -H  (  3^-'  -M  0/  H-  6)  X  —  /^  —  5^  '  —  6/  =  O ,  (  i  ) 

y^  —  5/X-'  -h  (8/^  —  1)  X  —  4/-'  -H  /  =  o.  (2) 

En  appliquant  à  ces  deux  équations  le  procédé  ordinaire,  on 
Jlg.  B,,  lO^éd.  37 
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obtient  saconsivement  les  deux  restes 

(2/  -  5)0?»  -  (5r'  —  lo  j  -  7)x  +  3j^  -  5/'  -  7/,    (3) 
(  j4  _  ,o^3  4-  35^>  —  5o^  -H  24)j?—  r*  -h  loj*  —  35/*  -h  5oj»  --  a4j^, 

ou  (  r*  —  '  o j^^  H-  35/»  —  5o/  -*-  a4)  («^  —  r)-  (4) 

Supprimant,  dans  ce  dernier  reste,  le  facteur  en  y  qui  s'y 
trouve  en  évidence,  puis  divisant  (3)  parx  —  j,  on  obtient  un 
quotient  exact  et  égal  à 

(2/  -  5)  X  -  3 j^'  +  5/  -^  7  ;  (5) 

ce  qui  prouve  que  (x  —  /)  est  diviseur  commun  aux  premiers 
membres  de  (i)  et  de  (a). 

En  effet,  la  division  étant  essayée,  on  reconnaît  que  ces  équa- 
tions peuvent  être  mises  sous  la  forme 

[x'  —  (2/  -f-  5)  j:  4-  /'  H-  5r  -f-  6]  (x  —  /)  =  o , 
(x»  —  47X  -h  [yf  —  i)  (x  —  /)  =  o, 

et  qu'ainsi  elles  sont  indéterminées.  Elles  rentrent  dans  le  cas  qui 
a  été  examiné  (n*"  268). 

Si  Ton  supprime  le  facteur  x  — jr  qui  les  rend  indéterminées , 
et  qu'on  pose 

J.J  —  (2  jr  -f-  5)  j7  4-  ja  -I-  5^  4-  6  =  O  , 

x'  —  4/x  4-  4j*  —  I  =  o, 

on  peut  demander  les  solutions  (en  nombre  limité)  communes  à 
ces  nouvelles  équations,  lesquelles  solutions  appartiennent  égale- 
mentaux  équations  proposées.  Or  je  dis  que,  pour  obtenir  l'équa- 
tion finale  et  le  reste  du  premier  degré  en  x,  qui  correspondent 
aux  nouvelles  équations,  on  peut  faire  usage  des  calculs  précé- 
dents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d*unc  manière 
générale,  appelons  A  et  B  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions proposées  ;  et  soient  A  =  A',D,  B  =  B'.D,  D  étant 
un  facteur  commun  en  x  et  j^,  ou  bien  en  x  seulement. 


»  I 
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En  appliquai! I  d'abord  aux  deux  polynômes  le  procédé  ordi- 
naire ,  on  trouvera  une.  première  série  de  quotients ,  et  une  pre- 
mière série  de  restes,  lesquels  restes  contiendront  également  le 
facteur  commun.  Mais  si  Ton  supprime  ce  facteur  dans  A  et 
dans  B ,  qu'on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants 
A'  et  B',  on  retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quotients,  et  des 
restes  qui  ne  différeront  de  ceux  de  la  première  série  d'opéra- 
tions qu'en  ce  qu^ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun. 
Donc  le  dernier  reste,  entre  autres,  de  la  seconde  série  d'opéra- 
tions ,  ne  différera  du  dernier  reste  de  la  première  série  que  par 
l'absence  du  facteur  commun. 

Ainsi  déjà,  le  premier  membre  de  l'équation  finale  qui  corres- 
pond rt  A'  =  o ,  B'  =  o ,  n'est  autre  chose  que  le  dernier  reste  de 
la  première  série  d'opérations,  débarrassé  du  facteur  commun  à 
A  er  à  B  ;  c'est  le  facteur  commun  en  y  qui  existe  entre  les  coeffi- 
cients de  ce  reste. 

Dans  l'exemple  précédent,  ce  facteur  est 

yi  —  \oy^  -H  35 j'  — »  5o/  H-  04. 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x  de  la  seconde  série 
d'opérations ,  il  doit  être  égal  à  l'avant^dernier  reste  de  la  pre- 
mière série,  divisé  par  le  facteur  commun  :  c'est  donc  le  dernier 
quotient  (5)  de  la  première  série,  ou  bien 

(9.7  —  5)  :r  —  37»  -h  5r  H"  7. 
L'équation  j*  —  loj^  -h  ZSjr^  —  Soy  -h  2.^  =  Oy 

étant  résolue  d'après  la  méthode  des  racines  commensu râbles, 
donne  pour  valeurs, 

jr  =    1,     2,     3,    4. 

Substituant  alternativement  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste 
du  premier  degré  eux,  et  résolvant  ce  reste  égalé  à  zéro,  on 
trouve,  pour  les  valeurs  de  x  cx>rrespondantes, 


—  a,  D,  ô,   7* 


37. 
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HIIIT1ÈMR    KXKHPLK. 

•r'  —  (3  r  —  i)  .r'  -h  (x'  —  27)  x  -h ^  4-  J  =  o,  (1) 

^  —  (j'—  i)x'—  (/  —  i)a:H-  I  =0.  (2) 

On  obtient  d^abord,  pour  reste  du  second  degré, 

2  jx-  —  ( j'*  —  r  —  0 •«'  — ^''  —  >'  H-  »  j  ^3) 

et  pour  reste  du  premier  degré, 

(j*— 5/'-h  27  —  i)j:-t-/*  — 5j'-+-  27—1, 
on  (7«-- 57'-l-2j—  0  (xH-  1).  (4) 

Supprimant  le  faeteur  en  y  qui  se  trouve  dans  (4),  puis  divi- 
sant (3)  par  (x  -h  1)9  on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

^yjo  ->  7'  — jr  -f-  1  ;  (5) 

d*où  Ton  peut  conclure  que  a?  +  i  est  diviseur  commun  des  deux 
proposées. 

Ces  équations,  débarrassées  du  facteur  (x  -f-  1),  se  réduisent  à 

x'  —  3 yx  -+■  r'  -r-  y  =  Oy 
x'  —     xjy  -h  I    -—  o  *, 

et  la  question  est  ramenée  À  trouver  les  solutions  communes  à  ces 
nouvelles  équations. 

Or,  en  appliquant  la  ré^le  qui  a  été  établie  plus  haut,  on  trouve 
pour  équation  finale 

y*  —  5/'  -f  2j  —  I  =  o, 

[c'est  le  facteur  en  j'  qui  se  trouve  dans  (4)]>  ^^  pour  Téquation 

du  premier  degré  en  x  correspondante,  le  reste  (5)  égalé  à  zéro, 

c'est-à-dire 

7.  yx  —  >  •  —  r  H-  i  ~  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  n'admettant  p<4s  de  racines 
commensurables ,  il  faudrait  y  appliquer  la  méthode  des  racines 
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incommensurables;  après  quoi  Ton  substituerait  chacune  des 
valeurs  de  jr  obtenues  dans  la  seconde  équation,  Jaquelle  donne- 
rait alors  les  valeurs  de  x  correspondantes. 

564.  Pour  compléter  Taniilyse  du  numéro  précédent,  il  nous 
reste  à  examiner  le  cas  où ,  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  étant  ordonnés  par  rapport  à  l'inconnue  qu'on  veut 
éliminer,  y  par  exemple ,  les  coefficients  renferment  un  facteur 
fonction  de  /  (voyez  n"  268'. 

Soient  toujours  A  =  o,  B=:o,  les  équations  proposées;  et 
supposons  en  premier  lieu  que  A  seul  renferme  un  facteur  F, 
fonction  de  j;  en  sorte  que  Ton  ait  A  =  A'  X  F. 

Comme  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de  F  =  o  satisfait 
nécessairement  à  A  =  o,  quel  que  soit  x,  il  sVnsuît  que,  si  Ton 
substitue  successivement  ces  valeurs  dans  B  =  o,  et  qu^on  déter- 
mine les  valeui*s  de  x  qui  correspondent  à  chacune  de  ces  substi- 
tutions, on  obtiendra  autant  de  couples  de  valeurs  de  x  e\  an  y 
propres  à  vérifier  simultanément  les  équations  A  =  o ,  B  =  o. 

En  d*autres  termes,  le  système  des  équations  [A  =  o,  B  =  o] 
peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 

[A'  =  o,  B  =  o],     [F==o,  B=:o]; 

en  sorte  que  si  Ton  appelle  Y  ::r--  o  Téquation  finale  correspon- 
dant au  système  [A'  =  o,  B  =  oj,  Téqualion 

YxF  =  o 

est  Téquation  finale  correspondant  au  système  proposé,  en  ce  sens 
quelle  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  r,  et  n*en  donne 
pas  d'étrangères. 

(Il  est  bien  entendu  d^ailleurs  que,  parmi  ces  valeurs  de  j,  se 
trouvent  comprises  celles  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  de 
X  iNriNiKs.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  un  facteur  y  —  6, 
appartenant  à  F,  entrerait  dans  un  ou  plusieurs  des  premiers 
coeflicients  de  B,  il  s'ensuivrait  que,  pour  cette  valeur  de  yj  on 
obtiendrait  une  o\\  plusieurs  valeurs  infinies  de  x,) 

Kn  second  lieu,  soient  A  =  A'  X  F,  B  =:  B'  X  F', 

F  et  F'  étant  premiers  entre  eux. 
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On  démontrerait,  comme  ci-dessus,  que  le  système  des  équa- 
tiorls  [A  =  o,  B  =  o]  peut  être  remplacé  par  les  trois  systèmes 

[A'  =  G,  B'  =  o]     [F  =  o,  B'  =  o],     [F'  =  o,  A'  =  o]. 

Ainsi,  Téquation  Y  X  F  X  F'  =  o  est  Téquation  finale  qui  cor- 
respond aux  équations  proposées. 

Troisièmement  ,  enfin ,  soient  A  =  A'  X  F,  B  =  B'  X  F', 
F  et  F'  ayant  un  facteur  commun ,  fonction  àey. 

Appelons  q>  ce  fiicteur  commun,  et/,/'  les  quotients  l'espectifs 

de  F,  F%  divisés  par  f.  Les  équations  proposées  sont  alors  de  la 

forme 

A'X/X?  =  o,       B'X/'X  ?  =  o, 

et  peuvent  être  satisfaites  par  chacune  des  valeurs  de  y  tirées  de 
^  =  o,  en  même  temps  que  par  une  valeur  quelconque  de  x; 
donc  elles  sont  indéterminées  (  n^  S68 }. 

Mais  si  Ton  supprime  ce  facteur  ^  qui  les  rend  indéterminées, 
on  obtient  les  nouvelles  équations 

A'X/=o,        B'x/'=o, 

auxquelles  correspond  alors  Téquation  finale 

Fx/X/'=o 

(  Y  =  o  étant  Téquation  finale  relative  à  A'  =  o ,  B'  =  o). 

56îf .  Nous  terminerons  le  paragraphe  de  Féliinination  par  deux 
exemples  où  les  premiers  membres  des  équations  proposées  peu  veni 
être  décomposés  à  priori  en  facteurs ,  les  uns  fonction  de  x  ou  de 
y  seulement,  les  autres  fonction  àe  x  et  de/  à  la  fois, «auquel 
cas  la  détermination  des  couples  devient  beaucoup  plus  facile  que 
par  la  méthode  générale. 

neuvième  exemple. 

(/  —  i)  {x-"—  xy  —/'H-  i)  =  o, 
(x'  —  I  )  [x^  —  xy  —  2)  =  o . 
Conformcmenl  à  ce  (jui  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent ,.  le 
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système  peut  être  remplacé  par  les  qaatre  suivants  : 

j  —  I  =o  et  X*— I    =  o,  (i) 

y  —  1  =  o  et  X*  —  x/  —  2  =  o ,  (2) 

x^  —  1  =  o  et  4r'  —  xy  —  7»  -f- 1  =  o ,  (3) 

x»  —  orjr  —  jr'  H-  1  =r  o  et  x'  —  xy  —  2=0.  (4) 

Le  système  (  1  )  donne  d'abord  les  couples 

[r  =  -M,   •r=  -+.  1],      [jr=  4-  1,  x=—  i]; 

le  système  (2)     ^  =  1 ,     x'  —  x  —  2  =  o , 

d'où  résultent  les  nouveaux  couples 

[^=-f-  I,  X=-h2],      [7=:-f.  I,X=—  l]; 

le  système  (3)       x  =  ±  i,     y^do.  y  —  2  =  0, 

d'où  [r=-|-l,       x=-|-l],         [j=r  — 2,      x  =  -|-l], 

et  [jr  =  4-2,      x  =  — 1],         [j=-.l,        x=—l\ 

Quant  au  système  (4) ,  comme  la  division  de  x'  —  xy  — j'  4-  i 

par  x'  —  xy  —  2  donné  pour  quotient  i,  et  pour  reste  — ^'  4-  3 , 

il  s'ensuit  que 

^'  —  3  =  0 

est  l'équation  finale  en  y  qui  correspond  k  ce  système.  (Ici  le 
reste  qui  précède  immédiatement  le  reste  Gnal  en  y  est  du  second 
degré  en  x.) 

On  déduit  de  cette  équation  finale,       y  =  db  V^3; 

d*où ,  substituant  dans  le  reste  précédent,  x'  +  ^.x  —  2  =  0,. 
ce  qui  donne  les  quatre  nouveaux  couples 

Les  équations  proposées  admettent  donc  en  tout  douze  couples, 
dont  plusieurs  sont  identiques* 
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DIXliME    EXEMPLE. 

{jrx -- 6)  (x' —  l)=0, 

Ces  équations  reviennent  à  celles-ci  : 

(jor  — 6)(a;  —  i)(j:-|-  i)  =  0, 

et  en  combinant  successivement  chacun  des  trois  facteurs  de  la 
première  avec  chacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde,  on  obtiendra 
neuf  systèmes  d^équations  dont  Tensemble  peut  remplacer  le  sys- 
tème proposé. 

Combinons,  par  exemple,  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  ce  qui  donne  les 
systèmes 

[/x  — 6  =  o,   2x~3j=:o],  [r— 7  =  o,   2X  — 3j  =  o], 

[x-|-ï=o,  2.r — 3x  =  o]; 

on  trouve,  pour  le  premier  système,  les  deux  couples 

(/  =  2,   x=3),     (^-=:  — 2,  jr=  —  3j; 

puis^  pour  le  deuxième  et  le  troisième,  respectivement, 

(r  =  |,-=.)    et    (r  =  -|,-=- 

Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  second ,  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  deuxième,  oa 
trouve  : 

(r  =  -i-v^,     x  =  ^^6),     (j=:~-v^,    x=:-v/ë), 
(r  =  -+-'»       '^  =  -+-0,       (^  =  —1,      x  =  — i), 

(^=-+-1,  J:=—  I),  (jr  =  -i^  ^--.^,J^ 

ce  qui  donne  encore  fiouze  solutions. 


ÉVANOUISSEIIENT    D^    KAUICAUX    DANS    LES    EQUATIONS^    ETC.    585 

iV.  B,  —  On  voit,  par  les  deux  exemples  précédents,  comment 
on  peut  former  à  priori  des  systèmes  d^équations  susceptibles  d'ad- 
mettre des  solutions  données. 

application  de  la  théorie  de  Vélimination  à  la  réso^ 
lution  des  équations  irrationnelles  à  une  seule 
inconnue. 

3GC.  Toutes  les  fois  qu'une  équation  renferme  des  signes  radi- 
caux où  l'inconnue  se  trouve  engagée ,  la  théorie  de  l'élimination 
fournit  un  moyen  facile  de  la  résoudre. 

Prenons  pour  premier  exemple  Téquation 

jr'4-\/.r —  18  =  0.  (i) 

On  pourrait  d*abord,  en  transposant  .r^ —  18  dans  le  second 
membre,  et  élevant  au  carré,  faire  disparaître  l' irration n alité;  ce 
qui  donnerait 

j:=r(i8  —  x')%     ou     x^  —  36  x'  —  x-\-Z2,^  =  o\ 

et  il  ne  s'agirait  plus  que  d'appliquer >à  cette  deinière  équation  les 
méthodes  connues  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  comme  il  suit  : 

Posons  yx  =  j,     d'où     x  =  /"'  ; 

il  vient,  par  la  substitution  dans Téquation  (i) , 

7*-+-r~ï8  =  o;  (2) 

équation  qui,  résolue,  fera  connaître  les  valeurs  de/,  et,  par 
suite,  eelles  de  x  d'après  la  relation  x^  =:y. 

Or,  si  Ton  applique  à  l'équation  (2)  la  méthode  des  racines  com- 
mensurables  (n*'  320),  on  reconnaît  facilement  que  2  est  racine, 
et  que  c'est  d'ailleurs  la  seule  racine  commensurable  qu'elle  ren- 
ferme. 

De  jr  =  2  on  déduit  x  z=z  (2)'  =  4«  Ainsi,  4  est  une  racine  com- 
mensurable de  l'équation  (1),  et  c'est  la  seule  qu'elle  puisse  avoir. 

Si  cependant  on  voulait  obtenir  les  autres,  il  faudrait  cncoix 
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avoir  recours  à  Péquation  (2) ,  qui  est  beaucoup  plus  simple  que 
l'équation  en  x. 

L'équation  (2),  n'ofTrant  c^une  variation  de  signe ,  a  une  seuÀe 
racine  positive  :  c'est  celle  qu'on  vient  d'obtenir  ;  et  si  l'on  y 
change  j^  en  — j,  il  vient  j^*  — y —  18  =  0,  équation  qui  pré- 
sente également  une  seule  variation  de  signe. 

D*où  Ton  peut  conclure  que  l'équation  (2)  a  deux  racines 
réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative,  et  deux  racines  imagi- 
naires. Mais  la  relation  x  =  y^  prouve  que  les  deux  racines  réelles 
de  l'équation  (i)  sont  positives» 

On  peut  s'assurer  aisément  que  la  racine  réeUe  négative  de 
l'équation  (2)  est  comprise  entre  —  2  et  —  3  ;  et  on  l'obtiendrait 
en  appliquant  Tune  des  méthodes  d'approximation. 

Soit  encore  Féquation 

V^a?-|-9-- v^j?-+- I  =  o;  (1) 

et  posons 

V^j:  -H  9  =  r»   V^JT  -h  I  =  « , 
il  en  résulte 

•^H-9  =  rS    j:-+- 1  =a%    et    jr  —  z  =  o,  (2) 

dont  la  dernière,  donnant  y  z=zzy  ramène  le  système  des  trois 
équations  aux  deux  suivantes  :  * 

a:  +  g  =  «*,     a:  -|-  i  =  g'. 

L'élimination  de  z  entre  ces  deux-ci,  d'après  le  procédé  ordi- 
naire, conduirait  à  l'équation  finale  en  x  ;  mais  comme  Tinconnue  x 
n'entre  qu'au  premier  degré,  il  est  plus  simple  de  l'éliminer. 

On  trouve ,  en  efîet ,  par  la  soustraction  , 

8  =  2*  —  z*     ou     z*  —  z*  —  8  =  0, 

équation  qui,  traitée  par  la  méthode  des  racines commensurables, 
est  satisfaite  par  z  =  2. 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  x  +  i  =  2%  on  obtient 
j;  =  7  ;  ce  qu^on  peut  vérifier  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (i). 
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On  prouverait ,  comme  dans  l'exemple  précédent ,  que  Téqua- 
tion  z*  —  z^  —  8  =  0  a  une  seule  racine  positive  (z  =:  2) ,  une 
racine  négative  incommensurable  comprise  entre  —  i  et  —  2 ,  et 
deux  racines  imaginaires. 

N.  B,  —  On  pourrait   obtenir  directement  Téquation  en  x 
privée  de  radicaux.  Il  suffirait ,  pour  cela,  de  transposer  l'un  des 
termes  de  l'équation  (i)  dans  le  second  membre,  puis  d'élever  les 
deux  membres  à  la  douzième  puissance;  il  viendrait  ainsi 

ou ,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

a;*  -H  3x^  —  21  x^  —  289  .r  —  728  =  o  ; 
mais  cette  équation  est  beaucoup  moins  simple  que  l'équation  en  z. 

Soit ,  pour  troisième  exemple ,  l'équation 

V^2x-|-  17  —  v^7 X  -h  I  -h  3  =  o.  (i) 

Posons     2  X  -h  17  =  X^9   7  X  -H  I  rrr  z'  ;   d'où    X  —  z  4-  3  c=  o. 

On  tire  de  la  dernière  £  =  j  +3;  d'où,  substituant  dans  la 
seconde,  7X -+-  i  =  (^  H-  3)',  ou  développant  et  réduisant, 
^'H-6/  —  7xH-8  =  o,  équation  qui ,  combinée  avec  la  pre- 
mière, x^  —  2-^ —  ^7  =  o>  par  voie  d'élimination,  donnera,  soit 
l'équation  finale  en  x ,  soit  l'équation  finale  en  jr .  Mais  comme  x 
n'entre  qu'au  premier  degré  dans  ces  deux  dernières  équations ,  il 
est  plus  simple  de  former  l'équation  en  j-- 
On  obtient ,  tout  calcul  fait , 

■1  y^  —  ^X^ — ^^X  —  i35  =  o.  (2) 

En  appliquant  à  cette  équation  la  méthode  des  racines  commen- 
su râbles  entières  (n®  380),  on  reconnaît  que^  =  3  est  une  racine  ; 

ce  qiri  donne ,  d'après  la  relation  x  = ,  x  =  5 ,   valeur 

qui ,  substituée  dans  l'équation  (  il,  la  réduit  à 

V^  —  \/36 -h  3  =  O ,     ou     0  =  0. 
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Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  Inéquation  (2)  par  j'  —  3, 
il  vient  pour  quotient ,  7  .r*  -4-  19  j^  -h  1 15  =  o,  dont  les  racines 
sont  évidemment  imaginaires. 

567.  Remarques,  —  i®.  Les  transformations  qui  ont  pour 
objet  d'obtenir  directement  Téquation  en  x  privée  de  radicaux , 
et  qui  consistent  à  transposer  certains  termes ,  puis  à  élever  en- 
suite les  deux  membres  à  des  puissances  plus  ou  moins  grandes , 
suivant  le  degré  des  radicaux  qui  entrent  dans  Téquation  ,  entraî- 
nent généralement  dans  des  calculs  fort  compliqués  ;  et  cette 
méthode  est  même  en  défaut  dès  qu'il  entre  plus  de  deux  radicaux. 

Au  contraire ,  en  égalant  successivement  chacun  des  radicaux 
;i  une  inconnue  auxiliaire ,  on  parvient  toujoui*s  à  un  système 
dVquations  rationnelles  en  jt,  jr,  z,  i^,  au  moyen  desquelles 
on  peut,  par  la  méthode  d'élimination,  obtenir  une  équation 
finale  fonction  de  Tune  des  inconnues  auxiliaires.  En  résolvant 
cette  équation ,  et  remontant  à  l'une  des  relations  établies,  on  en 
déduit  facilement  la  valeur  ou  les  valeurs  correspondantes  à  celles 
qui  ont  été  obtenues  pour  Tinconnuc  auxiliaire. 

2°.  Quant  au  degré  de  Téquation  finale  en  x  ,  il  est  déterminé 
(sans  qu*on  soit  obligé  de  la  former)  parle  nombre  de  valeurs 
de  x,  qui  correspondent  aux  solutions  de  l'équation  finale  sur 
laquelle  on  a  opéré. 

Nous  proposerons  comme  exercices  les  exemples  suivants  : 


1".  sjlÇx — ^0:4-2  =  0; 

équation  finale  en  v,.  j*  —  4 /'  "fr"  ^  =  ^  > 

ce  qui  donne  j  r=  2 ,     r  =  i  db  y  5  , 

et,  par  suite,  x=:2,     x=.^±2.\l5- 

L'équation  finale  en  x  est  du  troisième  degré* 


2".  sl^x-^  i5  -h  \/5 j?  +1=7; 

équation  finale  en  y,  5  r^  —  4/'  ~+"  ^^y  —  ^^7  ^^  ^  ' 
d'où  l'on  déduit  J  —  3 ,  et  2  racines  imaginaires  , 

et,  par  suite,  -i;  =  3,  et  2  racines  imaginaires. 
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3  .1 


éqtialion  en  *,  a*  —  93^  —  1 2  «'  -f-  4^  *  —  4^  =  ^  ? 

[z  =  2  ,     d'où     a:  =  3]. 

3 

4".  V^Jc'  —  V^x+i  —  ^x  —  «7  =  0; 

rq lia  lion  enjr^ 

y  —  i6r'  -h  24/^  -H  272  j*  -+-  i536j'  -{-  4096  =  o , 

[r  =  3,    d'où    j  =  8j. 
»  

équation  en  x,  j-*  —  ^'  —  2/'  =  o, 


[ 


d'où  X=:  —  1,^  =  3,      x  =  o. 


A'.  B.  —  Il  est  remarquable  que  ce  dernier  exemple  offre  trois 
solutions  entières. 

S  V .  —-  Résolution  des  équations  à  deux  termes  par 
la  trigonométrie,  —  Décomposition  des  fractions 
rationnelles  enjraciions  simples  (*). 

Des  équations  à  deux  termes. 

Nous  avons  déj«^  résolu  (n***  167  et  800)  plusieurs  espèces 
d*équations  à  deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement  de 
les  résoudre  toutes  complètement;  mais  auparavant  il  est  bon 
de  faire  quelques  remarques  sur  la  nature  de  leurs  racines. 

368.  On  appelle  équation  h  deux  termes  toute  équation  qui  ne 
renferme  qu'une  seule  puissance  de  l'inconnue,  avec  des  quan- 
tités toutes  connues. 


(*)  Los  deux  théories  qui  doivent  f.iirc*  Tobjcl  de  ce  dernier  para{;raplTe 
.se  liaient  plus  iialurrllcmefft,  ruiio  avec  le  neuvième  chapitre,  l'autre  avec 
le  dixième;  mais  comme*  elles  font  actuellement  partie  du  programme  d'ad- 
mission  à  rKcole  Polytechnique,  nous  avons  cru  devoir  le»  placrr  immé- 
diatement à  lu  suite  du  huitième. 


SqO  REMARQUES 

Il  résulte  de  là  que  route  équation  à  deux   termes  peut  être 

ramenée  à  la  forme 

jc^:izp  =  o, 


m 


p  étant  un  nombre  absolu  ;  et  si  Ton  pose  x  =z  y  ^p^  il  vient 
/?j* ±p  =  o,     d'où     ^*  ±  I  =  o. 

Ainsi ,  c'est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dépend 
celle  de  toutes  les  équations  à  deux  termes. 

Comme  Féquation  /*  —  i  =  o  revient  à  j*  =  i ,  on 
voit  que  tout  se  réduit  à  trouver  pour  y  y  les  expressions  numé^ 
riques  ou  algébriques  qui,  élevées  à  la  m''"*  puissance ,  peuvent 
produire  l'unité.  C'est  pour  cette  raison  que  les  racines  de  l'équa- 
tion x^  —  I  =r  o  sont  appelées  les  racines  de  l'unité. 

Les  racines  de  Téquation  j*  -f-  i  =r  o,  ou  /"  =  —  i ,  sont 
dites  les  racines  de  l'unité  négative. 

Cela  p<i$é,  voici  les  remarques  qui  doivent  précéder  la  résolu- 
tion de  ces  deux  sortes  d*équations. 

569.  PREMiÈREMKifT.  —  L'éqUBtiou  y^  —  1=0  a  une  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair,  et  deux  racines  réelles  si  m  est  pair. 

Soit  d*abord  ///  un  nombre  impair.  Comme  l'équation  n'a  qa*une 
variation  de  signe,  elle  n'admet  fn°  SItf }  qu'une  seule  racine 
positive  qui  est  +  i .  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'aucun  nombre 
négatif  ne  peut  y  satisfaire. 

Lorsque  m  est  pair,  +  i  et  —  i  vérifient  l'équation  et  sont  les 
seuls  nombres  qui  puissent  y  satisfaire;  car  elle  ne  présente  quunc 
variation  de  signe ,  soit  dans  son  état  actuel ,  soit  lorsqu'on  y 
change  j  en  —  jr. 

Deuxièmement.  —  L'équation  j*"  -h  i  =  o  a  une  seule  racine 
réelle  si  ni  est  impair  ;  et  toutes  ses  racines  sont  imaginaires  si  m 
est  pair,. 

D'abord,  quel  que  soit  //i,  l'équation  n'offrant  pas  de  varia- 
tions ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m  est  pair,  le  changement  de  /  en  — y  ne 
produit  encore  aucune  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation 
n'admet  ni  racine  positive,  ni  racine  négative. 
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Mais  si  m  est  impair,  l'équation  est  satisfaite  par  7-  =  —  i  ;  et 
c'est  la  seule  racine  négative,  puisque  le  changement  de/  en  — y 
ne  produit  qu'u/ie  variation. 

Troisièmement.  —  Les  racines  de  Téquation  /"  —  i  =  o ,  ou 
de  l'équation  j"  4-1=0,  sont  toutes  inégales;  car  le  polynôme 
dérivé  du  premier  membre,  ou  /7iy*~',  n'a  aucun  diviseur  com- 
mun avec  y^  —  i  ou  /*  -H  i . 

370.  Quatrièmement.  —  i®.  Si  a  désigne  une  quelconque  des 
racines  imaginaires  de  l'équation  y"  —  i  =:  o ,  0/1  a  également  a? 
pour  racine  de  cette  équation  (p  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif). 

Car,  puisque  a  vérifie  l'équation ,  on  a  l'égalité 


a"  =  I , 


d'où  (d'^y  =  I , 

égalité  que  l'on  peut  transformer  ainsi, 

d'où  l'on  voit  que  olP  est  aussi  racine  de  l'équation.  Donc  a  étant 
une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  /"•  —  i  =  o ,  l'on  a 
également  pour  racines. 


a%   a%   a*,...,     a""',   a"~%  or~^y 


■    • 


N.  B,  —  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres;  autrement,  l'équation  aurait  plus  de  m 
racines.  Et  en  effet,  soit,  par  exemple,  l'équation 

7^—  I  =0. 
Si  a  est  une  racine  imaginaire,  on  a  l'égalité 

a*  —  I  =  o ,      d'où     a*  =  I  ; 

donc     a*  =  a*  X  a  =  a ,     a'  =  a*  X  «'  =  a';    et  ainsi  de  suite. 
2".  Si  a  désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 
l'équation  y*  4-  1  =0,  of' tf.r^  ao^^i /%?c//i^  lorsque/?  est  un  nombre 
impair  quelconque ,  positif  ou  négatif. 
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En  effet,  de  l'équation  «"  =  —  i  on  déduit  (a")/'  =  —  i ,  puis- 
que ,  par  hypothèse ,  p  est  impair.  Or  cette  égalité  revient  à 

donc  CK.P  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,      a',  a\  a*, .  .  . ,      a""',  a~\  a-%.  .  . 
sont  des  racines  de  Téquation  j"  -h  i  =  o. 

Résolution  de  l'équation  y"  —  1=0. 

571.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigononiétrique 
que  nous  allons  d'abord  faire  connaître. 

Si  Ton  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 


cos  a  -+-  sin  rt  v^ —  1     et     cos  ft  -h  sin  ^ .  sj —  i , 
on  a  pour  produit, 

cos  /ï .  cos  /?  -f-  (sin  fl  .  cos  b  4-  sin  ^  .  cos  à) .  \/ —  1  —  sin  r? .  sin  6  ; 
donc,  à  cause  des  formules 

cos  (fl  -+-  ^)  =  cos«  .  cos  b  —  sin/z .  sin  ^ , 
sin  {a  -{-  b)  =  sin  a  .  cos  b  -\-  sinb  .  cos  a , 

il  vient        (cos  a  -h  sin  a  ,  )/—i)  (cos  ^  -h  sin  ^  .  \/—  i  ) 

=r  cos  (a  -f-  b)  -h  sin  (a  -j-  b). V'—  i  • 

Soit   a  -h  b  =  a'y    et   multiplions   cos  a'  -h  sin  a' .  y  —  1    par 
(.QS  c  -H  sin  c  .  ^ — I  ;  on  trouvera  de  même 

(cos  a  -+-  sin  a' .  ^ — i  )  (cos  c  -f-  sin  r  .  y  —  i  ) 


=  cos(fl' -t-  c)  -h  sin  («'  4-  c) .  v^—  i , 
et,  par  conséquent , 

{cosn~\-sma.sf^)  (cos/;    h  sinb.\f—i  )  (cosr  +  sin  c .  v^^) 
=  cos  (a  4-  ^  -H  <•)  -H  sin  («  -h  ^  -H  r) .  y/—  i . 
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En  général,  soir  un  nombre  m  d'aics  «,  /;,  r,.  .  .  ,  /;  <»n  a 
évideraraent  le  résultat  suivant  : 

(cos«-Hsinfl.\/-- '  )  {coib-hsinb.s,'~).  .  .(cos/-hsin/V^) 

=:cos(«-H^-f-c-f-.  .  .-^/)-^-  sin(rt-|-^-+-r-f-...-|-  l),^ZIJ, 

Supposons  maintenant         az=  ù  =  c  ,  .  .  =  i-,         il  en  résulte 
«-H^-f-c-h. ..-+-/  =  /Wrt ,  d'où 

(cos  a  -4-  sin  rt .  v^— i)*  =  cos  ///a  4-  sin  ma  \/'^i .  (  i  ) 

Cette  formule  étant  vraie,  quel  que  soit  l'arc  a,  on  peut  rem- 
placer a  par  —  «  j  et  si  Ton  se  rappelle  que  cos  (—  a)  =  cos^r , 
sin  (—  a)=  —  sin  û  ,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule , 

(cos  a  ~-  sin  a  y^ —  i  f  =  cos  ma  —  sin  ma .  y'^^.  ^2) 

On  sait  encore  que  un  désignant  une  circonférence  de  cercle, 
I  le  rayon ,  et  /•  un  nombre  entier  quelconque,  on  a 

cos  0.  kn  =  i      et     sin  2  Air  z=z  o.  (3) 

572.  Cela  posé ,  il  résulte  évidemment  des  formules  (1  ),  (2) ,  (3), 

COS rt  sm .  V—  I  )    =  cos  2  An  ±  sin  2  Xtt.  i/—  i  =  1  • 


d'où  l'on  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /-,  l'expression 

œs zszsin v^—  I  jouit  de  la  propriété  d'être  une  racine 

^ièm*  jç  Tunité,  c'est-à-dire  de  satisfaire  à  l  équation  j« 1  =  o. 

Pour  obtenir  les  différentes  racines ,  il  ne  s'agit  que  d'attri- 
buer à  X  les  valeurs  o,  1,2, 3,...,  puis  de  calculer,  au  moyen 
des    Tables    trigonométriques ,   les    valeurs    correspondantes   de 

2kn         ,       .     ikn 

cos et  de  sin  • 

m  m 

Discussion.  —  Puisque  k  désigne  un  nombre  entier  tout  à  fait  ar- 

1  •»     •         •■  vi  n  •  COS2/7r    .     sin2/7r     , 

bitraire,  il  semble  que  Icxpression  y  = zt J i 

m  m 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  mais   nous  allons  voir 

qu  elle  ne  fournit  réellement  que  m  valeurs  différentes. 

Mg,  B.y  10''  f'fl.  38 
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Donnons  d'abord  à  X  toutes  les  valeurs  entières  comprises  de- 
puis o  jusqu'à  HlZl  inclusivement  si  m  est  impair,  et  depuis  o 


jusqu'à  —  aussi  inclusivement  si  m  est  pair;  il  viendra  par  ces 
substitutions,  pour 

/^:=:0 /=:COSO      ZÏ!     sin  O  .  y — 1  =  1, 

X=  I ^"^^^^1^  *^^"  ^*^~"*' 

^  —  2 y  =  cos-^^±:sm -- •  V  — »  ' 

6îr    ,      .     Ôtt       y 

kz=^ r  =  cos  —  ±:siu V  — ri 


enfin ,  si  m  est  impair, 

m—  I  (m  — i)7r  .    (fii— i)ir       , 

/.  —  1 -, ...       r  =  cos- —  =t sm  ^ —  •  y—  >  » 

et  si  m  est  pair  y 

X=r~, r  =  cosff±sin7r .  ^— i  =  — t. 

Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  l'équation. 

En  effet  :  i**.  Lorsque  m  est  impair,  chacune  des  valeurs 

/{  =  I  ,  2,     ,.  . .,  — — - 5  fournissant  deux  racines  pour  y  ,  le 

nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  2  . ou 

(„i  —  i)  racines;  d^ailleurs  X-  =  o  donne  la  racine  i.  Ainsi  i  le 

nombre  des  racines  fournies  par  A  =  o,  i ,  2,  3 , . .  . , 7 

2 

est  m.   Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes ,  car  les 

2  7r      ire  (m —  Ott,  .,  ,        , 

j^rcs  O)    — 7  —  >  •  •  •  î  ^^ ^j  étant  moindres  que  tt  (ou  la 

mm  m 

demi-ci rconférencc),  ont  au  moins  des  cosinus  différents. 

2°^  Lorsque  m  est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  A-  =  o  et 


/==— 5  fournissent  les  deux  racines  -+-  i  et  —  i.  D'ailleurs  les 


res 


DE    L  £Q1IAT1C»N   j"  —   |   =  O.  5q5 

-9  fournisseï 

2 

valeurs  intermédiaires  /•=i,2,3,...,   /~^j\,  donnent 

chacune  deux  racines  ;  donc  le  nombre  total  des  racines  qui  eor- 

pondent  à  ^  =  0,1,2,...,   l 1 1 ,  —,  est  «xprimé  par 

2  +  2  l lU  c'est-à-dire  par  m  ;  et  ces  racines  sont  essen- 
tiellement différentes ,  par  la  même  raison  que  ci-dessus. 

On  voit  d'ailleurs  que,  pour  une  même  valeur  de  /- ,  autre  que 

/•  =  o  si  m  est  impair,  et  autre  que   /•  =  o,  >t  =  —  si  /w  est 

2 

pair,  les  deux  racines  imaginaires  qu'on  obtient  sont  conjuguées , 
en  ce  sens  que,  p-^rq  sj—  i  étant  l'une  de  ces  racines,  on  a 
P  —  9  ^ —  1  pour  la  seconde  racine  (*). 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  l'use  de  l'autre 
(n**  S99),  puisque  l'on  a  pour  leur  produit 

cos— --hsin  •-—•V-  I     [^^ sin^^V— a) 

,    2X'7r    ,     .  ,    2^ir 

=r  cos' . -4-  sm^ . =  I  • 

m  m 

Il  nous  reste  maintenant  à  faire  voir  qu'en  attribuant  à  X^  de 

nouvelles  valeurs  plus  grandes  que 9  ou  — ^  on  retombera 

2  2 

sur  les  mêmes  racines. 

Soit  d'abord  m  un  nombre  impair;  et  supposons  X-  r="^       ^  4  n 

2  ^ 

n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  I]  vient 

(/7i -h  2/1  —  i)7r  .    f/w -h  2^  —  Ott       , - 

j<  =  cos' i—  ±  sin  ' 11 .  ^/ZTi , 

m  m  Y       '  9 

[  {2/î— IJTrl  .     r  (2//—  ijffl     . 

.r4-— ;;^— J±:sin[^.H-L-_i-JVZr,. 


(*)  Cette  propriété  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ccHc  qui  sera  démon 
trce  dans  le  neuvième  chapitre. 

38. 


5q6  KÉSOLUTION    complète    de    L  EQUATION   f*  —   I    =r  O- 

or  je  dis  que  ces  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspon- 

/w  —  I        ,           .         m  —  2/1-4-1 
dent  à  X^  = —  (/?  —  i),  ou 

2  2 

En  effet,  cette  dernière  valeur  de  X-  donne 


cos 


(m — 2/î  4- i)îf  _•     .    [m  —  2/i4-i)ir       / 

y  =  cos  ^ —  ±  sm  i^ ^—  '  V  —  1 1 

m  nt 

ou  bien , 

r  (2/î--l)7r"  .     f  (2/1—  l)ir"|      , 

L  '«      J  'w      J 

Mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs,  tt  -f-  «  et  ir  —  a,  Ton  a 
cos  (tt  H-  fl)  =  cos  (îT  —  £i)     et     sin  (w  -f-  a)  =  —  sin  (w  —  a)\ 
d'où  Ton  conclut 

[(2/1  — l)irl  f  (2/î—  i)îrl 

[(2/1 —  l)ir"l  .    r         -(2/1 —  i)7r"l 

.  +^— ;^  I  =  -  S.„  I    .-  '— ^J  • 


Sin 


Donc  les  deux  racines  qui  correspondent  à  k  = h  n  soni 

identiques  avec  celles  qui  correspondent  à  k  =. (//  —  f  )  ;  la 

seule  différence  consiste  en  ce  qu'on  trouve  les  deux  racines  dans 
un  ordre  inverse. 

Si  m  est  pair,  soit  encore  fait  k  =z f-  />  ;  il  en  résulte 

9. 
mu  -f-  2  /ITT      ,        .      rniV  -h  2  /ITT        j 

jr  =  cos ±  sin V —  1  ' 

m  m 


ou  bien, 


Mais  pour  /•  = /i ,       on  avait  déjà  obtenu 


mELATIONS  ENTRE  LES  RACINES  DE  l' EQUATION  y^  —  1  :=  O.  Sq^ 


donc,  à  cause  de     cos  (  tt  -' )  =  cos 


-  -  '-?) 


et  de  sin  I  TT  H |  =  —  sin  I  tt 1 5 


.     /           2/î7r\  .     / 

un  (  TT  H I  =  —  sin  (  TT  — 


m 


les  valeurs  de  j,  correspondant  à  X-  =  —  4-  «,   sont   identiques 

avec  celles  qui  correspondent  à  /-  = n. 

Donc ,  enfin ,  le  tableau  des  valeurs  que  Ton  a  obtenues  pour 

/  o  '''  —  i  m         ^  ,  . 

/  =  o,  1 ,  2,  o,..., r   ou  —9  renferme  toutes  les  racines 

2  2 

de  y-"  —  I  =0,  quel  que  soit  m. 


Relations  entre  les  racines  de  l'équation  y™  —  1  =r  o. 

W5.  En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  des  valeurs  de  y  qui 
correspondent  aux  diverses  hypothèses  /•  =  o,  i  ,  2,  3,... ,  et 
en  se  rappelant  la  formule 

(cos«  H-  sin  fl  .  y —  i)"  =  cos  ma  4-  sin  ma  .  y —  i, 
on  voit  que 

Li^  .     ^iz      I /         2  7r  .     2  7r      / \' 

cos  - — h  sin  - —  V —  1  =    cos h  sm  —  •  y —  1     ' 

m  m  \        m  m  j 

6  TT  .      G  TT         / /  2  TT  .      2  TT        y \  ' 

-COS h  sm  —  •  y —  1  =    cos h  sin y  —  i  |  » 

w  m  \        m  m  J 


m  —  I  .m  —  I  y /        2  7r  .    2  tt      .. 

cos îf  4-  sin TT .  y —  i  -.=  I  cos H  sin  —  «y 

m  m  \        m  m 

si  m  est  impair  ;  et 


m  — I 

a 


m 
\  1 


cos  TT  -f-  sm  TT .  V —  I  =1  cos h  sin —  •  y —  i  )  9  si  //f  est  pair 

\        m  m  I  ^ 


5q6  helattons  entre  les  racines 

Donc ,  si  l'on  désigne  par  a  la  première  racine  imsiginaire 


2  TT  .       2  TT 


cos h  sin  —  •  V —  ' 

m  m 


toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité,  correspondant  au  signe 
supérieur j  peuvent  être  représentées  par 


Ml—  I  m 


a",  a',  a%  a%  .  .  . ,  a    '    ,    ou      a*; 
quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  comme 


elles  sont  les  réciproques  des  précédentes,  depuis  a  jusqu'à  a 


m— I 

3 


m— S 


si  /71  est  impair,  et  jusqu'à  a  ^  si  m  est  pair,  on  peut ,  en  les 
écrivant  dans  un  ordre  inverse,  et  ayant  d'ailleurs  égard  à  la  rela- 
tion a"*  =  I ,  les  présenter  ainsi  : 


ou       a  >    a'"-',    a*"-',    a*"""' 


D'où  l'on  peut  conclure  enfin  que,  a  désignant  la  première 
racine  imaginaire ,  toutes  les  racines  de  l'équation  ^•*  —  i  =  o 
^     peuvent  être  représentées  par 


m — I  m—1 


a",  a',   a%  .  .  .  ,   a    ^        on      a     *    ,  •  .  •  »   a*""-*,   a*""*,   a"*"', 

série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  les 
nombres  entiers  compris  depuis  xéro  jusqu'à  m  —  i. 

*74.  —  Reman/ue  importante,  —  Cette  propriclé  dont  jouit 
l'une  des  racines  imaginaires ,  de  reproduire  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances,  n'appartient  généralement  qu'à  la  pre- 
mière racine,  cos 1-  sin  ~  •  \/ —  ,  ,    ou   à    sa    conjuguée 

///  /;/ 

cos sm y^—  I .  On  a  bien  prouve  (n®  570}  que,  a  étant 

une  racine  imaginaire  quelconque ,  aJ*  est  aussi  une  racine  de  l'é- 
quation; mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu'en  donnant  à  p 
des  valeurs  entière^  convenables ,  on  pourra  ,  avec  cette  racine  a, 
reproduire  toutes  les  autres. 

Soit,  par  exemple,  Téqualion  j" —  1  =  0,  qui,  pouvant  se 


i>K   i/kquation  j" 1  =0.  5l)C) 

mettre  sous  la  forme  (/^  —  i)  (/'  4- 1)  =  o>  donne 


I°.jr=:iet7=  ï ,    2«./=:  — iei/= 

2  2 

Gomme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  y^  —  1  =  0, 
on  a ,  en  désignant  par  a  la  racme ' 

a'  =  (  —^ 1  =r 1 ,  a»  =  I ,  a*  =  a>  X  a  =  «  ; 

a*  =  a^  X  a*  =  a%     a*  =  (a^)'  =  i,  .  .  .  ; 

d*oà  Ton  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont 

produites  par  les  puissances  de ~ —    • 

/ — % 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de ;  car  on  trouve 

2 

Ainsi  9  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o,  i, 

2 ,  3 ,  4  9  5  >  •    .  de  la  racine ;   et  cela  tient  à  ce  que 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 

27r  2ir 


^7V  .        .£7^         /■ 

cos h  sin  —  •  V —  I  t 

m  m 


qui  devient ,  dans  ce  cas ,     cos  ^  -h  sin  r  •  y^-^  1 . 

3  3 

Kn  effet,  on  a  cos^  =  sin  f ?)  =  *in~;  mais  le  sinus 


du 


6()l)  '  RESOLUTION     l)K    i/kqUATION     >""  -f-    1    =  O. 

sixièiHo  de  tt,  ou  du  douzième  de  la  circoiilerencc,  est  la  moitié 
de  la  corde  qui  en  sous-tend  le  sixième,  et,  par  conséquent ,  est  égal 
à  la  moitié  du  rayon.  Donc 


cos 


TT  .      TT  I  .      TT  /  I  I 

-  OU  sm  7î  =  -  ;     d  ou     sm  -  =  i  /  i  —  7  =  -  y'j , 
3  6       ?-  3       V  4       ^ 


ce  qui  donne  enfin  — | v^3  .  v^ —  i,     ou     pour  la 

'  2        9.  2  ' 

première  racine. 

N,  B,  —  Cette  exception  a  lieu  pour  toutes  les  équations  de  la 
forme  j"*  —  1=0,  ou  (/"  —  ij  (j"  -f-  1)  =  o,  et  plus  géné- 
ralement pour  toutes  les  équations  à  deux  termes  dont  le  degré 
n'est  pas  un  nombre  premier. 

Résolution  fie  r équation     /*  -+-  1  =0. 
57^.  Comme  on  a 

cos  ( 2  X-  -h  I  )  TT  r=  —  I ,       sin  (2  X  -^-  I  )  TT  =  o , 
on  peut  conclure  des  formules  (i)  et  (2),  établies  au  n®  580, 


(2X-h  l)7r_,       .     (2/'-4-l)7r 

cos  ^ —  zt  sin  ^ — 


,=..]■ 


m  m 

=  cos  (2  /  -f-  1  )  TT  ±  sin  (2  X-  4-  I  )  TT .  v' —  I  =  —  I  ; 

d'où  l'on  voit  que  l'expression 

(2^-4-l)7r_.      .     (2/--f-i)T:      , 

ros '—  ±  sm  i ~  '  \l —  I 

m  m 

peut  être  prise  pour  la  racine  /w'**"'  de  —  i,  ou  pour  l'expres- 
sion générale  d'une  racine  de  la  proposée;  et  l'on  obtiendra 
les  diverses  racines  en  attribuant  k  /-  la  série  des  valeurs   o, 

Donnons  à  /-  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  zéro  jusqu'à 

m  —  I  .  .  .  .  ,  .  ,,  /w  m  —  2 
51  ///  est  impair,  et  depuis  zéro  jusqu  a 1    ou 


iiÉsoLUTioN  DF.  l'Équation  j"' -h  i  =  o.  6«i 

si  m  est  pair;  on  obtiendra  successivement,  pour 

/  =0 /rnCOS  —   ±S»n--  *  V—  ^ 

37r_,     .     Stt      /- 

/  =r  I r  =  cos  —  lîz  sin  —  •  y  —  '1 

X-  =  2 ........ .     r  =  ct^s  —  ±  sin  —  •  V  —  Il 

mm 


m  —  1  i_  .  / 

fi  =r ....      r  =  cosTT  zn  sm  TT .  V  —  i  =  —  '  > 

X-=:^..,.     ^=:cos(.~^)±sin(^-^).V^=^ 


I . 


Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  réquafion 

>■"  4-  1  =r  G. 

m  —  I 
En  effet,  lorsque  m  est  impair,  comme  la  valeur  X  =  — — 

ne  donne  que  la  racine  —  1 ,  mais  que  toutes  les  autres,  o,  1,2,..., 

'^-^  ^  __  j  Q„  'H en  donnent  dcttx  chacune,  il  s'ensuit  que 

2  2 

le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

i(m  —  3) 

I  -h  2  H ^^ ' ,     ou      m. 

2 

Si  m  est  pair,  chaque  valeur  do  k  depuis  zéro  jusqu  a 

donne  deu.x  racines;  ainsi,  le  nombre  total  des  racines  fournies 


■m- 


est  2-f-2l 1,     ou     m. 

On  démontrerait,  d'ailleurs,  comme  on  Ta  fait  pour  ^■"  — -  i  =  o, 
qu'en  donnant  à  /  des  valeurs  plus  grandes  que  si  ///  est 


6o2  SGOLIE    GÉNÉRAI.    SUR    LES    RADICAUX. 

impair ,  et  que si  m  est  pair,  on  doit  retrouver  les  tnéines 

racines.  Donc ,  etc. 

376.  On  voit  encore,  d'après  Finspection  de  ce  tableau,  que 

si  a  désigne  la  première  racine  imaginaire,  ou  cos  — h  sin  —  •  ^ —  i , 

toutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur  sont  expri- 
mées par  «',     a\     (x.\.      ,      a", 
ou                                     a',      a',      a*,.  .  .  ,      a""', 

suivant  que  m  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  D^ail- 
leurs,  les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  étant  les 
réciproques  des  précédentes,  ont  pour  valeurs, 

III  I  I 

-,     _- ,      -_,...,  <m      _^_. , 

ou  ,  à  cause  de  a*"  =  —  i ,      d*où     a""  =  i , 

Donc,  enfin,  toutes  les  racines  de  Téquation  y'*  4-1=0  sont, 
dans  l'hypothèse  de  m  impair, 

a' ,  a%   a*,   y.',  .    .  ,   «*■"%  a",  a'"'*-^  .  .  .  ,    a*"""',  a'*~"  ; 
,et  dans  l'hypothèse  où  m  est  un  nombre  pair. 

Cl    j       .   9t    j         ^9         ^9**9  '  1        ^  9**9  ^  9  * 

iV.  ^.  —  Pour  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  des  for- 
jnules  pour  résoudre  l'équation  r"  H-  i  =  o,  quel  que  soit  m. 
Mais  quand  m  est  impair,  on  peut  changer 7  en  —  /,  ce  qui  donne 
y^  —  I  =  G  ;  et  l'on  voit  que ,  dans  ce  cas ,  les  racines  de  l*équa- 
don  j-"  -1-1  =  0  sont  égales  aux  racines  de  l'équation  /*"  —  i  =  o , 
prises  en  signes  contraires. 

577.  Scolie  général.  -^  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d'être 
dit  sur  les  équations  à  deux  termes,  on  peut  en  conclure  (\i\un 
radical  quelconque  a  toujours  autant  fie  valeurs  qu'il  y  a  d'unités 


BÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    THINOMFS.  6o3 

dans  son  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à  la  racine  arithmétique 
de  la  quantité  sous  le  signe ,  considérée  avec  sa  valeur  absolue,  et 
multipliée  alternativement  par  chacune  des  racines  de  +  i  ou 
de  —  I. 

Ainsi,  lorsque  l'on  a  deux  radicaux  à  multiplier  l'un  par  l'autre, 
le  produit  est  susceptible  dWtant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à  moins  que  les  degrés 
des  deux  radicaux  ne  soient  égaux;  car  alors  plusieurs  valeurs  de- 
viennent identiques. 

Soit ,  par  exemple ,  sfâ  à  multiplier  par  ^b.  Désignons  par  p  et 
q  leurs  valeurs  arithmétiques;  on  a  (  n"  574)  pour  le  premier  ra- 
dical        a"/v> ,   OLp ,   Cf}p , 

et  pour  le  second....      x'y,   a^,   a' y; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligue  par  chacun  des, 
termes  de  la  seconde,  on  obtient 

a/>7 ,       a^pt/  ,      c^pq  , 
a  7^7,      xpq,      u>pq^ 

expressions  qui  se  réduisent  u  trois  différentes ,  pqy  cupq,  et  ot-pq^ 
si  l'on  observe  que  l'on  a         a''  =  i,     et     a*  =  a. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  Ztf  nombre  des  valeurs  différentes  du  proeluit  est  alors 
égal  au  plus  simple  multiple  commun  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
sixième  chapitre  (n°i67)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d'un 
radical. 

£q  nation  tnitônic  y   x'^  -k-  pjc"*  -\^  q  -—  o. 

378.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment 
que  deux  exposants  €le  l* inconnue ,  dont  l'un  est  double  de  l'autre  y. 
et  des  quantités  toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  par  la 
réduction ,  être  ramenées  à  la  forme  ci>dessus;  et  leur  résolutioi^ 


6o4  DÉCOMPOSITION    nES    FRACTIONS    RATIONNELLES 

dépend  uniquement  de  celle  de  l'équation  du  second  degré  et  de 
réquation  à  deux  termes. 

En  effet,  soit  posé  x"  =  / ;  il  en  résulte 

r-^py^q.     d'où    j=-|±y/^4-7; 

donc  .r=v(r  =  y -f  ±y^4-7. 

Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  :r,  il  suffit  de  multiplier 


P  P" 

Tune  des  racines  /72'«'""  de  —     "'~i/S""'~y> 

2       V   4 


et  l'une  des  racines  /«'«'»'*  de 


-f-v/f 


par  chacune  des  racines  //f'*«*'  de  -h  i . 

Soitf  par  exemple ,  réquation         x*  —  ^  .r'  =  4^  ï  44  » 
en  posant     .r^  =f,     on  trouve         r^  —  77  =  4^^44» 
d"où  Ton  déduit  r  =  216         et  y  =  —  209. 

Donc       i".   jr'  =  2i6;     d'où     jrr=6,  jc=r6.a,    x==6.a'; 


3  3} 


2"     X  =  —  209;   d'où  X  =z  —  v'209,    .r  =  —  a.  \/209,  x  =  —  a' .  ^/^CK) , 

a  désignant  la  première  racine  imaginaire  de  l'unité. 

La  résolution  des  équations   trinômes  conduit  à  Textraction  de 

la  racine  m'''"'  d'une  quantité  de  la  forme  a  -+■  sjb.  Nous  avons 
déjà  (n"  118)  traité  le  cas  particulier  de  /w  =  2;  et  nous  aurions 
maintenant  à  considérer  le  cas  général.  Mais  cette  opération  offrant 
peu  d'applications  dans  Tanalyse  algébrique,  nous  nous  dispense- 
rons de  la  développer  ici. 

Décomposition  des  Fractions  rationnelles  en 

Fractions  simples, 

57D.  Nous  avons  déjà  vu  (n"  184,  N.  B.)  que  ces  sortes  de 
Iractuins  peuvent  toujours  être  ramenées  à  une  forme  telle,  que  ie 
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numérateur  soit  de  degré  moindre  que  le  dénominateur,  c'est- 
à-dire  à  des  fractions  de  la  forme 

a  -\-  bx  -\-  cjc^  -^  .  ,    -\-  Ix"  ,         ^ 

— ; TT ; — ' ;; î  /Il  étant  ^ /î. 

Maintenant  si ,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait 

^  =  «'     y,  =  o     ..,       -,  =  A,      y  =  a,     y  =  ^S     -  =  7',... 

.,     .  aH- &r-f-7J:»  4- .  .  .  -4- ^x" 

il  vient  -; 27 r-— 1 

a'  ■+-  6' j?  H-  '^'  x"  4-  ...  -H  X" 

expression  dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  0?,  au  dénominateur,  est  égal  à  l'unité. 

Cela  posé,  la  question  que  nous  avons  à  traiter  a  pour  but  de 
décomposer  les  fractions  de  cette  dernière  espèce  en  une  somme 
d'autres  fractions 

A  B       ,       C 

X  —  p       X  —  q       X  —  r 

p^  q i  r^, , ,  étant  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  zéro, 
A ,  B ,  C , . .  .  des  quantités  fonctions  de  a ,  6 , .  . . ,  a' ,  €\  .  . . , 
77 ,  ÇF ,  r,  .  .  .  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

S80.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dénominateur  est  du 
second  degré,  e't  posons 

a  -h  6a:  A  B 


a'  -H  6'  X  H-  .r'        x  —  p       x  —  q 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  et  que  l'on   ait  égard  à  la 

relation 

x'  4-  6'x  -f-  *'  =  (x  — 7?)  (x  —  q), 

on  obtient        «  4-  6x  =:  A  ( j:  —  </)  4-  B  (x  —  /?) , 

on,  transposant  et  ordonnant  par  rapport  à  x, 

(A  4-  B  —  6)  JT  —  kq  —  Bp  —  a  =  o , 

équation  qui,  devant  exister  quel  que  soit  x,  donne  nécessaire- 
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ineiit(n''  180) 

A-hB  —  6  =  0,     A7  +  B/?4-a  =  o; 

<roù  Ton  déduit         A=:^e^tf,     ^^_gy  +  a 

Soit,  comme  cas  particulier ,  la  fraction 

3  —  2  jp  —  3  -h  2a: 

9     ou 


3-i-2x  —  x'^  —  3  —  2jr-hx' 

L'équation  x^  —  7.x  —  3=:o  donnant  a:  =  3,  .r  =  —  1 ,  tout 
se  réduit  à  poser  a  =  —  3,6  =  2,/?  =  3,  9=  —  i  dans  les 
valeurs  ci-dessus  de  A ,  B  ;  et  il  vient 

A=|,     B  =  |; 

—  3  -4-  2  .r  3  5 

<1onc 


3  —  2  .r  4-  Jc'       4  (•'^  —  3)       4  (^  ■*"  '  ) 

identité  dont  il  serait  fticile  de  vérifier  Fexactitude. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d'être  suivie, 
on  voit  qu'elle  peut  s'étendre  au  cas  où  le  dénominateur  de  la 
fraction  rationnelle  serait  d'un  degré  quelconque. 

Après  avoir  résolu  l'équation  que  Ton  forme  en  égalant  à  o  le 
dénominateur,  on  pose 

a  4-  6-r  -+-  7  Jr'  4-  .  . .  Xa/*      __       A  B 


a' 4- 6'a:  4-7'j:'4- .  .  .  4- JP"       x  —  p       x  —  q        x  —  r      "'* 

on  chasse  les  dénominateurs,  puis  on  transpose  tous  les  termes 
dans  un  même  membre,  en  ordonnant  par  rapport  à  x.  Égalant 
À  o  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  on  ob- 
tient ainsi  autant  d'équations ,  toutes  du  premier  degré ,  qu'il  y  a 
de  quantités  A,  B,  C,.  . .  à  déterminer;  d'où  l'on  déduit  alors  les 
valeurs  de  ces  quantités. 

Mais  celte  méthode,  très-simple  pour  le  cas  où  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  proposée  est  du  deuxième  degré  seulement , 
entraîne  dans  des  calculs  assez  compliqués  lorsque  le  degré  est  un 
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peu  considérable.  Toutefois,  les  équations  qui  doivent  servir  à 
déterminer  A ,  B ,  G , . . .  sont  toutes  du  premier  degré. 

La  méthode  qui  va  suivre  est  plus  élégante;  et  elle  a  surtout 
l'avantage  de  donner  les  valeurs  de  A,  B,  G,.*-  chacune  séparément. 

581.  Désignons,  pour  abréger,  par     \  Ma  fraction  à  décom- 

poser ,  et  établissons,  comme  précédemment, 

f{x)  ABC 

H h 


F  (x)        X  —  p         X  —  q        X  —  /• 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs ,  il  vient 

J(.r)  =  A  (j?  —  (/){x  —  /•)...  -h  B  (jr  —  p)  ix  —  /•)...  -h  C(x  —  p)  (x  —  7)  . . .  r 

et  comme  cette  équation  doit  exister,  quel  que  soît  x ,  on  peut  y 
faire  alternativement  x=:/?,x  =  7,.r=r...5  ce  qui  donne 
immédiatement 

A  =  /(/^)  B  =  ^^'^^ 


(P  —  7)(/^  —  r) .  .  .  ^^  __^)(^  —  r) .  .  . 

^  _  Ar) 

Dans  le  cas  particulier  traité  par  la  première  méthode,  on 
trouve  sur-le-champ 

^_  f(p)    _a4-6/?         g_  /(y)   _       «-hCy 
/'  — 7       P  —  'i'  7— Z'  /^  — 7 

582.  Cas  exceptionnel.  —  La  seconde  méthode,  ainsi  que  la 
première,  peut  toujours  être  employée  tant  que  les  racines  de 
F(x)=:o  sont  inégales  (réelles  ou  imaginaires);  mais  l'une  et 
Tautre  sont  en  défaut  toutes  les  fois  que  F  (j:)  =  o  renferme  de» 
racines  égales.  En  effet,  si  Ton  suppose,  par  exemple ,  /?  =  ^,  te»^ 

valeurs  de  A,  B  se  réduisent  à  A  =^S    B  ='(M  . 

00 

Le  cas  des  racines  égales  exige  donc  que  l'on  ait  recours  à  un 

autre  mode  de  décomposition. 

Soit  d'abord  F  \x)  =  (^  —  pf  ; 
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il  est  bien  évident  qu'alors  on  ne  saurait  poser 

/(x)^     A       ^       B       ^       C 
F  (a')       X  —  p       X  —  p       X  — p 

puisque  le  dénominateur  du  second  membre  ne  peut  être  que 
X  —  /? ,  tandis  que  celui  du  premier  membre  est  (x  —  pY\  mais  si 
Ton  établit 

f{x)  ABC  L 

F  [x)       {x  —  pY       (^  —  pY"'       {x  —  /?)•""'       "         ^—P 

cette  égalité  n^offre  rien  que  d'admissible. 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient 

/(x)  =  AH-B{j:— /?)-+-C(j?  — /7)»-f-  .  ..  +L(x— //)'"-•;  (i) 

d'où  ,  en  faisant  x  =  /?,     A  ==  f{p) , 

ou  bien,  A  =  a  -f-  6/?  -f-  7^'  -+-...  -h  V'. 

• 

Passons  à  la  détermination  de  B.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  <le 
remplacer /(x)  et  A  par  leurs  valeurs  dans  Téquation  (1),  puis 
de  transposer  celle  de  A  dans  le  premier  membre;  il  vient  ainsi 

6(x—-  />)  +  7  (x'— />2) -h  .  . .  =B(x— /;)4-C(.r— /?)»-h  .  .  ., 

ou,  supprimant  le  facteur  x  — p  dans  les  deux  membres, 

6  -h  7  (x  4-/;)  -h(î(x^4-/?x  -h/^')  -f- ...  =  B  -h  C  (x  —/»)  -h  ...  (2) 

Faisons,  dans  celte  égalité,  x  =/?  ;  il  en  résulte 

6  -H  2  7/?  -+-  3  ^/?'  H-  . .  .  =8. 

Pour  déterminer  C,  il  suffit  de  retrancher  cette  dernière  égalité 
de  régalité  (2),  et  il  vient 

7  (x  — /?)  -h  <î  (x'  —  p-")  -h  ^p  (x  — /?.  H-  .  .  .  =  c  (x  — y?)  -h  .  .  . , 

ou,  supprimant  le  facteur  x  — /;, 

7  -♦-  ^(x  -H  /?)  -f-  ^/>  -h  .  .  .  =  C  -^  D  (x  —/;)  4-  .  .  . , 
égalité  qui,  par  Thypothèse  x  -=.  p^  se  réduit  à 

7  -t-  3  ^/>  -h  .  .  .  =r  C . 
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Ea  continuant  ainsi,  on  parviendrait  à  déterminer  D,  £, .  .• 
jusqu'à  L  inclusivement. 

585.  Considérons  actuellement  le  cas  général  où  le  dénomi- 
nateur renferme  plusieurs  espèces  de  racines  égales  et  plusieurs 
racines  simples,  en  sorte  que  l'on  ait 

F{x)=:{x — p){x  —  y)  .  .  .  {x  —  /?')*' (J7 —  q'y  .  .  .  , 

/'{x)  étant  toujours  de  la  forme  a  -h  Sx  -f-  ...  -r  yx^- 

Posons  alors 

f(x)_      A  B  A^  B^  V 

F  (x)        X  — p       X  —  q        *  *  *        (x  — p'Y       (x  — p'Y"^        "         ^  —  P' 

"*■  (x  —  q'Y  "^  (x-  ^y-  •+••••  "^  or  -  ^'' 
-h 

d'ojù ,  en  chassant  les  dénominateurs, 

/(x)  =  A(x-^)..,(x-;>r(^-'7r 

4-  B(x  —p)  .  .  .  (x  —p'Y  (x  —  q'Y  .  .  . 


-h  A'  (x  — p)  (x  —  q)  ...[x  —  q'Y  .  .  . 
4-B'(x-y.)(x-7).,.(x-y')«'(x-/.0.. 


4-  A'^(x  -;>)  (a:—  y) .  . .  (x— /)«'  .    . 
4-B"(x  — ^)(x  — î)...(x-/)^(x  — y')... 


Cela  posé  ,  on  déterminera  d'abord  A,  B,  C, . . .    comme  au 
n<*  581 ,  en  faisant  successivement  dans  cette  dernière  égalité , 

X  •—  p  •  X  ■■  ■  »  q  *  *  •  », 

Alg.  B.,  10*  éd.  39 
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ce  qui  donnera 

. Ap) 

{p-i)-(p-pr  [p-i'Y' 


{i-p)-ii-pTii-9r-' 


^ 


après  quoi ,  pour  obtenir  A',  B', . .  . ,  puis  A",  B", .  . . ,  on  pourra 
opérer  comme  au  n°  582. 

384.  Scolie  général.  —  La  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples  suppose,  comme  Ton  ^oit,  que  l'on 
sache  résoudre  complètement  toute  équation  d^in  degré  donné. 
Aussi  cette  question  n'est  d^une  facile  application  que  lorsque  les 
racines  de  Téquation  F  (x)  =  o  sont  commensurables;  car  on  sait 
que  les  racines  incommensurables ,  aussi  bien  que  les  racines  ima- 
ginaires {*)y  peuvent  rarement  ctre  obtenues  sous  leur  véritable 
forme.  Elle  nous  sera  d'ailleurs  utile  dans  le  dixième  et  dernier 
chapitre.  Mais  c'est  surtout  dans  l'une  des  parties  de  l'analyse  infi- 
nitésimale [le  calcul  intégrai)  qu'elle  trouve  sa  véritable  appli- 
cation. 


(*)  La  recherche  des  racines  imaginaires  fera  Pobjet  du  premier  para- 
graphe du  neuvième  chapitre. 


NOTE 
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>—* 


PREMlàftF.    PARTIE- 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  n°  2S0  (*). 

Tout  polynôme  premier  P  (rutionniil  cl  entier)  yui  divise  exactement  le 
produit  AxB  de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers ,  divise  néces" 
sairement  l'un  de  ces  polynômes. 

Ce  théorôme  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions  qui  n^en 
sont  que  des  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  démontrer  successive- 
mont. 

1.  Premier  cas.  —  Soient  P  un  nombre  premier,  A  un  nombre  entier 
quelconque,  B  un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais  dépendant  d^une 
seule  lettre  a ,  c^est-à-dire  toi  que  Ton  ait 

B  =  fla"  -h  ia"  -  '  -H  ca"-»  H-  ...  -H  Ja  -h  I 

(a,  ft,  c,. .  . ,  1,  (  étant  des   nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  né- 
(^atifs). 
Comme  le  produit  A  x  B  devient  alors 

Afl .  a"  -»-  A6  .  a"-  •  -H  Ac.  a"-»  -f- . . .  -f-  Ai .  a  -H  Af , 

et  que  P  divise,  par  hypoibëse,  co  produit,  il  s'ensuit  nécessairement 
(  n°  30)  que  P  doit  diviser  chacun  des  coefficirnts  Aa,  Afc,  Ac,...,  Ai,  kt\ 
donc  il  faut  {Ariih.,  ii^  édit. ,  n»  129)  que  P  divise  A,  ou  qu'il  divise  cha- 
cun des  nombres  a,  6,  c, . . . ,  j,  (,  et ,  par  conséquent,  B. 

D*où  Ton  peut  conclure  que 

Tout  nombre  premier  P ,  <fui  divise  exactement  le  produit  A  X  B  <{e  deux 
quantités  dont  l'une  A  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  Vautre  B  unpoly- 
nome  rationnel  et  entier  dépendant  d'une  seule  lettre  a ,  doit  diviser  A  ou  B. 

2.  DiDxièiCE  CAS.  —  Soient  P  un  nombre  premier,  A  eiB  deux  polynômes 

(*)  Cette   démonstration    rit   dur  «  M.   Î^J'i-lmre  de  Fourcr,   «xiiniinatrnr  d'admÎMion   k 
l'Ecolr  Polytechnique 
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rationnels  et  entiers  dépendant  de  1a  seule  lettre  « ,  c^est-Ji-dire  tête  que 

Ton  ait 

A  =  aa"    -H*«"-*    -Hca»-»-H H-i«-+-l, 

B  =  a'a*'-f-fc'«-'-'H- ^/«-t-l' 

[a^btC,. . ,  ,s,t,a'  ,h\d^,,,fS'  jt*  étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  Pensemble  des  ternies  de  A  ,  dont  les  coefficients  ren- 
ferment le  facteur  P,  et  par  A'  Fenseroble  des  termes  dont  les  coefficients 
ne  sont  pas  divisibles  par  P^  il  en  résulte 

A  =  A'-*-A\  (I) 

Soient  de  raème  B'  et  B*  les  deux  parties  de  B ,  dont  Pu  ne  a   tous  ses 

coefficients  din»ibles,  et  Pautre  ses  coefficients  non  divisibles  par  P;  on  a 

aussi 

B  =  B'-+-B'.  (a) 

Multipliant  Pune  par  Pauire  les  égalités  (i)  et  (2),  on  obtient 

AB  =  A' B' H- A"  B' -h  A' B" -H  A"  B*.  (^) 

(kila  posé,  puisque,  par  hypothèse ,  P  divise  chacun  des  coefficients  de  A' 
et  de  B'y  il  s^'ensnil  que  P  divise  les  trois  premières  parties  du  second  mem- 
bre de  Pégaliié  (3)  \  donc ,  pour  que  P  divise  le  produit  AB,  il  faut  néees- 
fairement  qull  divi»e  la  quatrième  partie  A''  D".  Or  je  dis  que  cette  der- 
nière division  est  impossible  ;  car  désignons  parAa**,  ik'a*^',  les  deux  ternies 
de  A'  et  de  B'^,  affectés  du  plus  haut  exposant  de  a;  comme  leur  produit 
AA^a*"*"*' ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  produits  partiels  qui  entrent 
dans  A"  B'',  il  faut  nécessairement  (  no  50)»  pour  que  P  divise  A'  B",  qu^tl 
divi»e  kk' \  ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  premier  P  ne  divise 
ni  k  ni  k\ 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  Pabsnrdité  est  do  supposer  A'  ou  B"  égal 
à  o;  et  alors  tous  les  termes  de  A  ou  de  B  étant  divisibles  par  P,  il  s^enanit 
<iue  A  ou  B  doit  être  divisible  par  P,  pour  que  A  x  B  soit  lui-même  divi-> 
siblo  par  P.  —  Donc 

Tout  nombre  premier  "P,  qui  divise  exactement  le  produit  Kx.'B  de  deux 
polynômes  rationnels  et  entiers,  fonction  d'une  seule  lettre,  doit  diviser  tout  les 
coefficients  de  l'un  de  ces  polynômes ,  et,  par  eonsétfuent,  ce  polynôme. 

3.  Troisième  cas.  —  Soient  A  un  nombre  entier  quelconque,  B  un  poly- 
nôme rationnel  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  oc,  P  un  polynôme  pre- 
mier, de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,   le  produit  A  x  B  est  divisible  par  P,  on  a  Té- 

galité 

AxB  =  PxQ  (i) 

(Q  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 
Décomposons  le  nombre  A  dans  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

A=/r/\../<-) 
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(  plusieurs  de  ces  facteurs  poavant  être  égaux);  régalilé  (i)  dcvienl 
«roù,  divisant  les  deux  membres  par^^ 

/'.y^../c-).B  =  ?-^. 

Or  le  premier  membre  de  celle-ci  étant  une  quantité  rationnelle  et  enlière, 
il  doit  en  être  de  même  du  second  membre;  mais /est  un  nombre  premier 
qui  ne  peut  diviser  P ,  puisque  F  est  premier  :  donc  ,  en  vertu  du  second  cas, 
/doit  diviser  Q ,  et  Ton  a  Q  =/X  Q'  (Q'  éUnt  une  quantité  entière)  ;  d'où , 
substituant  dans  Tégalité  (a) ,  et  divisant  par/, 

/'./'.../(-).  B  =  PxQ'.  (3) 

Raisonnant  sur  cette  égalité  comme  sur  IVgalilé  (a) ,  on  reconnaîtra  de  môme 
que  Q'=-/'  X,  Q"  {Q"  étant  une  quantité  entière)  ;  d'où,  substituant  dans 
(3)  et  divisant  par/', 

/"  /^.../(-).B  =  PxQ'';  (4) 

et  ainsi  de  suite.  Donc ,  après  avoir  supprimé  successivement  tous  les  fac- 
teurs/,/',/",. .   ,/C"),  on  parviendra  enfin  à  une  égalité  de  la  forme 

B  =  PxQ<-+'), 

QC^-fO  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique;  ce  qui  dé- 
montre que  B  est  divisible  par  P.  —  Ainsi , 

Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d^une  seule  le  lire  a, 
^ui  divise  exactement  le  produit  d'un  nombre  entier  ^uelcon^ue  A,  par  un 
polfnôme  rationnel  et  entier  B  dépendant  de  la  même  lettre  a. ,  doit  diviser  ce 
dernier  polynôme, 

4,  QuATRiiMB  CAS.  —  Soient  A ,  B  deux  polynAroes  rationnels  et  entiers , 
dépendant  d'une  seule  lettre  a,  et  P  un  polynôme  premier  de  même 
nature. 

Supposons  que  A  ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d'ailleurs  que 
A  soit  de  degré  plus  élevé  que  P;  divisons  alors  A  par  P,  en  poussant  la 
division  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  de  degré  moindre  que  P. 
-  Mais  afin  d'obtenir  au  quotient  des  coefficients  entiers,  multiplions  d'abord 
A  par  un  nombre  convenable  m  (ce  nombre  a  généralement  pour  valeur  le 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  coeflicients  fractionnaires 
auxquels  on  serait  conduit  si  Ton  n'effectuait  pas  cette  préparation).  Dési- 
gnons enfin  par  Q  le  quotient  de  la  division ,  et  par  R  le  reste;  nous  aurons 
l'égalité 

m.A  =  PxQ-»-R.  (1) 

<R  doit  être  supposé  dilleront  de  o,  car  autrement  il  s'ensuivrait  que  V  d«vi- 
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serait  m.  A  et  par  conséquent  A,  en  vertu  du  troisième  cas,  ce  qui  serait 

contre  la  supposition  ci-dessus.) 

Gela  posé,  multiplions  par  B ,  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  Té- 

galité  (i);  il  vient 

m.AxB       _       „       BxR 
p =  BxQ-H--p~ 

Or,  P  devant ,  par  hypothèse ,  diviser  A  X  B ,  et  par  conséquent  m .  A  X  B ,  il 
faut  nécessairement  que  P  divise  aussi  B  X  R  ;  et  si  R  est  un  nombre  entier 
quelconque ,  la  proposition  est  démontrée ,  puisque  P,  divisant  B  x  B.  ..doit 
diviser  B ,  en  vertu  du  troisième  cas. 

Mais  supposons  que  R  soit  lui  -n\^me  dépendant  de  a ,  et  divisons  P  parB, 
après  avoir  toutefois  introduit  dans  P  un  facteur  numérique  m'  propre  à 
donner  au  quotient  des  coefficients  entiers;  il  vient  encore 

m'.P  =  RxQ'H-R'.  (2; 

(R'  doit  être  différent  de  o;  car  si  Ton  avait  R'=  o,  il  s^'ensuivrait  que  R 
diviserait  m\P,  et,  par  conséquent,  que  tous  les  facteurs  premiers  al- 
gébriques de  R  diviseraient  P,  ce  qui  est  impossible  puisque  F  est 
premier.  ) 

Multiplions  par  B  et  divisons  par  P  les  deux  membres  de  Tégalité  (2);  il 
vient 

,  ^^      BxRxQ'      BxR' 
m'.B  = p — :^H — , 

égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  B  x  R  par  P  entraîne  celle  de  B  X  R' 
par  P.  Si  R'  est  indépendant  d»  a ,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P, 
divisant  BxR',  doit  diviser  B,  d'^après  le  troisième  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a,  et  continuons  de  diviser  P  par  R',  par 
R",. . .,  et  ainsi  de  suite;  nous  parviendrons  bientôt  à  un  re^tc  R(*>  indé- 
pendant de  ot ,  et  tel  que  B  x  R  C")  sera  divisible  pcr  P.  Donc,  enfin,  B  lui-même 
est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  où  Ton  aurait  P  de  degré  plus  élevé  que  A,  on  diviserait  P 
par  A,  puis  P  par  R,  R',  R',  et  les  raisonnements  seraient  absolument  les 
mêmes.) 

Ainsi  y  —  Lorsqu'un  polynôme  premier  P  (rationnel  et  entier  ,  dépendant 
d'une  seule  lettre  a,  divise  exactement  le  produit  A  X  B  rfe  deux  polynômes  ra- 
tionnels et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  m^me  lettre  a ,  on  peut  en  conclure 
que  P  divise  exactement  A  ou  B. 

^.  11  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition;  car^  en 
supposant  que  les  trois  polynômes  A,  B,  P  puissent  renfermer  les  deux 
lettres  a,  €,  on  aura  quatre  nouveaux  cas  à  considérer,  savoir  : 

1^. . .  P  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépendant  de  la 
seule  lettre  ec  ;  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel 
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et  oiilicr  dépendant  de  la  sculo  lettro  a  j  B  un  polyndmo  rationnel  et  entier 
renfermant  les  deux  lettres  a^  6; 

2^  ..  P  un  nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d^uue 
seule  lettre  a;  A,R  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renformant  les 
deux  lettres  a ,  6  ; 

3<^. . .  A  un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier 
dépendant  d^une  seule  lettre  a;  B,  P  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
lontermant  les  deux  lettres  a ,  € ,  mais  V  un  polynôme  premier; 

4^. . .  Enfin,  A,  B,  P  trois  polynômes  renfermant  le&j  deux  lettres  a,  ô, 
mais  P  un  polynôme  premier. 

Si  Ton  applique  à  chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnements  analogues 
il  ceux  qui  ont  été  établis  aux  n^'  I ,  S,  5 ,  4 ,  on  parviendra  à  cette  nouYelle 
proposition,  que 

Tout  poljnôme  premier  P  (rationnel  et  entier)  drpendant  de  deux  lettres  k^ 
€  ,  tfuî  divise  le  produit  A  xh  de  deux  polynômes  renfermant  les  deux  mentes 
lettres,  divise  nécessaitemcnt  l'un  des  polynômes, 

La  propM>sition  étant  reconnue  vraie  pour  le  cas  de  deux  lettres ,  oa  peoi 
iMisuite  rétendre  au  cas  de  trois,  quatre,  lettres,  etc. }  donc  elle  est  vraie 
généralement. 

6.  On  en  déduit  immédiatement  : 

I**.  Que  Tout  polynôme  premier  B  qui  divise  A",  doit  diviser  A,  puisque  Von  a 
A*  =  A  X  A.  —   Do  même ,  P  ne  peut  diviser  A",  A*, . . . ,  A"»,  sans  diviser  A  ; 

'i^.  Que  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A  vt  B  sont  premiers  entre 
eux ,  il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  A™  et  B" 

Car  tout  facteur  premier  commun  à  A*"  et  B"  devrait  aussi  diviser  A 
<*t  B,  ce  qui  serait  contre  rhypolhèse. 

3°.  Que  Tout  polynôme  rationnel  et  entier  ne  peut  être  décomposé  en  Jac- 
leurs  premiers  (rationnels  et  entiers)  qnc  d'une  seule  manière;  proposition 
analogue  à  celle  qui  a  été  établie  {Arithmétique,  21^  édition,  n^  152)  pour 
un  nombre  entier. 

7.  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui 
ronsiituenl  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes 
rationnels  et  entiers ,  on  peut  remarquer  qu^elles  ne  supposent  que  les  quatre 
premières  opérations  de  PAIgèbre.  Ainsi,  nous  aurions  pu,  à  la  rigueur, 
placer  cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût  semblé 
plus  naturel  ;  maie  les  raisonnements  étant  dHine  nature  un  peu  abstraite 
pour  les  coiiimençants,  il  nous  a  paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre 
où  Ton  en  fait  un  plus  fréquent  usage. 
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SECONDE   PARTIE. 

Sur  la  décomposition  (Tun  polynôme  rationnel  et  entier  en  ses 

facteurs  premiers. 

Clairaut  est  le  premier  auteur  qui,  dans  ses  Éléments  d'Algèbre,  ait  traité 
cette  question.  Sa  méthode,  peu  commode  dans  la  pratique,  manquant 
d^ailleurs  de  généralité,  nous  allons  en  exposer  une  autre  qui ,  outre  ravati- 
tage  de  pouvoir  s^'appliquer  à  toute  espèce  de  polynômes  rationnels  et  en- 
tiers, présente  encore  celui  de  se  lier  immédiatement  à  la  méthode  des 
racines  commensurables  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons  avant  tout  un  nouveau  principe  sur  lequel  nous 
auron»  à  nous  appuyer. 

8.  Ainsi  qu^on  Ta  vu  au  n®  237,  toutes  les  fois  qu^une  /onction  entière  x 
peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  x  :=  a,  le  btn6ne  (x  —  a) 
est  un  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit  maintenant  X  un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 

Ax»-*-  Bjr'"-«-+-Ca'»-"-h...-+-Maf-|-  N, 
A,  B,C,...,   M,  N  étant  des  quantités  entières ,  numériques  ou  algé- 
briques. Admettons  qu^une  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire,  '=  x 

(qn^on  peut  toujours  supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété   de 
rendre  nul  le  polynôme  X  :  je  dis  que  ce  poljrnAme  est  aussi  exactement 
divisible  par  (&r —  a),  le  mot  divisible  étant  pris   ici  dans  le  sens  de   la 
division  algébrique   ordinaire  (n<*  230). 
En  eflfet,  il  résulte  d^abord  de  ce  qui  a  été  dit  au  n^  !I38,  que  le  quotient 

de  la  division  de  X  par  Ix —  -  j  est  exact,  et  égal  à 

A*"-  -4-  ^A.  I  -h  B^  X— »-h  ^A.  ^  -h  B .  I -*-  c)  or— »  -H  . . . 

■+- (  A .  1^  H- B .  1^ -H  . . .  ^- M  )  î 
en  sorte  que,  si  Ton  appelle  Q  ce  quotient,  on  a 

Q  étant  un  polynôme  do  forme  fractionnaire,  mais  dont  tous  les  dénomi- 
nateurs sont  facteurs  de  C"*". 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  Fégalité  (i)  par  6"*;  il  vient 
X  .  6"  =  (6r  —  «) .  Q  .  6"»-'  ;  et  il  est  évident  que  Q  .  g"»-'  peut  être  consi- 
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X.  6"» 
derc  comme  un  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  valeur  r — ■ • 

6jf  —  oc 

Mais  6x  —  a  est  un  polynôme  premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  €" , 
puisque  ce  fadeur  est  indépendant  de  x ;  donc  (note^  n<>  5)  X  lui-même  ost 
divisible  par  &r  —  a  ;  et  Ton  a 

X  =  (6x-«)Q',  (2) 

Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier.  C.  Q.  F.  D. 

JV.  B.  —  Comme  régalité  (i)  revient  à  X  =  (6x  —  oc)  ^,  on  obtient,  en 
la  comparant  avec  Végalité  (0), 

2  =  Q',        d'où       Q=Q'.6, 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  supposé  de  forme  fractionnaire,  se 
rédoit  lui-même  à  un  polynôme  entier,  et  tel  que  6  est  facteur  commun  à 
tous  ses  coefficients. 

C'est  sur  ce  principe  que  s'appuie  la  détermination  des  facteurs  du  pre- 
mier degré  de  la  forme  (mx  •+■  n)  pour  les  équations  numériques.  {Vqyes  les 
exercices  donnés  n^  325.) 

9.  Passons  actuellement  à  la  recherche  des  facteurs  premiers  d^ua  po1y« 
nôme  rationnel  et  entier. 
Considérons,  en  premier  lieu,  un  polynôme  de  la  forme 

a*»  -+-  Pa«-»  -+-  Qa»-'  -*-..•-+- Ta -t-U,  (1) 

P,  Q,.., ,  T,  U  désignant  des  quantités  algébriques  entières. 
II  est  facile  de  démontrer,  comme  on  Ta  fait  au  u^  518,  qu'aucune 

expression  rationnelle  fractionnaire  -  (qu'on  peut  toujours  supposer  irré' 

6 

ductiblé),  substituée  à  la  place  de  a,  ne  peut  rendre  nul  le  polynôme 

proposé. 

Supposons ,  en  effet,  qu'on  puisse  avoir 

g--+-Për-7-^-0"= — -H-...-+-  1  7-t-  U  =0} 

»i  Ton  multiplie  par  6"*-' ,  et  qu'on  transpose  tous  les  termes,  à  Texception 
(lu  premier,  il  vient 

y  =  —  Pa»-«  —  Qa«-»6  —  ...  —  TaS"-"  —  Uê"^', 

(*(!aiilé  évidemment  absurde;  car  le   second   membre  ost  on   polynôme 
rationnel  et  entier,  tandis  que  ic  premier  est  essentiellement  fractionnaire 
(note,  no  6), 
Soit,  en  second  lieu,  un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Afl"» -h  Ba"»-'  -+-...  H- Mfl-h  N. 


6l8  NOTE   SUR    LES    POLYNOMES    RATIONNELS    KT    ENTIERS. 

a' 
Egalons  ce  polynôme  à  o,  el  posons  (n^  965)  a  :=  —;  on  trouve,  après  la 

disporition  des  dénominateurs, 

«'«•-^B.a'»»— -h  C.  A.a'"«-»-+-D.A*.«'— »H-  ...h-N.  A»-'  =o, 

équation  dont  lo  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynôme  (i), 
et  qui,  si  clic  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  a\  ne  peut  en  admettre 
que  d^entières. 

Désignons  par  p,  p\  /y",...  les  différentes  racines  entières  de  cette 
équation;  les  racines  correspondantes  de  Téquation 

Afl™  -H  Ba*"'  -+-  . . .  -h  fl  H-  N  =.  o 
fieront  --,  ~,  ^,.  ...  Or,  parmi  celles-ci,  les  unes  peuvent  être  entières 

a.        A         A. 

et  représentées  par  en,  a',...,  les  autres  fractionnaires  et  exprimées  par 

-,  — , . . .  (6  et  •/ ,  6'  et  y' , . , .  étant  premiers  entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  premier  degré  par 
rapport  à  a,  du  polynôme  proposé,  seront 

a  —  a ,     a  —  a' , . . . ,     et    ya  —  6 ,     y' a  —  6' , . . .  . 

Par  ce  moyen,  lu  recherche  des  diviseurs  entiers  du  premier  degré,  par 
rapport  à  Pune  des  lettres  qui  entrent  dans  un  polynôme  donné,  se  trouve 
ramenée  \\  lo  recherche  des  facteurs  de  la  forme  a  —  K,  K  étant  une  quan- 
tité entière,  positive  ou  négative,  numérique  ou  algébrique.  Et  pour  obte- 
nir ces  facteurs,  il  audit  de  savoir  résoudre  en  quantités  entières  une  équa- 
tion de  la  forme 

a«  H-  Pflw-'  -H  Q«"-»  4-  ...  H- Ta  -h  U  =2  O, 

P,  Q,   .  . ,  T,  U  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

La  méthode  établie  précédemment  (  n^  520)  pour  résoudre  en  nombres 
entiers  une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en  tous 
points  à  la  question  dont  nous  nous  occupons  ici.  Il  sulTit  donc  de  se  re- 
porter à  ce  numéro  pour  se  former  une  idée  de  la  marche  quUl  faut  suivre 
n  Pégard  d\in  polynôme  rationnel  et  entier,  quelque  complique  qu'il  soii. 
Nous  nous  bornerons  à  quelques  remarques  générales. 

10'  Première  remarque.  —  L'application  de  la  méthode  supposant  que  le 
dernier  terme  du  polynôme  onioniié  est  décomposé  en  ses  facteurs  pro- 
n)iers,  il  semble,  au  premier  abord,  que  nous  fassions  une  pétition  de 
principe',  mais  observons:  i^  que  ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  lo 
polynôme  proposé;  i^  que,  dans  tous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  dr 
moins  que  ce  polynôme. 

Ainsi  d'^abord,  quand  le  polynôme  ne  renferm«*  qu'une  seule  lettre,  le 
dernier  terme  est  ntimérii|ue  ;  or  ou  sait  déjà  trouver  tous  les  diviseur» 
d'un  nombre. 
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Si  le  polynôme  renferme  deux  lelires,  et  qu^on  l'ordonne  par  rapport  à 
Pune  d'elles,  le  dernier  terme  u^est  plus  fonction  que  d'une  seule  lettre;  et 
Ton  est  censé  savoir  déterminer  tous  les  diviseurs  entiers  d'un  polynôme 
d'une  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n'en  renferme  que 
deux  ;  et  ainsi  de  suite. 

11.  Seconde  remarque,  —  Lorsque,  dans  le  polynôme  proposé,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  de 
l'unité,  comme  il  faut  avoir  recours  à  la  transformation  du  n^  261$  pour 
rendre  ce  coefficient  égal  à  i,  et  que  cette  opération  donne  lieu,  en  général, 
à  de  nouveaux  coefficients  très- compliqués,  il  convient  d'appliquer  d'abord 
la  méthode  au  polynôme  lui-même,  de  la  manière  indiquée  au  n^  524.  Par 
ce  moyen,  on  obtient  tous  les  facteurs  premiers  de  la  forme  (a  —  a),  après 
quoi  l'on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs; 
et  la  question  se  réduit  à  déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  {ya —  €), 
du  polynôme-quotient. 

12.  Troisième  remarque,  —  Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore 
de  s'assurer  si  les  coeflicienls  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale 
n'auraient  pas  un  commun  diviseur  (n^  S47),  parce  que,  s'il  en  existait 
un,  on  le  supprimerait,  et  l'on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant 
de  cette  suppression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  décomposable  ; 
et  ses  facteurs  premiers  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre 
principale. 

15.  Quatrième  ei  dernière  remarque . —  Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  comme  facteurs  des  monômes  littéraux,  tels  que  fc,2>',...,  c,  c',..., 
il  est  plus  simple  do  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le 
signe  H-,  puis  avec  le  signe  —  ,  dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat  de 
cette  substitution  est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le 
polynôme  sont  reconnues  racines.  C'est  la  même  règle  que  pour+  1  et —  1 
par  rapport  aux  équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


PREMIER   EXEMPLE. 

14.  2  fl*-i-  a*h-^a^  &'H-  ah^—  b*. 

Egalons  ce  polynôme  à  o,  après  l'avoir  ordonné  ;  il  vient 

2a*-\-  irt'H-fc*«'4-  b^a  --  b*=o.  (i; 

Conformément  à  la  remarque  du  n»  Il ,  cherchons  d'abord  les  diviseur*' 
tels  que  a  —  a. 
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Or  les  diviseurs  de  b*  étant  6,  fr*,  6',  b* ,  il  faudrait  essayer  ces  dinseurs 
tant  avec  lo  signe  +qu^avec  le  signe  — ,  et  pour  cela,  les  substituer  au 
lieu  de  a  dans  Tëquation  (i)  ;  mais  eomme  le  polynôme  proposé  est  homo- 
gène (Algèbre^  n^  11),  il  est  évident  que  b*,  substitué  à  la  place  de  a,  don- 
nerait pour  ^a*  un  ternie  de  plus  bant  degré  que  tous  les  autres ,  et  qui,  par 
conséquent,  ne  pourrait  être  détruit.  Même  raisonnement  par  rapport  à  &' 
et  h*.  Ainsi ,  Ton  no  doit  e>sayer  que  les  diviseurs  +  &  et  —  b. 

Or  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution, 

2  i«  ->  fc*  ^_  i*  —  fc*  —  &*  =  o  ; 

donc  —  &  est  racine  de  Péquation ,  et,  par  conséquent,  a  —  { —  b)  ou  (a -f- b) 
est  diviseur  du  polynôme  proposé. 
Divisant  ce  polynôme  par  a  -h  6  >  et  égalant  le  quotient  à  o,  on  trouve 

afl'  — fca»-+-a6"fl  — fc'=  o.  i'à) 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de  a',  en  posant 

c 
d  =  -,  puis  opérer  sur  Féqnation  résultante  comme  sur  la  proposée;  mais 

si  Ton  rapproche  le  premier  et  le  troisième  termes  de  Téquation  ^s),  puis  le 
deuiième  et  le  quatrième,  on  reconnaît  qu^elle  revient  à 

2a{a«-H&»)—  A(a«-*-6«)  =  o,      ou      (aa  —  6)  {a«-t- &•)  =  o. 
Donc,  enfin,  le  polynôme  proposé  est  égal  à 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du  second  degré. 

1^.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  polynôme  est  homo- 
gène et  composé  de  deux  lettres  seulement,  on  peut  ramener  la  résolution 
de  Téquation  à  celle  dVne  équation  numérique. 

Soit,  en  effet,  Péquation  générale 

Aa"  -h  B6fl«"~'  ■+-  Cb*  a«»-"  -+-,..-»-  M*"»-*  a  H-  N*»  =  O, 
A  ,  B ,  C, . . . ,  M ,  M  étant  des  nombres  entiers. 
Si  Ton  pose  r  =  'i    d^où    a  =  &x,  il  vient 

A&"x*  -H  B**"*»-'  -h  06» a»"-*  -h  . . .  -+-  M6"  x  ■+-  Nfr*  =  o, 

ou  supprimant,  pour  le  moment,  le  facteur  Ir*", 

Ax"  -h  Bx«-'  -+-  Cr«-«  -+-  . , .  -H  Mar  -h  N  =  o, 

équation  numérique  qu^'il  ne  s^'agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  com- 
mensurables.  Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  la  relation  a  =  (x,  donne- 
ront les  valeurs  correspondantes  de  a,  et,  par  suite,  les  diviseurs  de  la 
forme  a  —  «  ,  ou  y  a  —  €. 
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Ainsi ,  aoii  posé  dans  Téquation  (i)  du  n^  14 ,    a  =  &x ,    il  rieiU 

6*  (ax*  -+-  JT*  -*-*•  H-  X  —  0  =  o.  (3) 

Le  facleur  entre  parenthèses  étant  égalé  à  o  et  soumis  k  la  méthode  dee 
racines  commensurables ,  on  trouve  les  deux  facteurs  ('  +  >)>  (a «-**  i)r 
et,  par  suite,  le  facteur  (x'  +  1);  d^où,  substituant  dans  Téquation  (3)  et 
remplaçant  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  a^  bx , 

(a  ^  h)  (aa  —  b)  (a«-t-  &•)  =  o. 


OiOllBMB  aXEMPLE. 


Le  dernier  terme,  —  &'  c  -4-  &"  c',  revient  &  b*c{ —  6  -+-  c)  ;  ce  qui  donne 
pour  les  diviseurs  simples , 

b,     c,     — 4-t-c,     b  —  c,     — c,     — b. 

On  ne  doit  d^ailleurs  essayer  que  ces  diviseurs,  puisque  le  polynôme  est 
homogène;  car  b*  ou  bc,  par  exemple,  mis  à  la  place  de  a  dans  Téquation, 
donnerait  b*  ou  b*c*,  quantité  d^un  degré  supérieur  à  toutes  les  autres,  et 
qui,  par  conséquent ,  ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  â  =  (,  —  b,  c,  —  c,  on  reconnaît  que  b  seul 
rérifle  réquation.  Ainsi  déjà  (a  —  b)  est  un  des  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à  appliquer  la  méthode  do  n^  590  aux  doux  facteurs 


-+-  A —  c. 


b      — 


-h     b*c 

— 

b*c 

-+-*•" 

bc* 

-+- 

y 

— 

a6«c  ~ 

6c« 

-    *«   — 

bc 

M 

-  1b'  -+- 

ibe 

>l 

-h  lb 

V 

-^     fc     - 

c 

» 

—  I. 

u 

Considérons  d^abord  le  facteur  (—  ^  +  c).  Après  avoir  divisé  le  dernier 
terme  par  ce  facleur,  ce  qui  donne  -hb*c  pour  quotient,  on  ajoute  à  ce  quo- 
tient le  coefficient  de* a*,  et  Ton  obtient  pour  somme,  b'  —  bc*. 

Divisant  &'  —  bc*  par  —  i  -+- c ,  on  a  pour  nouveau  quotient,  — -  &'  —  Ac , 
qui ,  ajouté  au  coelBcient  de  a*,  donne  pour  somme, 

—  26*-+-  a&c. 

Divisant  — 2  6' H- a  6c  par  — fc-i-c,  on  obtient  H- a  &,  quotient  qui,  ajouté 


622  NOTE    SUR    LES    POLYNOMES    RATIONNELS    ET    ENTIERS. 

au  coeflicicntde  a',  donne  pour  somme, 

-hit  —  c. 

Uivisant  enOn  -j-b  —  c  par  —  6  +  c,  on  trouve  pour  quotient,  —  i .  Donc 
—  6  +c  est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (6  —  c),  on  obtient  pour  la 
première  somme,  b*—  2b*c  —  6c*,  quantité  qui  o^est  pas  divisible  par  b  —  c. 
Ainsi  b  —  c  doit  être  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseurs  entiers,  et  du  premier  degré,  du 
polynôme  proposa,  sont  {a  —  6)  et  (a  H-  &  —  c).  Divisant  ce  polynôme  par 
le  produit  [a—b)  (a-h*  — c)  on  a' —  flc  —  fc'n-ftc,  on  a  pour  quotient, 
a*  —  fcrt  -f-  bc» 

Ainsi  le  polynôme  proposé  revient  à 

(a  —  b)    (a  -t-  i  —  c)   {a*  —  &a  -h  bc). 


47. 


TROISIÈME  BKBMPLB. 

I         -h6M-46'c  — a6V=o.  }      ^'^ 


Le  dernier  terme  revient  à  2&'  (3*'  —  aAc  —  c*)  :  or  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  Thypoibèso  fr  =  c  rend  nal  lu  facteur  entre  parcolhèsos;  donc  ce 
dernier  terme  est  divisible  par  b  —  c,  et  Ton  trouve 

66*  -  4  6'  c  -  2b*  c*  =  -ift»  (fr  -  c)  (36  -+-c;. 

£n  appliquant  la  méthode  à  chacun  dc>  diviseurs  simples 

b,b  ^  c,  36h-c,  —  36  — c,  — 6-^-c,  —6, 
ou 

afc,  2(6  -  c),  a(36 -^  c),- 2(36 -+-c),- 2(6  — c),  -26, 

on  reconnaît  que  (b  —  c)  seul  satisfaite  touteâ  les  conditions.  Ainsi  Tou  a 

a  =  6  —  c ,  d'où  a  —  6  -h  c  =  o. 
Divisant  le  polynôme  propose  par  a— 6-i-c,  on  obtient  pour  quotient 
2a»  -h  (36  -+-  c)  fl«  —  46*  fl  —  66»  —  26*  c.  (2> 

_f 

Posons,  dans  ce  nouveau  polynôme,     a  =  ~- 

2 

il  vient 

a"  -f.  (3  6  -+-  c)  a'*  -  86«  fl'  -  24  6»  ~  86»  c.  (i) 
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Or  le  dernier  terme  revient  à 

00  qui  donne  pour  les  difiseurs  siniplesy  abstraction  faite  du  facteur  8, 

h,     3iH-c,     A,     -3&-C. 

L'^appUcatiou  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  3&  +  c,  —  Zb  —  e  fait 
reconnaître  que  —  (3  *  H- c)  est  racine  de  Téquation  (3),  et  par  conséquent 

(3A -+-<?) 
quea= est  racine  de  Tëquation  (a).  Donc  (aa-f-36-hc)  est 

diviseur  du  premier  membre  de  cette  équation  (n^  8). 
En  effectuant  la  division,  on  obtient  pour  quotient, 

Donc  enfin,  le  polynôme  propose  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a  — 6-i-c)  (aaH-3&4-c)  (a*— ai»), 

18.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  facteur» 
du  premier  degré  d'un  polynôme  rationnel  et  entier.  Quant  aux  diviseurs  du 
second  degré  ou  de  degré  supérieur,  il  faudrait  employer  une  méthode  ana- 
logue à  celle  qui  a  été  établie  au  n»  523. 

Au  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que 
quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes  n^y  sont  élevées 
qu'à  la  seconde  puissance {  et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  facteurs 
ne  dépend  que  de  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l'exemple  traité  n»  16,  et  observons  que  la  lettre  c  n^entrc 
qu'à  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  TordoLnant  par  rapport  à  celte  lettre,  on  obtient 

(&*  — a&)c*--(*'-»-ai«  — 3a»6-Ha")c-H.i&«  —  «»  &"•  —  a»  ô -h  fl*  =  o; 

et  il  suffirait  de  résoudre  celle  équation  par  rapport  à  c,  puis  d'effecluer 
toutes  les  opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais, 
avant  tout,  il  convient  de  s'assurer  s'il  n'existerait  pas  un  diviseur  commun 
à  tous  les  coefficients. 

Or  le  coefficient  &•  —  ab  revient  à  A  (&  —  a),  et  il  est  aisé  de  reconnaître 
que  l'hypothèse  fc  —  fl  =  o,  ou&  =  /i,  anéantit  les  deux  autres  coefficients  i 
donc  (fc  — a)  est  diviseur  commun.  En  supprimant  ce  facteur  dans  le  poly- 
nôme, on  trouve  pour  quotient,    • 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

''  -      Tb —  -  V       w —  "^  ""T —  ' 
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OU,  réduisant  soub  le  radical  au  dénominateur  4  &'f  développant  les  ealenls. 
et  extrayant  la  racine  carrée, 

c  = 1 > ^• 

Donc,  lO...         c=  r =  6  4- a;      d'où    c— 6  — a=o; 

Hab  —  lÀa*       ah — a*        ...        ,  ,  , 

qo.  ..         c= ; = — ; :     dou     c6— aoH-a'=o. 

Ainsi,  les  dÎTlseursdu  polynôme  proposé  sont 

h  —  a,     c  —  h  —  a,     eh  —  â&-t-a*, 
ou  a  —  fc ,     a  -k-  h  —  c ,     a*  —  afr  -h  &c , 

comme  on  Pavait  déjà  reconnu  au  n°  16. 

Le  troisième  exemple  (n<>  17)  peut  être  traité  de  la  même  manière  j  car 
la  lettre  c  n''entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde  puissance. 
On  serait  conduit  à  supprimer  d'abord  le  facteur  (a*— 2&*},  commun  à 
tous  les  coefficients. 

19.  Kous  terminerons  par  un  exemple  assez  remarquable  qu'on  rencontre 
dans  la  Géométrie  analytique. 
Soit  l'équation 

(^«  -H  *»  —  cxy  —  (a«  -  c*).r'  -  a'  (x  -  cf  =  O. 

Gomme,  après  le  développement  du  premier  membre,  les  deux  lettres  a 
et  c  n'y  entrent  qu'à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifférem- 
ment par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettre  c;  il  vient 

(y-4_i«—  ii«)c*  — a*  (r '-♦-**—  «•)c-H^-h(ax«—  «•)7«-+-x*—  a«x«=  o, 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  c.  Mais  vérifions  auparavant 
Bij^'  +  x*—  a*,  qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficients,  ne 
diviserait  pas  également  le  coefficient  de  c**.  Or,  en  essayant  la  division,  on 
trouve  pour  quotient  exact,  .r* -t-  x*. 
Donc  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(j* -4-  x*  —  a')  (c*  —  2fX  -h  ^* -h  X*)  =  o, 

OU  bien ,  {y^  i-  x*  —  a»)  \jr^  h-  (ar  —  c,']  =  o  ; 

c'est-À»dire  que  le  premier  membre  est  déeomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteur-  rationnels  du  second  degré,  que  l'on  doit  d'ailleurs  regarder 
comme  des  facteurs  premiers. 

Si  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à  la  lettre  x,  on  ne  pourrait 
appliquer  la    méthode  du   n^  9»    puisqu'elle   ne  donne   que   les  facteurs 
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rationnais  du  premier  degré,  et  que,  par  le  fait,  le  poIyuAme  n^cst  déeom- 
posable  qu'en  des  facteurs  premiers  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant 
par  rapport  à^,  on  obtiendrait  une  équation  du  quatrième  degré,  réso- 
luble à  la  manière  de  celles  du  second. 

/V.  jB.  —  On  arrive  à  Téquation  que  nous  venons  de  traiter,  en  recherchant 
le  LIEU  GBOMÉTBIQDB  dcs  picds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d'une 
ellipse  sur  la  tangente  considérée  dans  toutes  ses  positions. 

90.  Enfin,  la  décomposition  d\in  polynôme  en  facteurs  rationnels  peut 
être  fort  utile  dans  Télimination  ;  car  on  a  vu  (  n^  56tf  )  que,  quand  on  est 
parvenu  à  décomposer  les  premiers  membres  des  deux  équations  en  leurs 
facteurs  simples,  la  détermination  des  systèmes  de  valeurs  propres  à  Téri- 
fier  ces  équations  se  réduit  à  celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  com- 
binaisons deux  à  deux  de  ces  facteurs  égalés  à  téro* 


Jlg.  B.,  xo'  éd,  4» 
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CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations, 


Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  moins 
indispensables ,  à  la  vérité ,  que  les  théories  exposées  dans  les  cha- 
pitres précédents  ;  mais  elles  doivent  néanmoins  servir  à  compléter 
Fenseroble  des  principes  de  l'Analyse  algébrique.  Le  neuvième 
peut  être  regardé  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équa- 
tions ,  et  le  dernier  comme  le  complément  de  la  théorie  des  suites. 

§  P^  —  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

58tf.  Observations  préliminaires.  —  Nous  avons  donné,  dans 
le  huitième  chapitre ,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racines 
réelles,  commensurables  ou  incommensurables,  d'une  équation 
numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche 
des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord ,  cette  recherche  peut 
paraître  superflue;  car  ces  racines,  étant  des  symboles  purement 
algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  question  dont  Téquation  est 
la  traduction  algébrique.  Cependant,  comme  nous  Tavons  déjà 
dit,  remploi  de  ces  expressions  dans  la  haute  analyse  est  d'un 
usage  très- fréquent,  et  conduit  quelquefois  à  des  résultats  d'une 
grande  importance  :  c'est  pourquoi  nous  tâcherons  de  donner 
une  idée  du  travail  des  plus  célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  équation  a  des  racines 
réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires,  on  ne  peut, 
comme  pour  les  racines  commensurables ,  la  débarrasser  d*abord 
de  ses  racines  incommensurables;  car  les  méthodes  ne  donnent 
celles-ci  que  par  approximation  ;  et  si  l'on  divisait  Téquation  par 
les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on  obtiendrait  pour 
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quotient  un  polynôme  dont  les  coefficients  ne  seraient  que  des 
nombres  approchés.  Le  calcul  des  racines  de  Téquation  résultante 
n'offrirait  donc  plus  alors  aucune  certitude. 

Ainsi  y  nous  supposerons ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  que  les 
équations  proposées  renferment  à  la  fois ,  et  des  racines  incom- 
mensurables, et  des  racines  imaginaires ,  à  moins  que  toutes  leurs 
racines  ne  soient  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  515)  qu'une  équation  dont  les 
coefficients  sont  réels  ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu'en 
nombre  pair.  Or  les  analystes  sont  parvenus  à  un  résultat  plus 
positif  encore ,  qui  consiste  en  ce  que  :  Les  racines  imaginaires  de 
toute  équation  à  coefficients  réels  sont  toutes  de  Informe  de  celles 

du  second  degré ,  c'est-à-dire  de  la  forme  aib^/ —  i,  a  et  h 
désignant  des  quantités  réelles,  commensurables  ou  incommensU' 
râbles;  proposition  déjà  vérifiée  pour  les  équations  à  deux  termes. 

586.  Avant  de  passer  à  la  démonstration  du  cas  général ,  nous 
ferons^  voir  que  :  Si  une  équation  dont  les  coefficients  sont  réels  a 
une  racine  de  la  forme  a  -h  b  ^ —  i ,  elle  en  a  nécessairement  une 

autre  de  la  forme  a  —  b  y —  i ,  a  t7  b  étant  les  mêmes  dans  ces 
deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme ,  considérons  l'équation 

x^  -f-  P-c"""'  -+-  Qx^-'  -h  . . .  +Tx  -h  U  =  o , 

P,  Q ,  .  .  .  ,  T,  U  étant  des  quantités  réelles  quelconques ,  et 
supposons  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression 

telle  que  a  -\-  b  ^ —  i  ;  on  aura  l'égalité  vérifiée 

(«+^  y/zrrr+Pvrt-f-^  \/^^r~V . . . -+-T(a-i-ô  v'ii7)-hu==:o. 

Développant  les  calculs  et  se  rappelant  que  les  diverses  puissances 
de  ^ —  I  sont  alternativement  (  n"  i70)  ' 

v/^f  —  ',  — v^—  ',  -f-  »  1  yT^y  —  I,  — >/^^,  +  I  j  ..., 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes, savoir:  une  partie  réelle,  provenant  de  toutes  \eipuis~ 

4o. 


snnces  de  dcgtv  pair  cl<»  6  y  —  i  ,  combiiHH.'s  avec  les  puissaiires 
/y"»,  /7*~%  rt"-*,  . .  de  /?,  et  les  coefficients  P,  Q,  R, . . .  ;  puis 
une  partie  imaginaire  provenant  de  toutes  les  pnissances  de  degré 

impair  de  b  \J —  i ,  combinées  avec  les  puissances  /i*-',  ûr"^-% .... 
de  /ï ,  et  les  coefficients  P,  Q,  R , .  . . . 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M  et  N  ^ —  i ,  Tégalité  ri- 
dessus  se  réduira  à  M  -+■  N  y —  1  =  0,  équation  qui  ne  peut  évi- 
<iemment  S4ibsister  qu'autant  que  Ton  a  séparément 

M  =  o,     et     N  =r  o. 

Actuellement,  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
au  lieu  Ac  a  -}-  h  ^  —  \  y  on  substitue  a  —  h  sj —  i  ,  ce  qni 
donne 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  ce  développement  ne  différera 
du  précédent  qu'en  ce  que  tous  les  termes  affectés  des  puissances 

impaires  de  ^  y^ —  1  auront  changé  de  signe,  car  ( — b  ^ —  i )'* 
est  égal  à  (h-  ù  y  —  i)'«  :  mais  (—  b  y^^)"»-^'  est  égal  ;\ 
—  ^^  y^ —  1  jsn-^i  (n®  IÔ9);  donc  ce  résultat  sera  nécessairement 
^  —  H  y/.^  I ,  M  et  N  désignant  ici  les  mêmes  quantités  que 
dans  le  résultat  du  premier  développement.  Or  on  a  vu  tout  à 
riieure  que  Ton  doit  avoir  séparément  M  =  o  et  N  =  o  ;  ainsi , 
l'égalité  M  —  N  y^ — 1  =  o  est  elle-mcme  satisfaite;  par  consé- 
quent ,  f  /  a  H-  b  ^ — 1  est  une  m  ci  ne  ffe  la  proposée,  a  —  b  y  —  1 
est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  sur  la 
forme  des  racines  imaginaires. 

587.  Cette  proposition  est  évidemment  «ne  conséquence  du 
théorème  dont  voici  renoncé,  théorèuie  que  Ton  peut  regarder 
comme  un  des  plus  beaux  de  l'analyse,  et  que  Ton  doit  à  rillusire* 

Laplace  : 

Toute  équation  dt  degré  pair,  dont  les  coefficients  sont  réels. 
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est  décomposa ble  en  /acteurs  revis  du  second  /iegré,  c'est-à-dire 
en  facteurs  de  la  forme  j:»  -h//ar  -f-  7,  x'  -hp'x  +  7',  .  .  .  , 
dans  lesquels  p,  7,  />'♦  7'» .  •  •  désignent  des  quantités  réelles 
quelconques;  car  ceci  étant  admis»  les  facteurs  x"^ -^ px -^  f/ , 
x'  -^p'x  -f-  7',  . .  .  ,  égalés  à  o ,  donnent  lieu  à  des  racines 
qui  i  si  eHes  sont  imaginaires ,  ne  peuvent  être  que  de  la  forme 

a'ft.h  ^ —  I  ;  et  réciproquement. 

T«ichons  donc  de  démontrer  ce  dernier  tliéorème. 

Soit  une  équation  X  =  o  de  degré  pair  m ,  à  cocfTicients  réels. 
Appelons  a,  b,  e^ , .  .  ses  différentes  racines;  les  facteui*s  du 
second  degré  correspondants  seront 

x"  —  (a-^  b)x'^aby  x^ —  {a 'hc)x-{'aCy  x^  —  (b-^c)x-\-  bc.,,. 

Cela  posé ,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  Vnn  tic  ces  facteurs , 
au  moins ,  a  ses  coefficients  réels, 

£n  effet,  supposons,  en  premier  lieu ,  que  m  soit  une  seule  fois 
divisible  par  2,  c*est-à-dire  que  Ton  ait  m  =  2ny  n  étant  un 
nombre  impair. 

On  peut  toujours  (n^  1200)  former  une  équation  en  z,  dont 
les  racines  soient  des  combinaisons  de  la  forme  a  +  ^  -h  kab, 
a  -\-  c  -^  kacy  ^  -f-  c  -f-  kbcy . .  . ,  X  étant  un  nombre  entier 
tout  à  fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée,  et  dé- 
signons-la par  Z  =  o  ;  son  degré  es!  égal  au  nombre  des 
combinaisons,  deux  à  deux,  des  racines  rz,  ^,  r,". .  .  ,  c*est-à«dirt' 

à  m  . ou  n{m  —  i);  or  //  est,  par  hypothèse,  impair,  et 

il  en  est  de  même  de  [m  —  i);  donc  l'équation  Z  =  o  est  de 
degré  impair:  ainsi  (n°  5lS),  cette  équation  a  au  moins  une  racine 
œeiiCf  et  cette  racine  est  la  valeur  de  Tune  des  combinaisons 
^  -f-  ^  -H  kab ,  a  -\-  c  -i-  kac , .  • .  . 

Maintenant,  attribuons  à  k  une  seconde,  une  troisième,.  .  . 
valeur;  nous  formerons  ainsiautant  d'équations  Z'=:  o,  Z"=:  o,..., 
c|ui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  Il  pourra  (Fabord 
se  faire  ((ue  la  racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  appar- 
tienne à  une  combinaison  composée  de  doux  lettres  diffc renies 
de  celU'S  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes  ;    mais 
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comme   le   nombre   de    ces  combinaisons  est   limité  et  égal  à 

m. ,   qu'on  peut  désigner  par  p,    il  est  clair  qu'après 

avoir  attribué  à  X,  (/>  H-  i)  valeurs,  et  formé  [p -^  i)  équa- 
tions Zrrro,  Z'  =  o,  Z''  =  o,...,  deux  de  ces  équations  se- 
ront telles ,  que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  à  une 
combinaison  composée  des  deux  mêmes  lettres  :  ainsi ,  l'on  peut 
supposer,  par  exemple ,  que  Fori  ait  trouvé ,  en  désignant  par  a 
et  cl'  ces  deux  racines  réelles, 

a  -+-  ^  -f*  /fob  =  a^        a  -i-  b  -h  f('tib  =:  ol' . 
De  ces  deux  équations  on  déduit  par  Télimination  : 

,         a  —  a'  ,         Xa'  —  X'a 

Ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies  ;  donc 
il  est  démontré  que  Vun,  au  moins,  des/acteurs,  x^ — (a  -h  b)x  -hab, 
de  la  proposée  ,  a  ses  coefHcients  réels. 

Soit,  en  second  lieu,  m  =zo}  .//',  n'  étant  impair.  Formons  en- 
core une  équation  Z  =  o  ,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme  a  -^  b  -\-  kab  \  cette  équation  sera  du  de- 
gré m  ou  2  «'  (m  —  i).  Or,  n  el{m  —  i)  étant  des  nombres 

impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2;  donc , 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d*étre  dit,  Téquation  Z  =  o  aura,  au 
moins  ^  un  facteur  du  second  degré  h  coefficients  réels.  Ce  facteur, 
égalé   à  o ,   donnera  lieu    :\    deux    valeurs  de   z   de   la    forme 

a  rt  €  yj —  I  (6  pouvant  être  o  ,  ce  qui  arriverait  si  les  deux  valeurs 
de  z  étaient  réelles).  Considérons  seulement  la  première  racine,  et 
supposons  qu'elle  appartienne  à  la  combinaison  a  -{-  b  -{-  kab. 

D'après  les  raisonnements  ])récédents,  rien  n'erapéche  de  sup- 
poser encore  qu'une  autre  équation  Z'  =  o,  formée  de  la  même 

manière ,  ait  une  racine  de  la  forme  a!  4-  6'  y —  i ,  appartenant  à 
la  combinaison  a  -k- b  -\-  k'ab,  composée  des  deux  mêmes  lettres; 

en  sorte  nue  1  on  ait  a  la  lois  \  , >; 
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d'où  ToD  déiliiii 


"^=^ Tzi '  ''-+-^= r-k' 

Ces  expressions  sont  de  la  forme  r  -\-  s  ^ —  i  et  r'  4-  s*  ^ —  i . 
Ainsi,  la  proposée  a  au  moins  un  facteur  du  second  degré,  tel 

que  x^ —  (/•'  -\-  s' y —  i)  j;  H-  rH-  .v  v^ —  i  ;  et  si  Ton  égale  ce  fac- 
teur à  G  ,  on  obtient 


X  = 


r:-,i±zi  ±  y/(:i±4iziiy_(,.,;;;^,^ 


La  cjuantité  sous  le  riidical  ,  étant  développée,  donne  un  résultat 

de   la    forme   r"  -\-  s"  yj  —  i  ;   mais  l'expression   \ r" -\- s"  ^ — i 
se    réduit    elle-même   (n**    121)    à    une    autre    de    la     forme 

/■*'  4-  s'"  sj —  I  ;    d'où  l'on   peut  conclure  que  la  première  <les 

deux  valeurs  de  x  ci-dessus  est  aussi  de  la  forme  p  -\-  q  yj  —  i  ; 
et,  d'après  le  lemmc  démontré  au  n"  586  ,  il  faut  qu'elle  en  ait  une 

autre  telle  que  p  —  7  sj —  i. 

Or,  si  l'on  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x —  (/>-f-  7  sj — 1) 

et  X  —  \p  —  q  \J — i),   on  obtient  pour   produit  (j; — pf-iq', 

m 

ou  x'  —  2px  -f-  p^  -h  //%  polynôme  du  second  degré  en  x ,  dont 
les  coefficients  sont  réels.  Ainsi ,  il  est  encore  démontré  que,  dans 
le  cas  de  m  z=  2*,/i',  V équation  a  au  moins  un  facteur  réel  du 
second  degré. 

Soit,  en  troisième  lieu,  //i  r=  2\/i",  n"  étant  impair;   on  peut 
former  une  équation  Z  =  o  analogue  aux  précédentes ,  dont  le 

degré  m ou  2'.  //'  (w  —  i)  sera  deux  fois  divisible  par  2, 

et  qui ,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit ,  aura  au  moins  un  fac- 
teur réel  du  second  degré;  d'où ,  en  répétant  les  mêmes  raison- 
nements que  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration  ,  Toii 
pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même  a  au  moins  un  facteur 
réel  du  second  degré. 


632  UÉTKaitlNATIO?! 

Même  raisonnement  dans  Tbypothèse  où  Ton  aurait 

/w  =  2* .  «'" ,      m  =  2' .  /i'^,  .... 

Donc  y  enfin ,  toute  équation  de  degré  pair  quelconque  dont  les 
coefficients  sont  réels,  a  au  moins  un  facteur  réel  du  second  degré, 

CoKSSQUEifCE.  —  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation 
de  degré  pair  est  décomposable  dans  le  produit  d* autant  defac' 

teurs  réels  du  second  degré  qu  'il  y  a  d'unités  dans  —  ou  daas  la 

moitié  de  son  degré. 

En  effet,  puisqu'une  équation  de  degré  pair  a  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre 
par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré 
pair^  à  coefficients  réels,  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel 
du  second  degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  cette  seconde  équation;  et  ainsi  de  suite.  Donc  le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit 
d'autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  qu'ail  y  a  d'unités  dans 
[a  moitié  de  son  degré. 

Si  l'équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du  théo- 
rème n'  519,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on  pourrait 
Ten  débarrasser  ;  et  Péquation  résultante  serait  décomposable  en 
facteurs  réels  du  second  degré. 

D*où  Ton  peut  conclure,  en  dernière  analyse,  le  théorème  énoncé 
n''  58^;  savoir,  que  les  racines  imaginaires  d'une  équation  vont 

par  couples,  et  sont  toutes  de  la  forme  a  dl  b  ^ —  i . 

388.  Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations, 
La  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à  leur  recherche. 

Soit        x^  -+-  Px™-'  +  Qa:*-'^  -h  .  .  .  H-  T-r  -f-  U  =  a 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables  i*t 
des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  p  H-  q  y —  i  Tune  de  ces  dcM'nières;  il  vient,  par 
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la  substitation  de  ce  binôme  dans  la  proposée , 

;;4-y  V^^)"-^P  (^4-7  V^^)""'+ • . .-f-T  (/?H-^  V/^) -♦- U=o. 

Or^  si  Ton  développe  les  calculs»  et  qu'on  appelle  M  l'ensemble 

des  termes  réels,  N  ^ —  i  Vensemble  des  termes  imaginaires, 

l'égalité  ci-dessus  revient  à  M  -f-  N  v^ —  i  =  o  ,  équation  qui  ne 
peut  exister  à  moins  que  l'on  ait  séparément 

M  =  o     et     N  =  o . 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées /?  et  9 ,  combinées  avec  les  coefficients  de 'la  pro<* 
posée.  Si  donc  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q, 

EN  IfOMBEES  H^ELS  GOMMEHSUEABLES  OU  1 HGOMMENSUE AILES ,  pro- 
pres à  vérifier  ces  deux  équations ,  et  qu'on  les  substitue  dans  l'ex- 
pression p  -h  q  V —  '  >  ^^  obtiendra  ainsi  successivement  toutes  les 
racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imagi* 
naîres.  Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent 
faciliter  cette  recherche,  et  qui  sont  d'ailleurs  assez  importantes 
en  elles-mêmes. 

589.  Supposons  que,  pour  obtenir  les  racines  réelles  incom- 
mensurables d^une  équation  X  =  o,  on  ait  été  obligé  (n°  541)  de 
former  Téquation  aux  carrés  des  différences  Z  :=  o ,  et  voyons  le 
parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a ,  6 ,  c ,  • . .   les  racines  réelles  de  X  =  o  ^  et 

par  pzhq  ^ —  i^p'  doq'  ^ —  I , . . .  les  racines  imaginaires  ; 
prenons  d'ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à  deux.  On  en  obtient  de  quatre  espèces, 
savoir  : 

1°.  Les  différences  entre  deux  racines  réelles,  telles  que 
a  —  b ^  a  —  c,6  —  c,...; 

?.®.  Les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées  y 

3'\  Les  dilTérences  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
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ginaire , 

a^p^q  ^—  i  ^a—p  ~{-q  sj—  \  -,0  --  p'  — V/  yj  —  i , .     .  i 

4^.  Enfin ,  les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  non 
conjuguées,/?  — />' H- (7  —  7')  v^^,  p^p'—{q-^  q')sl^  i,.. 
Or,  pour  peu  qu'on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  reconnaît 
que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement  po- 
sitifs; les  carrés  des  secondes  différences  sont  —  4 7%  —  47'%*"» 
c'est-à-dire  des  quantités  réelles,  mais  essentiellement  négatives. 
Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement 
des  expressions  imaginaires. 

Ainsi ,  en  supposant  déjà  formée  Téquation  Z  =  o ,  les  racines 
réelles  et  négatives  de  cette  équation  sont,  en  général,  les  carrés 
{les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  —  a,  —  6,  —  7,...  ces  racines,  que  l'on  peut 
obtenir,  soit  par  la  méthode  des  racines  com mens urab les ,  soit  par 
la  méthode  des  racines  incommensurables  ;  on  a 

(Voà  Von  déduit 

a'  2  2' 

Connaissant  les  valeurs  de q^  q',  q",...,  on  obtiendra  celles  de 

p ,  p',  p",  » . . ,  en  substituant  ±  -  v'a  »    ±  -  ^6  >  •  •  •  à  /û  place  de  q 

2  2 

dans  les  équations  M  =r  o,  N  =:  o,  que  l'on  a  établies  dans  le  numéro 
précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution ,  un  com- 
mun diviseur  en   p,    lequel,  égalé  à  o,    donnera   les  valeurs  de 

p,  p',  p", 

A  la  vérité ,  ce  moyen  est  en  défaut  lorsque  Tune  des  racines 
réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  /?,  /^', .  • . 
de  l'une  de  ces  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de  a  =  /;,  par 

exemple,  les'deux  différences  a  —  p —  q  ^ —  i ,  a  — p  -^-q  v —  '  > 

se  réduisent  à  —  q  y —  1    et  q  ^ —  1 ,  dont  les  carrés  sont  égaux 
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à  —  ^'.  //  est  encore  en  défaut  lors^jne  les  parties  réelles  des  deux 
radnes  imagiDaires  non  conjuguées  sont  identiques;  car,  par 
exemple  ^  p'=.  p'  réduit  les  différences 

p—p'  +  (q  —  q')sl'^,  P  —  p'  -{q-'q')^^ 

à   (7  —  q')  V/^^  et        -{q  —  q')  >J^^, 

dont  les  carrés  sont  égaux  à  —  (g  —  q^y. 

D*où  Ton  voit  que  Féquation  Z  =  o  peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  —  4 7% 
—  47%* •  *  f  "^^^^  ^I  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 
négative  telle  que  —  a'  est  une  valeur  convenable ,  à  ce  que,  si 

Ton  substitue  -  ^a  dans  M  et  N,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 

polynômes  enp,  résultant  de  cette  substitution ,  aient  un  diviseur 
commun  ;  toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  â  cette  condition  devra 
être  rejetée  comme  provenant  de  l'une  des  circonstances  dont  nous 
venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que ,  dans  ces  mêmes  circonstances , 
réquation  Z  =  o  devrait  avoir  des  racines  égales ,  puisque,  comme 
nous  Tavons  reconnu  plus  haut ,  dans  l'hypothèse  de  a  =  /?,  deux 
carrés  au  moins  se  réduisent  à  —  7'  ;  et  dans  Thypothèse  àep  =p\ 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à  —  (q  —  q^y.  Ainsi,  Ton  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  Téquation 
Z  =  o  des  valeurs  différentes  de  —  4  9%  —  4^'%  —  {q  —  7')%  etc. 

Quoi  qu*il  en  soit ,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  décou- 
vrir les  racypes  imaginaires  d'une  équation  doit  être  pénible  et 
laborieuse  toutes  les  fois  que  Téquation  est  d'un  degré  supérieur 
au  troisième. 

§  IL  —  Résolution  des  Equations  générales  de  degré 

supérieur  au  second. 

Nous  avon^  maintenant  une  tâche  importante  à  remplir,  c*est 
de  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème 
de  la  résolution  dos  équations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce 
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problème,  qui  a  longtemps  occupé  les  mathématiciens  les  plus 
célèbres,  a  pour  but ,  étant  donnée  une  équation  générale  et  com- 
plète,  d'obtenir  les  expressions  de  ses  racines  au  moyen  d'un 
nombre  limité  d'opérations  algébriques  effectuées  sur  les  coeffi- 
cients»  Jusqu'à  présent,  la  question  n*a  été  résolue  que  pour  les 
quatre  premiers  degrés;  et  l'on  doute  si  jamais  on  pourra  parve- 
nir à  une  résolution  complète  pour  tous  les  degrés. 

Quoiqu'il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré;  ensuite  nous  ferons  connaître 
d'autres  méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec  plus  de  succès 
aux  équations  d'un  degré  supérieur. 

Équation  du  troisième  degré. 

590.  D'abord,  on  peut  supposer  (n°  260)  l'équation  privée  de 
son  second  terme ,  et  ramenée  à  la  forme 

a:'-f-/?x -I- çr  =  o.  (l) 

Faisons,  dans  cette  équation , 

c'est-à-dire  supposons  x  égal  à  la  somme  de  deux  autres  inconnues 
(cette  forme  que  nous  donnons  à  la  valeur  de  x  peut  être  motivée 
sur  ce  que,  dans  l'équation  générale  du  second  degré,  la  valeur 
de  X  se  compose  aussi  de  deux  parties  distinctes). 
On  obtient,  en  élevant  l'équation  (2)  au  cube, 

ar*  =  y^  -h  3  r'  a  -h  3  ja'  -^  z^  =  y^  -^  z^  -^  Zyz  (7  -h  «)  » 

ou  bien ,  j:  '  =  j^  -h  «^  -f-  3/z .  :r , 

et  transposant,  x^  —  3/«  ,x  —  y^  —  a*  =  o. 

Pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  l'équation  (i) ,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

^     d  ou     /  3 


I)»'    l'équation    l>r    TROISI^MR    tiV.Ghi..  63^ 

Dès  que  ces  deux  conditions  seroni  satisfaites,  les  valeurs  de^ 
et  de  z  seront  telles,  que  leur  somme  exprimera  la  valeur  de  a:, 
propre  à  vérifier  Téquation  (i).  Tâchons  donc  de  détenniner  x 
et  z  d'après  ces  deux  conditions. 

L'équation  (3)*,  élevée  au  cube  ,  donne      yz^  =  —  -i-: 

mais  on  a  déjà  j»  4-  «^  =  —  y  ; 

donc  (n"*  114)  les  quantités  j^  et  z^  sont  liées  entre  elles  par 
réquation  du  second  degré 

r'  H-  ^r  —  ^  =  o ,  (5) 

dont  le  second  terme  a  pour  coefficient  la  somme  donnée  —  7 , 
pnse  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 

aussi  donne,  —  =—  • 

•27 

Cette  équation  est  appelée  la  réduite  de  l'équation  du  troisièmes 
degré ,  parce  que  c'est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la 
proposée.  

LVquation  (5)  donnant  r  r=  —  ?  ±:  i/l.  -h  ^, 

il  vient  r'^  —  ^-h  \/K  -h  — »    3^  =  —  ?  —  i /^  4-  ^  • 

2       V   4       27  ;2       V   4       27  ' 

d'où ,  à  cause  de  la  relation  -x  =  y 


expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines. 

En  effet ,  désignons  par  m  et  n  ce  que  deviennent  respective- 
ment les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y  remplace  p  etq  par 
les  valeurs  correspondant  à  l'équation  (i);  puis  observons: 

1".  Que  les  équations/*  =  /w%  «*  =  n*  donnent {n^  575) 

yr  =  ffiy  y  r=  9.m,  y  =  at^m y     et     z  =  n,   z  =  a/iy   z=:  oi'n 
(ly  Uy  a}  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité)  *, 
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2®.  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  r  et  de  z ,  dont  la 

somme  exprime  la  valeur  dex,  doit  être  égal  h  — ^,  diaprés  la 

relation  (3). 

Il  en  résulte  évidemment  qu'on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
]'équation  (i)  en  combinant  deux  à  deux  les  six  valeurs  ci-dessus 
dej^et  de  z,  et  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  qui 

donnent  un  produit  égal  à  —  :^* 

Or  on  a  ,  en  premier  lieu  , 


/«X 


"=\/-^\/f^xv'-^v'f.^ 


donc  X  =:m  -\-  n  forme  la  premiàrk  racine. 

En  second  lieu ,        oun  yc,7}n  =z  a?mn  =  mn  z=z  — "Ç  -, 

3 

donc  X  =  a//i  4-a'/i  donne  une  seconde  racine. 

Enfin  ,        a} m  ^anz=z  oL^mn  =  — "Ç-, 

donc  j;  =  a*/w  -f-  a/i  exprime  une  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  [comme  on  peut 
s'en   assurer   aisément)    la   condition  que   le   produit  soit   égal 

à  — ^  ;  ainsi,  elles  doivent  être  rejetées  ,  et  Ton  a ,  pour  les  trois 
racines  de  la  proposée, 

X  =z  m  -^  rij     X  r=  (xm  -h  oi^n ,     jc  =  a' w  -h  a/i. 

iV.  B,  —  On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x 
en  divisant  le  premier  membre  de  Téqualion  (i)  par  x  —  m  —  /i. 
Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  pre- 
mier membre.  Comme  on  a,  en  vertu  des  équations  (3)  ,  (4),  et 
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des  deux  équations  y  -=.  m^  z  =  /7 , 


p 


3  _J_   »»3 
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il  en  résulte  />  =  —  3  mn ,     7  =  —  m^  —  «'  ; 

d'où,  substituant  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  le  premier  membre 

de  la  proposée , 

x^  —  3  mn  ,x  —  m^  —  /i' , 

expression  qui ,  divisée  par  x  —  m  —  /i ,  donne 

x'  =  (/w  -H  /i)  x  -f-  /»'  —  nin  -f-  /ï'. 

Égalons  ce  quotient  à  o,  et  résolvons;  il  vient,  toute  réduc- 
lion  faite, 

m-\-n       m  —  n   , — ^^  m  -h  n       m  —  n   , — - 


2  2      '  2  2 

valeur  dont  il  est  facile  de  prouver  l'identité  avec 

en  se  rappelant  (n®  167)  que 

a  =r ,  a    OU      a*  = • 

2  2 

DISCUSSION. 

Les  quantités  //i   et  n   renfermant,  dans  leurs  expressions, 

le  radical  1/7-  "<"  —  ?  on  conçoit  que  la  réalité  ou  V imaginante 
des  trois  racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité 
.  +  ~.  On  est  donc  conduit  à  faire  les  hypothèses  suivantes  : 

<7*       p^ .  7'       p^  q"^      p^      . 

4      27  4      ^7  4      27 

Examinons  successivement  ces  ftno/^  hypothèses  (*). 

(*)  Les  conditions  de  réalité  ou  d^imaginaritc  des  racines  de  Téquation 
du  troisième  degré  ont  été  déjà  discutées ,  indépendamment  de  sa  résolu- 
tion, au  moyen  du  théorème  de  M.  Storm.  {Voyet  le  n*  551$.) 
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4       27-^ 

Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont 
réelles  et  inégales ,  il  s^ensuit  que  les  quantités  m  et  n  sont  aussi 
réelles  et  essentiellement  différentes  l'une  de  l'autre. 

Ainsi ,  la  première  valeur      jc  =  m  -f-  «  , 


ou     X 


=v^-iVf-^-v/-^V?-f^ 


est  réelle. 

m  -h  n  ^^m  —  n   / ~ 

Les  deux  autres ,      x  = ziz y  —  ^ , 


a 


sont  imaginaires;  car  elles  renferment  y  —  3,  et,  d*après Thypo- 
thèse  y  m  —  ;t  est  réel  et  différent  de  o. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle,  le  principe  établi  n®  SIS  sur 
les  équations  de  degré  impair  prouve  que  cette  racine  est  positive 
si  q  est  négatif,  et  négative  si  q  est  positif;  ce  dont  il  est  d'ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur 
de  X  ci- dessus. 

5911 2*^ ^  -h  ^  =:  o. 

4      27 

Dans  ce  nouveau  ras,   les  racines  de  la   réduite   se  réduisant 

Tune  et  l'autre  à  — -,  les  valeurs  de  m  et  de  n  sont  réelles  et 

2 

égales  chacune  à  iV  —  -  ;  ce  qui  donne,  pour  la  première  valeur 

de  JT, 

Pour  les  deux  autres ,  comme  on  a    m  =  /f=ri/  —  i, 

V  2 


U  en  résulte     /w  —  «  = 


o 


et  =m=i^i/  —  i 

2  y      2 
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Ainsi,  ces  valeurs  sont  égales,  et  se  réduisent  chacune  à 

c'est-à-dire  que  leurs  valeurs  numériques  sont  chacune  moitié  de 
la  première. 

Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  q  positif,  Téquation  (i) 

a  une  racine  réelle  négative,  —  a  i  /  -,  et  rieux  racines  positives 


égales,    y/|. 


Le  contraire  a  lieu  quand  le  dernier  terme  est  négatif;  c'est- 
à-dire  qu'elle  a  une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 

393 3°.  • .  .  ^  4-  —  <  o.  Cas  irréductible. 

4      27  ^ 

Cette  condition ,  qui  exige  nécessairement  que  p  soit  négatif, 
donne  pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires;  et  la  première 
valeur  de  x  se  présente  sous  la  forme 


jc  =  /?j-h/i=:>/M-hN  v/—  I  -i-  \/m  —  N  v^—  1 . 

D'apcès  cela,  il  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  de  x 
doive  être  imaginaire,  aussi  bien  que  les  deux  autres  qui  renfer- 
ment déjà  dans  leur  expression  le  symbole  y-^-T.  L'équation  (i) 
aurait  donc  ses  trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contra- 
diction avec  le  premier  théorème  du  n**  318. 

Mais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois 
racines,  les  imaginaires  s'entre-détruisent,  et  que  les  trois  racines 
sont  réelles. 

En  effet,  si,  en  admettant  (n®  i74)  TexacLitude  de  la  formule 
du  binAme  dans  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire,  on  pose 

//i=i     dans     (rt -f.  A ^IT^)'"     (n^586), 
Jlg.  £.,  lo*  éd.  4* 


(j^9.  RFSOI.UTIOW 


on  trouve  yM  H-  N  v'—  i  —  P  -h  Q  v^--  i , 


\/M  — N  yZ—i  =  P  — Qv^ITV, 


ce  qui  donne  m  ^  n  =  y  M  -f-  N  ^ —  i  4-  y^M  —  N  v^  —  \  =  7.p; 
ainsi  y  la  première  valeur  de  x  est  réelle ,  et  se  réduit  à 

X=:  7.P. 

Quant  aux  deux  autres ,  conome  on  a 

m  -h  n  =  7.V  ^     m  —  «=:2Q  y —  »  r 
on  obtient,  en  substituant  dans  Texpression 

x=z ± V  —  ^> 


2 


.  .r=:  —  P±:Qv^— I  .  v^— 3=r  —  PqcQv/3       (nM70). 

AinM ,  les  trois  valeurs  de  x  sont  réelles. 

Le  dernier  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  sur  lequel  les 
analystes  se  sont  beaucoup  exercés»  porte  le  nom  de  cas  iKi^é- 
DUGTiBLEy  parce  que,  malgré* la  réalité  bien  prouvée  des  trois 
racines,  les  formules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  être 
d'aucune  utilité  pour  leur  détermination.  En  effet,  on  vient  de 
voir  que  Ton  ne  saurait  débarrasser  ces  formules  des  imaginaires 
qu'elles  renferment,  qu'en  réduisant  la  première  valeur  de  x  en 
une  suite  infinie,  rarement  convergente;  et  il  est  impossible,  lors 
même  que  la  série  est  convergente,  d'obtenir  les  expressions 
exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcée  dans  ce  cas,  d^avoir 
recours,  pour  les  applications,  aux  méthodes  de  la  résolution  dos 
équations  numériques. 

Équation  du  quatrième  degré. 

394.   Soit  X*  -f-  y?.r'  -^  qx  -h  r  =  o  (  i  ) 

l'équation  ^  résoudre.  (Nous  supposerons  encore  Téquation  privée 
(le  second  terme.) 
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En  se  laissant  conduire  par  l'analogie ,  on  peut  être  tenté  de 
faire  x  =  j*  h-  z  »  c'est-à-dire  x  égal  à  la  somme  de  deux  autres 
inconnues  :  c'est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a  suivie,  en 
employant  ensuite  plusieurs  artifices  d^analyse  pour  tirer  parti  de 
sa  méthode.  Mais  les  calculs  qui  se  rattachent  à  cette  méthode  sont 
très-compliqués ,  et  Ton  parvient  beaucoup  plus  promptement  aux 
expressions  de  l'inconnue  par  l'introduction  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait ,  dans  l'équation ,  r^r^H^s-f^fi;         (2) 

il  vient,  par  l'élévation  au  carré, 

x^-nz  ^*  -h  «*  -h  w'    -{-  2  [yz  H-  y»,  -f-  zu) , 

ou  x^  —  (  j'  -f-  z^  -h  «')  =  2  [yz  -h  y  a  -h  zii)  ; 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation , 
on  obtient 

a:*  _-  2  (  j»4-  2'  -h  a')  jf' -h  (/'  -h  «' -H  «V  =  4  (/'«'-hr'a'-f-  3'«') 

-^Syzu{y-hz  -f-i«), 

ou,  remplaçant  y  -\-  z-\-  u  par  x,  et  transposant, 

X*  —  2{jr'-t-  «'  -h  «')  x'  —  Syzux  4-  (r'  -H  «'-+•«*)'  J 

—  4(j>z«4-j'«'4-3'«')r   ^* 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  proposée,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'nn  ait  : 

i«. /?  =  — 2(j'-hz^4-tf'),      d'où    j»H-2'4-«'  =  — -5  (3) 

Je 

tT,  r  =  i/»  4-  s'  h-  u^Y  —  4  (  j'z»  -h  y^tû  4-  z'  «'), 
d'où  j>'«2»H-/'tt'-|-3^i^»=^-j^^;  (4) 

30  ^:rr— 8j3«,       d'oÙ        r«a  =  —  ^-  (5) 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  {leuvent  servir  à  déter- 
miaer  les  valeurs  j,  z,  Uy  dont  la  somme  formera  d'ailleurs  la  valeur 
de  X,  Or  l'équation  (5) ,  élevée  au  carré ,  donne 
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D'où  l'on  voit  qiic  les  carrés  j%  3%  a'  sont  tels,  que  leur  somme 
est  égale  h  un  nombre  donné,  — ~,  la  somme  de  leurs  produits 

deux  à  deux  égale  à  un  autre  nombre  donné  - — —- ,    et  enfin 

le  produit  de  ces  trois  carrés,  égal  à  ~ 

Donc,  en  .vertu  des  relations  qui  existent  (n*'  S42)  entre  les 
coefficients  et  les  racines  de  Téquation  du  troisième  degré ,  la  dé- 
termination des  carrés  j',  z^,  u*  ne  dépend  plus  que  de  la  résolu- 
tion de  réquation  du  troisième  degré 

2  i6  64 

s 
Si,  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs,  on  pose  f  =  y,  il 

4 
vient  .^  H-  2,ps^  -\-  (/>'  —  4  '")  ^  —  y'  =  o.  (6) 

Telle  est  la  réduite  de  Téquation  du  quatrième  degré. 

Désignons  par  s\  s" y  s"'  les  trois  racines  de  Téquation  (6)  que 
Ton  sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 

et ,  comme  on  a  d'ailleurs  x  =  ^  +  z  +  // ,  il  faut  combiner  ces 
valeurs  par  addition,  ce  qui  donnera  en  apparence  huit  valeurs 
différentes.  Mais  si  Ton  observe  que  Ton  a,  pour  une  des  équa- 
tions de  condition ,  yzu  =  —  -? 

o 

on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
des  trois  valeurs  de  y  y  z  et  u  soit  positif  si  q  est  négatif,  et  négatij 
si  q  est  positif. 

D'après  cela,  le  nombre  de  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre ,  savoir  : 


(7) 
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I*.  Lorsque  y  est  négatif,  auquel  cas  la  proposée  est 

x*  4-  px^  —  y*  -t-  r  =  o  , 

Dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  Vun  po- 
sitif et  les  deux  autres  négatifs. 

2".  Lorsque  y  est  poUtif,  ou  que  la  proposée  est 

X*  4-  />x'  4-  yx  +  r  :=  o , 

xrri-iV^^+TV^+WÂ 
x  =  4-i\/?-TV^  +  WÂ 


(8; 


(rro/5  radicaux  négatifs,  ou  un  négatif  et  tleiix  positifi»). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  coef- 
ficients de  la  proposée ,  il  faudrait  remplacer  s'y  s'y  s"'  par  leurs 
valeurs  tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  Ton  obtiendrait 
seraient ,  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compliquées. 


DISCUSSION. 

595.  La  réalité  ou  Timaginarité  des  racines  de  la  proposée  dé- 
pend essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite  ;  ainsi, 
l'on  est  conduit  à  établir  les  hypothèses  suivantes  : 

l'*.    La   RioUITE    PEUT    AVOIR    SES   TROIS    RACINES   REELLES.     Mais 

alors ,  comme  son  dernier  terme  —  </'*  est  essentiellement  négatif^ 
il  s'ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives ,  ou  bien  que  Tune 
est  positive  et  les  deux  autres  négatives  (n*^  515). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives,  les  f/tiatrc  racines 
de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 
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Si  l'une  d'elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires ,  à  moins  que  l'on 
ne  suppose  les  deux  racines  négatives,  s",  s'"  de  la  réduite  (6), 
égales  entre  elles,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  a 

oubien,*=f  ^?  — V?*,  —  iV?-4-s/7,       7  v/?  ,       iV?; 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier,  ies  deux  premières  racines 
sont  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales. 

2^.  La  réduite  peut  avoir  une  seule  racine  réelle.  Soit  ^ 
cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le  dernier 
terme  —  7^  est  négatif]  ;  comme  les  deux  autres  racines  s"  et  j*^ 

sont  imaginaires,  si  Tune  est  de  la  forme  a-^  b  ^ —  i^  l'autre 

est  nécessairement  (n"  586)  de  la  forme  a  —  b  y —  i.  Or  on  a 

(n*  121) 


^a  -h  b  ^ —  I  =?  //i  -h  /i  ^ —  I ,    \'a  —  b  ^ —  i  =  w  —  n  y —  i  ; 
d'oii         \a  -i-  b  ^ —  I    -f-   y  a  —  b  \J —  1  =  2  /w , 


\a  -^  b  ^ —  I   —  \a  —  b  y^—  i  =r  2  /?  ^ —  1 . 

Donc ,  quel  que  soit  le  signe  de  q  dans  la  proposée ,  les  deux  pre- 
mières lacines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  :  car,  dans 
les  formules  {7)  et  (8) ,  les  expressions  des  deux  premières  racines 

renferment  yjs"  et  ^  avec  le  même  signe ,  tandis  que  dans  les 
expressions  des  deux  dernières ,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de 
signes  contraires. 

En  récapitulant,  on  voit  que  Téquation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles  à  la  fois  ou  imaginaires  à  la  fois , 
ou  bien  avoir  ileux  racines  ridelles  et  deux  racines  imaginaires. 
(Ce  résultat  est  conforme  au  principe  établi  n"  515.) 
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Méthode  tic  résolution  des  éijuations  du  troisième  ou  du  quatrième 

degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  |K)ur 
résoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  symétriques ,  et  qup  Ton  doit  à  Lagrange , 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante ,  quoiqu'elle 
entraîne  dans  des  calculs  assez  longs  ;  mais  du  moins  on  se  forme 
aisément  une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  être  appliquée  aux 
équations  d'un  degré  supérieur  au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode ,  nous  allons  d'abord 
l'appliquer  à  Féquation  du  second  degré. 

Équation  du  second  degré. 

506.  Soit  x'  -^  px  -\-  q  =z  o  réquation  proposée. 
Appelons  a  et  6  ses  deux  racines  ;  on  a  déjà  (n"  849) ,  entre  ros 
racines  et  les  coefficients ,  les  relations 

a  -H  ^  =  — Py       ab  =  q. 

Si  I*on  pouvait  obtenir  une  autre  équation  du  premier  degré 
en  a  et  6,  on  aurait,  pour  déterminer  ces  quantités,  deux  équa- 
tions du  premier  degré;  et  la  question  n'offrirait  plus  aucune 
difficulté. 

Désignons  donc  par  la  +  mb  la  fonction  de  a  et  de  ^  qui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  équation  inconnue;  et  posons 

la  -4-  mb  =  z, 

/,  /7i,  z  étant  des  quantités  qu'il  s\igit  de  déterminer. 

Gomme  Ib  -f*  ma  donne ,  par  l'échange  des  lettres  ^  et  ^ , 
deux  combinaisons  différentes,  la  -f-  mb  et  Ib  -f-  mn ,  il  s'ensuit 
(n**  S87)  que  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  z  doit  être  du 
second  degré ,  et  de  la  forme 

[z  -—  (la  -f-  ml?)]  [z  —  {Ib  -f-  m»)]  =  o  ;  (  i  j 

et  puisque  cette  (équation  est  du  second  degré,   il  faut  du  moins 
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faire  en  sorte  quelle  ne  soit  qu'à  deux  termes  ou  de  la  forme 
2'  =  X-,  parce  qu'alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira 
pour  la  résoudre. 

Or,  pour  qu^elle  se  réduise  à  cette  forme,  il  faut  et  il  sufBtque 
les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition     Ib  -+•  ma  ■=  —  (/a  -h  /n^)  ; 

il  en  résulte  (/  -+-  /w)  (a  n-  ^)  =  o. 

Mais  on  ne  peut  avoir  a  +  ^  =  o ,  puisque  lé  coefficient  du  se- 
cond terme  de  la  proposée  est  différent  de  o  ;  on  a  donc  néces- 
sairement 

/  -H  /w  =  o ,     d'où     /  =  —  m. 

D'ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l'objet 
que  l'on  s'était  proposé  ;  ainsi,  m  reste  indéterminé,  et  l'on  peut 
faire,  pour  plus  de  simplicité ,  w  =  i ,  ce  qui  donne  /  =:  —  i  - 

L'équation  (i)  devient  alors 

[Z  _f-  («  _-  b)]   [z  —  (fl  —  /))]=:  o; 

ou,  réduisant,  z'  —  a^ — b"^ -^ -lab -=^0.  (2) 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n""  298) 

Substituant  ces  valeurs  de  /z'  4-  ^'  et  de  2^6  dans  l'équation  (2), 
on  obtient,  pour.celte  re^a/Vc, 

z^  —  ^*  -h  4  7  =  o  ;     d'où     2  =  ±  \Ip^  —  4  7* 

(Si  la  première  valeur  de  z  représente  a  —  ^ ,  la  seconde  exprime 
celle  de  ^  —  a,) 

Combinant  enfin  l'équation  /i  4-  ^  =  —  p 

avec  la  relation  a  —  b  •=.  y />*  —  47  » 

on  en  déduit 

n  =  — ''-  -Ar  -  sfV^'Vqy      b  =  — ^  —  -  sj p' —  ^q  , 
2  1  2  2 

OU  bien , 

jr=— ^±i/^'  — 7.  C.  Q.  ï\  ï. 


PAE    LES    FONCTIONS    SYMETRIQUES.  64(> 

Équation  du  troisième  degré. 

597.  Soit  x^  -\- px  -\-  q  ^=1  o  réqnation  à  résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation  ,  on  a 
déjà  entre  a,  ^,  c,  la  relation  «-h^-Hc  =  o;  si  ^onc  nous 
pouvions  former  deux  autres  équations  du  premier  degré  en 
Oy  b^  c,  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées. 

Désignons  par  la  -f-  ntb  +  ne  une  des  fonctions  qui  doivent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu^il  s*agit  d'obtenir, 

et  posons  la  4-  mh  -\-  ncz=zz.  (1  ) 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes  par 
réchange  des  lettres  a  y  b,Cy  les  unes  dans  les  autres  ,  savoir: 

la  4-  mb  -\-  ne,  Ib  -\-  ma  -f-  ne, 

la  -j-  me  -^  nb,         et        Ib  -h  me  -h  na , 
le  -h  ma  -h  nb  y  le  -h  mb  -f-  na , 

l'équation  d'où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré.  Or, 
pour  qu'une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  diaprés  les 
principes  déjà  établis ,  il  faut  (n*^  578)  qu^elIe  ne  renferme  que  les 
exposants  6  et  3;  c'est-à-dire  qu'elle  soit  de  la  forme 

z*4- A«^-h-B==o.  (2) 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les 
six  racines  de  cette  dernière  équation  y  afin  d'en  déduire  celles  qui 
doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  ufy  u"  les  deux  racines  que  l'on  obtient  immédia- 
tement en  posant  z^  •=.  u\ 

A  /Â* 

d'où       M»  4-  Aa  -h  B  =  o,   et  a  = ±  i/  y  —  B; 

appelons  en  outre  i,  a,  9}  les  trois  racines  cubiques  de  i  :  on  a 

I''....      z-=zu\      z^rzoLU'y      z^=y}u'\ 
2" 3  =  u"y      z  =  a«",      3  =  a'  u". 


65o  METHODE    DE    RI^SOLDTIOK 

Ainsi ,  en  prenant  la  -^  mb  -^^  ne  =  z\  et  la  -^  me  -\-  nb  =z  z" 
pour  les  deux  combinaisons  principales ,  si  Ton  veut  exprimer  que 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2), 
il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait  les  relations  : 

1®.  le  -h  ma  -{-  nb  :=z  a  (la  -h  mb  -4-  ne)  y 

Ib  -h  me  -^  na  =  a'  (la  -+-  mb  -^  ne)  ; 

a".  Ib  -H  ma  -f-  /ic  =  a  (la  -h  me  •+-  nb) , 

le  -h  mb  -^  na'=z  OL^  (la  -\-  me  -\-  nb). 

(Il  est  à  remarquer  que  l'on  ne  doit  pas  égaler  indinéreiii- 
ment  une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  pro- 
duit de  a,  ou  de  a%  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin 
que,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre  de 
la  relation ,  aucune  des  lettres  a,  b  ^  e  ne  soit  affectée  d'un 
coefficient  égal  à  celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  second  membre  : 
autrement  on  serait  conduit  à  des  relations  qui  impliqueraient 
contradiction.  ) 

Les   quatre  relations   précédentes  peuvent  être  transformées 

ainsi  : 

(/ — oin)e     ~\- (m  —  ad)  a      -f- (/i  —  am)  b   =ro, 

(/  —  a^m) b  -^{m  —  a'/i) c  -^{n^  ot}l)a  =0, 
(/  —  o/i)  b  -f-(/ii  —  cd)a  -h{«  —  a/w)  c  =2  o , 
(/  —  a}  m)  e  -\-[m  —  a'/i)  b   -h  (/i  —  a' /)  rt  z=  o  ; 

et  ces  conditions  seront   évidemment  satisfaites  si  Ton  a  sépa* 

rément 

l  •=  an^  m  ^=z  aly  n  =z  am , 

l  zn  oL^  m  y      m  :=z  a}ny       n  ^zz  a^l^ 

Or  celles-ci  se  réduisent  à  deux  essentiellement  différentes , 
«avoir  :  m  z=:  al     et     n  =  a'/. 

£n  effet ,  on  a    a^  =  i  ;      d'où      «  =  — -      et      a^  =  -  ; 

a'  a 

donc  /«  =  a/ revient  à  /w  =  —  •/,     d'où     /=avw. 
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I 


De  même,  /i  =  a'/ revient  à /i  =  -  . /,      iVoii     l  =  a/t; 


a 


enfin ,  les  mêmes  relations,  m  =  olI^  nzrz  a}l,  divisées  Tune  par 

l'autre,  donnent  —  ==  -;     d*où     m-=i^n=:7}n     et     «  =  aw. 

n       OL  a 

Donc  il  suflit  de  considérer  les  deux  relations 

m  z=z  clI    et     n  '=z  oi}L 

Comme  ces  relations  donnent  m  et  n  en  fonction  de  /,  et  que  / 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

/  =  I ,     ce  qui  donne     //i  nr  a ,   /ï  =  a'  j 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  m ,  /i   ne  sont  autre  chose  que 
les  racines  cubiques  de  l'unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

ia  4-  mb  -|-  ne  =r  z\     ta  -+-  me  -i-  nb  =  z"  ; 
il  vient        «  -h  a^  -h  a' c  =  z',       a  ^  ac  -ha*  b-=^z*' . 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  ensuite  Téquation  en  z;  mais 
obser\'ons que,  vu  la  forme  (2)  qu'elle  doit  avoir,  ses  six  racines 
sont  comprises  dans  les  deux  équations 

z^  =  z'3  =  (a  -h  a^  -h  a'c)%      z^  =  z"^  =  (a  -f-  ar  -+-  a'b)\ 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  Téquation  unique 

[s3  _  (^  _|»  a6  H-  oL^ey]     [z^  —  (rt  4-  oc  -h  a» bf]=  o. 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit 
à  ceux  de  Téquation  (2),  on  trouve 

A  =  —  [(^  -h  a6  -f-  oL^cY  4-  (a  4-  ac  —  a' bf], 
B  =         (a  -{-  ixb  -h  OL^cY  (a  +  ac  -^  oL'bf . 

Si  Ton  remonte  à  la  composition  primitive  de  Tcquation  en  z„ 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,  b  ^  c;  ainsi, 
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les  coeflicîenls  A  et  B  peuvent  (d*"  895)  s^expnmer  au  moyen  des 
coefficients  de  la  proposée,  et  la  diflîculté  consiste  k  évaluer  les 
diverses  fonctions  symétriques  dont  A  et  B  se  composent. 

Avant  d*al]er  plus  loin,  rappelons-nous  que  i ,  a,  a-  étant  les 
racines  de  l'équation  j^  —  i  =  o,  Ton  a 

et  1  -4-  a  -H  a'  =  o  ;      d'où     a -{- a^  z=  —  i  • 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A  et  B  ;  il  vient  : 

i*» .  .  .      A  =  —  [a  Ta=»  -f-  3  (a  -+-  a»)  Tfl»  6  -h  f  a  abc] , 

ou  A  =  — (aTfl'  —  3Tfl'^  -f-  i^abc]. 

Or  les  formules  des   n~  S91fe  et  suivants ,  appliquées  à  IVqua- 
tion  or*  -h  pjc  -h  y  =  o ,  donnent 

S,=o,  83=— PS,— 2Q=— 2>»,  S,=  — PS,— QS,— 3R=— 3i/; 

d'où  Tû»  ^  =  S,S,  —  S3  =  —  S^  =  3  7. 

D*ailleurs  on  a  abc  =1  —  7  j 

donc  A  =  —  ( —  67  —  97  —  12  7)  =  27^. 

2«.  .  .  B  =  [{a  ■+-  a^  -h  a' c)  (a  •+-  oc  4-  a»  b)]\ 

Mais 

d'ailleurs  on  a      T«'  =  S,  =  —  2  ^ ,  Tab  =  p  ; 
ainsi,  B  =  {—  3/^)*  =  —  27  ;i\ 

Donc  ,  enfin ,  Ton  obtient  pour  l'équation  en  z , 

a«  -f.  27  72^  —  OL']  p^  =^  o. 

Cette  équation  donne  d'abord 
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d'où  l'on  lire,  pour  les  valeurs  de  z'  et  de  2" , 


Ces  valeurs  étant  connues  y  pour  obtenir  celles  de  a ,  6 ,  c ,  il 
suffit  de  combiner  les  trois  équations 

fl  -h  a^  -h  a*  c  =  e' , 

û  -h      ^  -h    c   =  O, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  que  la 
proposée  est  privée  de  son  second  terme. 

D'abord ,  l'addition  de  ces  trois  équations  donne  ,  en  vertu  de 

la  relation  i  -h  a  -f-  a'  =  o ,  3  «  =  *'  4-  2"; 

2'  -h  z" 
d'où  Ton  déduit  a  =  — 5 — ? 

ou  ,  remplaçant  z'  et  2!'  par  les  valeurs  ci-dessus, 


C'est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n°  590. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a ,  la  seconde 
par  a%  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation;  l'on 
obtient 

3  <r  =  fltz'-f-  a*  z"  ;     d'où     c  = ^ =  oLm  -f-  a'  /i , 


m  et  /{désignant  toujours (n°  390)  les  deux  radicaux 


V    a*- 


Enfin,  multiplions  la  première  par  a'  et  la  seconde  par  a,  puis 

ajoutons;  il  vient 

a*  3'+  oz" 

3  6  =  a' s' -h  az"  ;     d'où      6  = ^ =  a'/w  -h  a;i. 

3 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 
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Équation  du  quatrième  degré, 

308.  Soit     x*4-  pjc^-^r  qx-i-  rz=  o     l'équation  à  résoudre. 

Comme  on  a  déjà  la  relation  a-h^  +  c-f-r/=o,il  faut  tâcher 
d'obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en  a,  à ,  c^  d. 

Désignons  par  ka  -^  Ib  -\-  me  -\-  nd  l'une  de  ces  fonctions  dont 
il  s'agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque ,  en  permutant  les  lettres 
a^b^c^dàc  toutes  les  manières  possibles ,  on  pourrait  (  n°  14IS) 
former  24  combinaisons  différentes ,  il  s'ensuit  que  la  réduite  en  z 
serait  du  vingt- quatrième  degré;  ainsi ,  nous  devrions  faire  en 
sorte  de  la  ramener  à  la  forme 

z^*-h  A2'«-I-Bz»-hC=o, 

pour  qu'elle  fût  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d'abord  il  est  possible ,  à  l'aide  de  quelques  artifices  d'ana- 
lyse ,  d'abaisser  son  degré. 

En  effet ,  k  yl^  m^n  étant  des  indéterminées,  on  réduit  le  nom- 
bre des  combinaisons  à  douze  par  la  supposition  de  k  =  /. 

Faisant  ensuite  m^=z  n^  on  obtient  les  six  combinaisons 

((a-h  b)  H- w(c  -h  d\y  l{c  H-  rf)  4-  //i(û  -h  ^), 

l(a  '\-  c)-h  m(b  -{-d),      et     l{b  -^  d)  -{-  m{a -^  c)^ 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  z  est  du  sixième 
<legré,  il  faut  tâcher  de  la  ramener  à  la  forme 

5«-h  A«*  -h  B8»  -h  C  =  o  ;  (2) 

-ce  qui  exige  que  ses  racines  soient  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires.  Or  il  est  évident  que  l'on  satisfera  à  cette  condition 
«n  posant  /  =  —  m  =  i  ;  car  alors  les  combinaisons  précédentes 
•deviendront 

a-+-  b-"'{c  -\-  d),  c  -^d  —  {a  -h  b}^ 

rt-f- r  —  (^ -hr/),      et     ^-hrf— («H-r;, 
a  -f-  d —  {b  -f-  r),  b  -i-  c -^  [a  -h  d). 
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Observons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  môme  ligne 
horizontale  sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  multi- 
liant  entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  z  qui  corres» 
pondent  à  ces  valeurs,  on  obtiendra  pour  la  réduite, 

[«»—  (rtf  -f.  ^  —  c  —  dy]  X  [z'  —  (a  -h  t  —  ^  —  dy] 

X  [«'—  (a  -f-  ^  —  *  —  cy]  =r  a. 

Celte  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a^  b^  c,  //, 
ses  coefBcients  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  : 

D'abord     (a  -\-  b  —  c  —  rf)',     développé ,  revient  à 

(fl  -f-  ^  -h  <:  -h  dy  —  ^(nc+  ad-^  bc  -\-  bd). 
Maison  a 

rt  4-  /^  H-  c  -4-  f/  =  o ,     et     ab  -\-  ac  -{-  ad  -^^  bd  ^  cd  z=  /)  ] 

donc  ^  [a  -{-  b  —  c  —  </)'  =  /^p  —  4  (^^  -h  <^<^)  ' 

op  trouverait  de  même 

—  (fl  -I-  f  —  ô  -«  <Y)-'  r=  4/j  —  4  [ac  -h  bd) , 

—  [a  H-rf—  b  ~  c)'  =  4/'  —  ii^d-h  bc]. 

Ainsi,  soit  posé  z'-f-  4/^  =:  4">  (^) 

* 

l'équation  en  z  se  change  en  celle-ci  : 

[u  —  [ab  --f-  cd)]  \u  —  {ac  -\-  bd)]  [u  —  {ad'\'bc)]  =  o  , 

équation  de  la  forme     a^ -h  A'a' -f-B' »  4- C'  =  o,     et  dont  il 
ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 

Or  on  a:  i"...  A'=r  —  [ab  -\'  ac  -^  ad  -^  bc  -^  bd-\-cd)-=i  — />• 

2°....  B'  =  (ab  -h  cd)  [ac  -h  bd)  -+-  [ab  -f-  cd)  {ad -{- bc) 

-+-  {ac  -h  bd)  {ad  -h  bc)  , 

ou,  développant  et  employant  les  notations,  B*  =  Ta^ bc 
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Mais  ]a  première  formule  du  n^  294 ,  qui  peut  s^écrire  ainsi , 

2 

devient,  dans  Thypothèse  de     /i  =  2     et    /;  =  i , 

T^.  ^^  ^  S^  (S«)'  -  2  S3  S.  -  (SQ»  -f-  2  S. , 

2  ' 

d'ailleurs,  la  proposée  étant  x^  -h /?x*  -4-  ^x  -f-  '"  =  o , 

on  a  S,  =  —  P  =  o,  82  =  —  2Q=  —  2/?,  83  =  —  3R=:  —  3</, 
84  =r  —  QS,  —  4  S  =  2;?»  —  4  r  ; 

d'où ,  substituant  dans  la  valeur  B',=  la^bc , 

2  ^ 

3" a  =z  ^  {ab -Jt- cd)  {ac  -f-  6rf)  {ad  -+-  bc) , 

et  en  développant,     C  ==  —  (Ta'  /»' c'  -f-  fl^ce/  X  Ta»). 
Or  la  seconde  formule  du  n°  294  ,  qui  peut  s^écrirc  ainsi , 

rp^„  ^„  ^  _  (^*)'^  "~  3StnSn  -h  2  San 

•    6 
devient,  dans  le  cas  de  /?  =  2, 

6 
D'ailleurs  on  a  déjà  trouvé 

S,  =  0,    85  =  —  2/?,    8;,=  —  3y,    84  =  2/>-  —  4'"» 
4[l'où  8g  =  —  QS4  —  RS3  —  ^^^^  rip,  +  4/7r  +  3r/»  -f.  2/?r 

=  —  2/?^ -+- 6/;r -f-  37'. 

OU  ,  on  mluisant ,         To'  A'  c'  =  7»  —  2/?/*. 


I 
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On  a  enfin  ajbcd^  ou  le  dernier  ternie  de  Téquation,  égal  à  r, 
d'où  ahcd  X  'ïa^  =  ahcd  X  S,  =  ~  %pr\ 

donc  C'=  —  q^ -\-  2pr -^ipr  =  ^pr — 7*. 

Ainsi,  Péquation  en  u  devient 

«'  —  /?«'  —  4  '■"  "+~  ^P^  —  ^*  =  G. 
Remplaçant  maintenant  u  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (3), 
c'est-à-dire  par  — T^y  ^^  plutôt  par  z  -hp,  afin  de  conserver 

la  réduite  au  troisième  degré  et  d'avoir  des  coefficients  plus  sim- 
ples,  on  obtient  finalement  pour  résultat, 

3»  -4-  2/73»  4-  (/?'  —  4'')  2  —  7'  =  O  >  (4) 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (n**  594)  d'après  la 
première  méthode. 

Si  Ton  désigne  par  z' ,  z" ,  z'"  les  racines  de  cette  équation , 
4z',  4*"?  4^'^^^*'^"^  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a -h  b — c  —  df     a.^-c — b — d^     a -{- d — b  —  r, 

puisque  Ton  a  remplacé  dans  Téquation  primitive  en  z,  z^  par  4z. 
Ainsi,  Ton  a,  pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a  -i-  b  —  c  ^  d  =  ±9.^ z' y 
a  -h  c  —  b  —  d^zdtT,  v'  z"  , 
rt-f-  d—b-^cz=±:2s/'z'\ 

Combinant  ces  trois  relations  avec  l'équation  déjà  établie , 

fl-f-6-f-cH-é/=o, 

on  trouve  premièrement,  par  leur  addition, 

4  «  —  ±  2  v^?"*  2  v/z^  ±  2  vV^, 

d'où  a  =  dt  ^  \^7  ±-  sJ7'  ±  -  \fz^  . 

2  2  2 

Aig,  £.,  10'  éd.  42 
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Secondement j  ajoutant  la  première  et  la  quatrième,  puis  sous- 
trayant de  leur  somme  celle  des  deux  autres ,  on  obtient 

d'où  A=±i^7q:lv^ipiv^r; 

on  trouverait ,  par  des  moyens  analogues , 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  analogue  à  celle  que  Ton  a 
rencontrée  dans  IVrapIoi  de  l'autre  méthode  :  elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer 
ces  signes ,  il  suflit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a -+■  b  —  c  —  dy     a '\- c  —  h  —  dy     a -h  d — b — r. 

Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit, 

et  comme 

Ta^  =  S3  =  —  3(7 ,     Ta'  i>  =  SjS,  —  S,  =  87 ,     Tabc  =  —  7 , 

il  en  résulte 

{a  '-{-  b  —  c  —  d)  {a  -h  c  —  b  ^  d)  (fl-h  rf  —  *  —  c)  =  —8  q , 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  ^/z' ,  ^z'\  ^^  doivent  être  af- 
fectés de  signes  tels,  que  leur  produit  soii positif  si  q  est  négatif, 
et  négatif  Si  q  est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  été 
obtenues  par  la  première  méthode. 

590.  Scolie  général.  —  En  appliquant  la  même  méthode  à 
réquation  du  cinquième  degré ,  on  devrait  chercher  la  valeur  d'une 
fonction  de  la  forme  ha  -+-  kb  -f-  /r  -4-  nid -+-  ne.  Gomme  les  cinq 
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lettres  a,  ù,  c,  d^  e  fournissent  24  X  5  011  120  |)ermutations 
différentes  (  n°  t4i$),  il  s'ensuit  que  la  détermination  de  cette  fonc> 
tion  dépendrait  d*une  équation  du  cent  vingtième  degré ,  dont  il 
faudrait  ensuite,  à  Taidede  quelques  artifices  d'analyse,  faire  en 
sorte  d'abaisser  le  degré.  Mais  jusqu'ici  les  efforts  que  Ton  a  tentés 
pour  obtenir  une  réduite  convenable  ont  été  infructueux;  et  Ton 
doute  si  jamais  on  pourra  y  parvenir,  à  cause  de  la  longueur  et  de 
la  complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations ,  problème  qui  ne 
peut  être  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le 
seul  avantage  qu'offriraient  les  résultats  serait  de  confirmer  la 
proposition  hypothétique  (n®25tf  )  :  Toute  équation  a  au  moins 
une  racini\ 
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CHAPITRE  X. 

Complément  de  la  thévrie  des  Suites. 


§  \^.  —  Des  Séries  récurrentes. 


400.  Nous  avons  vu  (d°  185)  que  les  fractions  algébriques 


^                 a                    a  -H  bx 
rationnelles  de  la  forme  -7 r-, —  9  — ; 77 7—-  v  donnent 

lieu  à  des  séries  d'une  nature  particulière,  connues  sous  le  nom  de 
séries  récurrentes.  Or  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sortes  de  séries, 
deux  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  résolues  pour 
les  progressions  par  quotient,  qui  sont  d^ailleui^  elles-mêmes 
(n**  198)  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a  pour  objet  de  déterminer  le  terme  gé- 
néral fl'une  série  récurrente,  c'est-à-dire  une  expression  à  Taide 
de  laquelle,  le  rang  d'un  terme  étant  donné,  on  puisse  obtenir  la 
valeur  de  ce  terme  sans  être  obligé  de  formei-  d*abord  tous  ceux 
qui  précèdent. 

La  seconde  a  pour  but  de  revenir  de  la  série  tx'currente  à  la 
fraction  génératrice,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  déterminer 
la  somme  des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  Ton  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a  été 
(lit  aux  n*"  105  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 

Première  question.   —   Détermination  du  terme  général. 
401.   Pour  passer  du  simple  au  composé ,  considérons,  en  pre- 
mier lieu,   la  fraction  — --5    qui ,  comme  on  sait,  donne 

a  -{-  o  .V       * 

naissance  à  une  sérir  récurrente  du  premier  ordre. 
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On  a  trouve  (  n"  i7î)  '; 


a  an     h'  a     //'  //     b' 

r/'-h  b'  X  ~  n'  —  a'  '  a'  ''  '^    *?  *  ^  '''    ~  a'  '  ^' 


.1  . 


•  • 


Or  cette  série  n'est  autre  chose  qu'une  progression  par  quoiient 

dont  le  premier  terme  est  —5  et  la  raison -xi  donc,  d'après 

a'  •  a 

ce  qui  a  été  dit  au  n'*  1 92 ,   le  terme  général  de  cette  série  _,  ou  le 

a     l      b'    \«-' 
«'""'  terme,  est    -,  • jx] 

a'     \      a      I 

4OT.  Soit  niamlenant  la  fraction  — ; j-, ; —  t    que  I  on 

n'  -h  h'x  -^  c'  x^       ' 

|)eut  (n*  579)  mettre  sous  la  forme 

a  -f-  5.r 


OL   -\-  ^J  X  -h  x 


1 


l') 


on  posant     —  =:  a  ,       —  =:  Ç,       —  =:  a  ,       <'t      —  rr  5' 


Désignons  par  x  —  p  et  j;  —  7  les  deux  facteurs  tlu  trinôme 
x^  '-{'  %' x  -f-  a'  ;  et  concevons  qu'on  ait  décomposé  l'expression  (1  ) 
<1ans  la  sonmie  des  deux  fractions  simples 

A  B 


X  —  p        X  —  q 

A  et  B  ayant  été  déterminés,  soit  par  la  méthode  du  n"  380, 
soit,  plus  simplement,  par  celle  du  n°58J ,  on  a  trouvé 

_  6/y  -h  a  6</  -f-  a 

Comme  chacune  tle  ces  fractions  donne  lieu  à  une  série  récur- 
î'cnte  du  premier  ordre,  si  l'on  forme  ces  deux  séries  séparément, 
ainsi  que  le  terme  général  de  chacune  d'elles  ,  la  somme  des  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre, 

Cela  posé,  si  Ton  compare  les  deux  fractions , . 

X  —  p    X  —  Y 
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à  la  fracrion  — — —,  pour  laquelle  le  terme  général  est  (n"  401  j 

-  I 7  •  »^  )      >  il  vient,  pour  le  terme  général  de  la  série  qui 

correspond  à  la  fraction  (  i  ) , 

A    /  I      \«-'      B    /i      \«-'  /A        B\ 

expression  dans  laquelle  il  ne  s'agirait  plus  (]ue  de  remplacer  A 
et  B  par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 
Soit,  pour  exemple,  la  fraction 

3  —  IX  —  3-+-2jr 

ou 


3-hax  —  jf''  — 3  —  2JCH-J:*" 

pour  laquelle  on  a  déjà  trouvé  (n*'  581) , 

3  5 

A  =  ^,     B=.^. 

Rn  vertu  de  la  formule  —  ( 1 1  x^~' ,   le  terrae  cénérul 

3  "~—  2  J7 

du  développement  de  ;; est 

^^  3  -f-  2  ^  —  ^' 

I      I         5        1     1       , 

Soit     /i  =  I  ;  cette  expression  devient  —  ij  —  -r  j  ar",  ou  4-  i . 

'  -'       ou     —\'^i 


^.3'        4/  27 


ou     H x^ 

9 
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On  a  donc,  pour  le  développement  lui-même, 

3  —  'XX      4  ''î       ^^^ 


3  -h  7>x  —  jp-  3  9  27 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d'après 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avan- 
tage qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général ,  c'est  de 
pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par 
tous  les  termes  intermédiaires. 

405  D  ans  le  cas  particulier  de/?  =  9,  le  terme  général  de  la 
fraction  génératrice  ne  peut  plus  être  déterminé  de    la  même 

A  B 

manière ,  puisque  le  mode  de  décomposition  en 


—  P      ^—P 
est  impossible  (n**  382). 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction,  devenant  alors 


a  -h  Sj: 


peut  (mémo  ninnéro)  se  décomposer  en  ces  deux-ci  : 


[x^PY         x  —  p 

Or  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à  une  série 
récurrente  du  premier  ordre,  qui  a  (n°40I )  pour  terme  général , 

/  ^\ 

Quant  a  la  première ,  elle  revient  ù 

(a -h  6/?)  (/7  -  x)-%      OU     î-±-^.^,-fj     . 

Vax  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme,  on  a 


7.x  Zx"^  4^'  /?X"""' 

H 1 r-  -f-  -^^  -f-.  .  .  H -.— .-  t 


P  P'  P""  P^ 

n  désignant  le  rang  d'un  terme  quelconque;  donc  le  terme  général 
correspondant  à  la  première  partie  est 

y.  -f-  ^p     nx--^  n  (g  -f-  6/7) 

— -— —    .    y  OU  ■  •    X 

p'  //'-•  p^-^^ 
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Ainsi ,  le  terme  général  qui  correspond  à  la  proposée  (?.)  est 
/î  (a  +  ^p)         6 


0 


^n-l-i  pn 


x"~*     ou ^ ^-^  .  jc"-' 


X"-', 


404.  Le  cas  où  les  deux  racines/^  et  q  sont  imaginaires  semble 
aussi  devoir  faire  exception ,  puisque  ^expression  du  terme  général 
renferme  les  quantités  p  elq,  et  qu'alors  elle  doit  être  elle-même 
compliquée  d'imaginaires.  Mais  il  est  facile  de  s^assiirer  que  les 
imaginaires  se  réduisent  et  disparaissent  tout  à  fait. 

En  effet,  si  l'on  remplace  dans  —  (  ~  H — ;;)  .r"~*,  A  et  B    par 

leurs  valeurs     A  =  -^ ,     B  = y    il  vient 

P  —  Ç  P  —  'i 

(67  -f-  «)/?"  —  (6jP-4-  a)  J7^ 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

lp"q"(p  —  q)        P^'r^'ip  —  Ç)]" 

Cela  posé  ,  si  l'on  a  p  =  r  -h  s  y  —  i , 

on  a  aussi  nécessairement     q  =r  r  —  .v  ^ — i  ; 

d'où   pq=zr^-}-s\     p"q"  =  (r''-hs^Y,     /^'»~' <^""' =  (r' H- j»)«-', 

p—qz=.7.s>J — I,   /?"— <y"=(rH-.vy/ —  i  )" — (r — ^v^ — i)"z=2A^ — i 
(en  développant  par  la  formule  du  binôme  e(  réduisant);  enfin, 

Le  terme  général  devient  donc 


r         aa/.y^i  2§X'.  V  —  I  1 

I  {r'  -f-  .y')'»  .  2  s  sf^       (r»  -f-  .ç»)"-'  .  2  ^  v^^  J 


=.  \  .Jf 


ij_i 


a^  3>t 


CiLf 


+  -      ' 


1—1 


a;"-', 


expression  tout  à  fait  débarrassée  d'imaginaires. 
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AÙS.  Remarque,  —  En  réfléchissant  sur  la  marche  que  Ton  a 
suivie  pour  la  détermination  du  lenne  général  relatif  à  une  série 
récurrente  du  second  ordre,  on  aperçoit  facilement  que  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
fractions  simples;  problème  quia  été  résolu  à  la  fin  du  huitième 
chapitre  (n***  579  et  suivants). 

Tant  que  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  o  seront  iné- 

A 

gaies,  la  décomposition  en  fractions  de  la  forme  pourra 

X  —  p 

toujours  être  opérée  ;  et  la  détermination  du  terme  général  se 

réduira  à  celle  d'un    terme  général  d'une  série  récurrente   du 

premier  ordre.  Mais  s'il  y  a  des  racines  égales,  on  sera  conduit  à 

la  recherche  dn  terme  général  d'une  expression  telle  que 


ou Il 

pm 


(x — pY 

X  \  — "' 

j      5  ce  qui  est  toujours  facile  par  l'application 

de  la  formule  du  binôme.  Toutefois,  pour  ne  rien  laisser  à  dési- 
rer, il  reste  à  indiquer  comment  on  peut  arriver  au  terme  général 

d'expressions  telles  que  ; r-, -,   , r-,.  ... 

f  ^     u-pY   {^-pY    (^-pY 

400.  Soit  d'abord  l'expression    , ,  •> 

\^ P 

A  /          jr\  ~  ' 
qui  revient  à  A  (a:  — p)"-^     ou (  i )     • 


On  a 


(.- 


x\~^              .    X       3.4'^'       3 . 4  •  5    X- 
—  1-1-3 1-  - — 2 1-  . — z 


i— I 


p)  p  1        p"-  2.3        p 

et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 
3  . 4 .  5  .  6 .  .  .  (/î  —  I  ).«.(/?  4-  I  )    •r'' 
2.3    4  •  ^  •  •  •  (''  —  0  P 

.      ....     ^  n[n-^\)    X"-' 

ou,  en  simplitiant ,  — *   _    — . 

Donc  le  terme  général  de  l'expression  proposée  est 

A     /î(/i4-  i)    j:""'              ,.                /'(/'  -hi)       A 
.  ^ . ,      nu  bien •  — —  •  J- 

n~-\  o  ».n  ^-2 


/r  2  /?""'  2  /. 
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De  même , r-    revient     à    —  (  i )     ; 

i^—pY  p'\      Pl 

mais  II =r,+4 1_  1 —  .      4.  I ^_ 

\        PI  p  7.      p^  7.  ,ô      p' 

série  dont  le  terme  général  est 

4.5.6.7.  .  .(n  —  I ) .  /i .  (/ï  H-  I  )  («  +  2)    x"-' 

2.3   4-5. 6. 7-..  (/î  —  1)  /?"""' 

,  ,    .                     1  (/î  H-  I  )  (/i  4-  2)    a:""' 
ou  ,  i>n  réduisant, '-^ • 


1.2.3 


P 


Donc  on  a ,  pour  le  terme  général  de  Texpression  proposée, 

-7  •  -^^ -^ .  -— ■ ,  ou  bien     ^  'l  ^  —r:  •  ^-'. ..; 

p*  2.3  y?"-'  2    3  /7^' 

Ainsi,  nous  pouvons  regarder  comme  résolu  complètement  le 
problème  de  la  détermination  du  terme  général  d'une  série  récur- 
rente. 

Secondk  question.  —  Sommation  des  séries  récurrentes . 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  Ton  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  entière  , 
r'est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  celte  série , 
ou  bien ,  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à  traiter 

• 
407.    Première  partie.  —  Soient  A,  B,  C,  D ,  E,  F,  .  .  .    U*s 

termes  d'une  série  récurrente  ;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons 

(jiic  la  série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire 

s'appliquera  aisément  à  une  série  d'un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  (n"  195)  pour 
les  ])rogressions  par  quotient. 

Désignons  par  p  y  7 ,  r  les  quantités  qui  forment  l'échelle  de 
relation,  c'est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut 
iiiiiltiplior  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C,  pcuir  former  E, 
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et  ainsi  de  suite;  on  aura  les  relations 

D  =  C/>  4-B7  4- Ar, 
E  =  D/?  4-  C^  H-  Br, 
F=r  E/^H-  Dy-f-Cr, 
G  =  F/?-f-E9H-Dr, 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  si  on  les  ajoute 
terme  à  terme,  et  que  l'on  appelle  S  ///  somme  ou  \afractfon  gé- 
nératrice cherchée,  on  obtiendra 

S— A  —  B  —  C  =r  y?  (S  —  A  —  B) -h  7  (S  —  A)  4- r S, 

i>   s  p      aa:       c       /'(A  +  Bj  +  iyA  — (A  -hB4-C) 

d  où  1  on  déduit       8=^—^ ^ 

p  -\-  q  -h  «•—  I 

En  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  premier,  deuxième^ 
quatrième, . .  .  ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

A 

t*' ordres  = ? (i) 

^ S^M-(A-KB)^ ^^^ 


3e g  _  /?  (A  4-  B)  4-  yA  —  (A  4-  B  -4-  C)    

,,  g  _A^(A-hB-f-C)4-7(A-f-B)-hrA-~(A4'B-t-C+D).   ^,, 

...  et  ainsi  de  suite. 

Soit  pour  example  la  série  du  troisième  ordre , 

1  —  2x  H-  3x'  —  lor'  -f-  22  J-*  —  5i  X*  -h  laôx". .  .  , 

dont  réchelle  de  relation  se  compose  de  Tensemblc  tles  quan- 
tités 
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on  trouve ,  en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  qur  Ton  a 

—  d:(i — 2.r)-f-!ix' — I-I-2J: — 3ar'  i  — x  —  x^ 


S  = 


—  a:  4~  2  j:'  —  3  .r^  —  i  i  -hx  —  2  x'  +  3x^ 


11  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux  ou 
trois  prenuers  ternies  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récur- 
rence. Cela  provient  (n*'  184)  de  ce  que,  dans  la  fraction  qui  lui 
a  duuné  naissance,  le  degré  du  numérateur  est  plus  élevé  que 
celui  du  dénominateur.  Dans  ce  cas,  pour  obtenir  \^  fraction  gë- 
ncratrke,  on  commence  par  faire  abstraction  des  termes  dont  on 
vient  de  parler;  puis,  après  avoir  obtenu,  d'après  les  formules  pré- 
cédentes, la  somme  des  autres  termes,  on  y  ajoute  les  termes  dont 
on  avait  d'abord  fait  abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout 
en  une  seule  expression  fractionnaire. 

408.  Seconde  partie .  — Dans  les  formules  précédentes,  il  n'entre 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
réchelle  de  relation.  Mais,  si  Ton  demande  V expression  de  lu 
somme  d*un  nombre  déterminé  de  termes  y  il  faut  en  outre  connaître 
les  derniers  termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont  les 
premiers  termes  sont  A,  B,  C,  D,  E,  .  . .  ,   Péchelle  de  relation 

[P^  7»  '*)  >  ^^  **'*  derniers  termes,  K,  L ,  M ,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a  les  relati(ms 

D  —  C/>  +-  B7  4-  Ar, 
E  =  D/?-h(:7-+-Br, 
F  =  E/;  -h  D<7  H-  (>, 


N  —  M/7  -h  L7  -f  Rr. 


[I.e  nombre  de  ces  relations  est  limité  el  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on  cherche  la  somme,  diminué  de  trois.] 

('ela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à  terme,  et  désignant  par  S  la 
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somme  cherchét:,  on  a  évidemment- 

S— A— B— C=r/;»(S-A-B-N)-f-7(S-A-K-M)-|-r(S-N-M.L); 

cl*oii  Ton  lire 

S  —  /^(A-f-B-hiN)+y(A-hN+M)H-/'(]N"  +  M-f-L)  —  (A-^^j+^C) 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatives  à  une  série 
récurrente  d*un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (3)  du  n**  407 ,  on 
voit: 

i**.  Que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  de  L,  M,  N ,    .  .  -, 

2^^.  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  suffit,  comme  nous 
Tavons  déjà  dit,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  Téchelle 
de  relation;  tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  formule  précé- 
dente, il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes 
qui  précèdent  celui  auquel  on  a  arrêté  la  série  :  ce  qui  exige  que 
l'on  sache  trouver  le  terme  générai  de  la  série ,  c'est-à-dire  Tex- 
pression  d'un  terme  de  rang  quelconque ,  question  qui  devient 
très-compliquée  quand  la  série  est  d'un  ordre  un  peu  élevé. 

409.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d'un 
nombre  déterminé  de  termes  s'appliquent  principalement  aux 
sénés  récurrentes  numériques. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordre, 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  i  ,  2 ,  3 ,  le  suivant  est  égal 
au  double  du  troisième ,  augmenté  de  la  somme  des  deux  premiers  ; 
le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  augmenté  de  la 
somme  du  troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi  de  suite.  Le  déve- 
loppement de  cette  série  sera 

I,    2,    3,    9,    23,    58,    i48,   377,  960,    2445,  6^27,.... 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  onze  premiers  termes,  on 
fera,  dans  la  formule  ci-dessns, 

A:i=l,B=2,C=:=3,/>  =  2,^y=l,rn=I,N=6227,31=r2445,L=96o; 
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ce  qui  donnera 

2  X  6280  -f-  8673  +  q632  —  6      ^^ 

S  = -i -Z =r  I0253. 

Si  Ton  demandait  la  somme  d*un  plus  grand  nombre  de  termes, 
par  exemple  la  somme  des  5o  premiers  termes,  il  faudrait  pousser 
la  série  jusqu'au  cinquantième  inclusivement ,  ce  qui  ne  laisserait 
pas  que  d'être  fort  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  quarante-huitième, 
quarante^neuvième ,  cinquantième  termes,  d'après  l'expression 
du  terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par  la  méthode  expo- 
sée précédemment ,  on  commencerait  par  mettre  la  série  proposée 
sous  la  forme 

1  -f-  2.r-f  3jr'-h9^-+-23j;<-f-  58jr*-H  .  . .; 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a  donné  lieu  à  cette 
sériel  et  on  la  décomposerait  (  n°  402  )  en  trois  fractions  simples 
pour  chacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant 
ensuite  la  somme  de  ces  trois  termes  généraux ,  on  aurait  celui  de 
la  série  i  -f-2J:-l-3jr'-f-...;  enfin ,  on  supposerait  x  =  1 ,  ce 

qui  donnerait  le  terme  général  de  la  série  H-24-3-l-9-i-23-f- 

Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent 
impraticables. 

£n  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (3)  du  n*'  407  à  la  sérii* 
I  -h  2jr  -h  3x'  -h  9^' -h  .  .  ,  en  y  supposant  A  =  i  ,  B  =  2^, 
C  =  3.r%  /^  =  2.r,  q  ^=  x^ ^  r=:  x\  on  aura 

1 —  2x- 


I    7.x  X' X^ 


Or  l'équation   ^-hx'4-2.r — 1  =  0    ne   peut  évidemment 

avoir  que  des  racines  incommensurables;  ainsi,  la  décomposition 

I  ——  2  x^ 

de  la  fraction en  fractions  simples  ne  neufs*» 

i  —  2x  —  x^  —  x^  "^  ' 

faire  d'une  manière  exacte. 

Ces   réflexions  prouvent  que   certains   résultats  analytiques , 

simples  en   théorie,   sont  quelquefois  peu  susceptibles  d'appli- 

<!atiori. 
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410.  Nous  terminerons  la  tliéorie  des  séries  récurrentes  par 

l'exposition  d'un  moyen  dû  à  Lagrange,  pour  reconnaître  si  une 

série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 

i^.  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S^  est  une 

série  récurrente  du  premier  ordre,  elle  provient  d'une  fraction 

a 


de  la  forme 

a' 

-+- 

b'x 

• 

Or  on  a 

a' 

'\-b'x 
a 

a' 
a 

4- 

b' 
a 

X, 

ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  l'unité  divisée  par  la  série  proposée,  S ,  doit  donner  pour 
quotient  une  fonction  entière  de  x  (  n**  1850)  égale  <«  p-f-qx.  Si 
cette  division  ne  se  fait  pas  exactement,  c*est  que  la  série  (en 
supposant  qu'elle  soit  récurrente)  est  du  second  ordre  ou  d'un 
ordre  supérieur. 

2**.  Si  c'est  une  série  récurrente  du  second  ordre ,  elle  provicn  t 

d'une  fraction  de  la  forme  — ; j-, r-,  ;  or  on  a 

a'  -f-  b'x  -h  c'x^  ' 

a' -irb'x-^c'x^       a'       ab'  —  ba'  a}c'—b{ab  —  ba')      , 

;;^ I r -f- ^ r' 

bx  a  tt"  a''[a-\-  bx)        '  '    ' 


ou  />  H-  ûTx  -h f—  •  J?'  9 

a  -h  bx 

ce  qui  prouve  que  l'unité,  divisée  par  S ,  doit  donner  lieu  à  un  quo- 
tient entier  de  la  forme  p  -f-  qx ,  plus  un  produit  de  ^x?  par  une  série 
récurrente  du  premier  ordre ,  c'est-à-dire  qu'en  désignant  par 
S'x^  le  reste  auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  i  par  S  et  ob- 

S 
tenu  le  quotient  p -h  qx  ^  on  doit  trouver  —  égal  à  un  quotient 

exact  de  la  forme /?'-+-  7'j^;  et  ainsi  de  suite. 

4tl.  Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a  donné  la  régir 
suivante  pour  reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente  : 
Soit  S  =  A-|-Bar-4-Cr'-f.  Dx*»  -H  . .     cette  série. 
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!<'.  Divisez  /'unité  par  S ,  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p  -h  qxy  et  tel  que  S'x^  (S'  dé- 
signant une  série  indéfinie  de  la  forme  A'  4-  Wx  -1-  C'.r'  -f-  .  .  .). 

2**.  Divisez  S  par  S',  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p'  -ï' q' ^  y  et  un  reste  tel 
que  S"x'  (S"  étant  égal  à  A"-h  B"x^-h  C'x'  +  ...)• 

3®.  Divisez  S'  /?ar  S",  c/  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p"-\-  q"x ,  et  un  reste  tel 
queS*'^'. 

4°.  Dii^isez  S'  par  S"',  et  poussez  l'opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme /;*'-f-  q^x  ^  et  un  reste  S*^jr'; 
et  ainsi  de  suite. 

Dès  que  Tune  de  ces  divisions  se  fait  exactement ,  la  série  pro- 
posée est  récurrente ,  et  l'ordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang 
de  la  division  qui  s'est  faite  exactement. 

Quant  à  l'échelle  de  relation  de  la  série,  on  l'obtiendrait  aisé- 
ment (n^  184)  si  Ton  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or  supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d'équations 

'i  S'     , 

-  ==:/?  4.  çj:  -+-  g-î^', 

S  ,  ,         S", 

g7=;>    -H7X  -^-gr-*  » 

S' 

La  dernière  donne  xr  =  "-» >r—  • 

S'         p  -^q'^x 

d'où ,  en  substituant  dans  la  seconde , 

P    -h  q   X  p    ^  q\x 

Donc  — 


S         ,p'^q\r\{p"^q"x)-\-x' 
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Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  ^  on  trouve 

1    __.  (/^  +  qx)  {p'-^  q'x)  [p''-^-  q"x)  +  (/?  +  qx)  x'-\~  {p"-h  q"x)  JT» 
S  (/>'  -h  ^'x)  [p''  +  gr'^or)  -H  a:»  ' 

donc  enfin 

^_  {p'  4-  q'x)  (p"  +  q"x)  -f-  X' 

"  ""  {p-^-qj^jip' -^q'^)[p' '^q"^)--^(p-^qx)x'-^{p"'^q'x)x^^ 

expression  qui ,  simplifiée ,  est  de  la  forme 

a-\'  bx  -\-  ex* 

"^  fl'  4-  b'x  -f-  (/x^  -4-  // V  ' 

et  l'échelle  de  relation  est  alors  (n°  184) 

l""?"^'        ""^'^''       ""^•^' 

Prenons  pour  exemple  la  série 

I,  3,  6,    10,    iSy  21,   289  36,  4^,..., 

dont  chaque   terme  s'obtient   d'après   l'expression  générale  • . . 

n{n  -^i]        .,  ,  .  .  ,, 

— ^ ,  n  désignant  le  ran^  du  terme  que  1  on  veut  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente,   on  la  mettra 
d'abord  sous  la  forme 

i-l-  3x  +  6x'  +  iox'+i5x*-|-2ia?*-f-28x<'-4-36i'+45x*H-. . . 
Cela  posé ,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus ,  on  trouve 


=  1  —  3x  -r-  ~ 


X 


ï 


S"~  i-h3a:H-6j;»4-...  ™  S 

(S'  ayant  pour  développement 

3-l-8x4-i5x'+24x3-f-35x<H-48x*+63x«-f-8ox'-|-99x«-i-...); 

S         i-irZx-\-    ôx^ -+-...        I        r  X*  S" 

=  ^-^-x-{ — 


S' ""  3-f- 8a:+ iSx'H-...        39  9     S' 

(S"=:l-h3x-f-     6x''-|-  lOX^-h  ...j; 

S'  3-4-8x+i5x='4- 


S"       I  -f-  3  j:  H-  6x'  +  1  ox^  -h  .  .  . 


=  3  —  X , 


tjiiotient  exact. 
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AÎDsi ,  la  série  esL  récurrente  et  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  IVchelle  de  relation,  rapprochons  les  équations 


la  dernière  donne 


d'où 


S  -  '      ^" 

4- 

s       I       1 
S'      3^9 

4- 

X'  S" 
9 'S'' 

£^7=3  — x; 

S"            I 

S'  ""3-x' 

S        3-hx 

4- 

■r'         1 

S'~        Q 

Q      i  —  X 

et,  par  conséquent,      -  =i — 3x4-x'{3 — .r)=i — 3x4-3x'— a:'  ; 


donc  enfin  S  = 


I  —  3x  -f-  3  r'  —  x^       ( I  —  xf 

Ainsi  réchelle  de  relation  de  la  série  i  -h  3x  -|-  6jr*  H-  -  .  •  se 
compose  des  quantités  (3  j?,  —  3a:%  -H  ar»),  et  l'échelle  de  relation 
de  la  série  proposée ,  i  -h  3  -h  6  -f-  i  o  -f- . . .  ,  est  l'ensemble  des 
nombres  (3,  —  3 ,  -r  i);  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

Par  exemple ,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produits 

des  trois  termes ,  21,  1 5 ,  10, 

multipliés  respectivement  par  3 ,      —    3 ,      4-    i  • 

N,  B,  —  On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le 
moyen  de  retrouver  l'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente , 
quand  la  trace  en  a  été  perdue. 

§11.    —   Des  Séries  de  nombres  figurés  et  de  celles 

qui  en  dépendent. 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesf|uelles  on 
peut  obtenir  facilement  le  terme  général ei  V expression  delà  somme 
trun  nombre  limite  de  termes  :  ce  sont  les  séries  numériques  qui 
liront  leur  origine  d'une  progression  par  différence. 
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4I!I.   Détermination  du  terme  général  de  la  série 

^«  _j_  ^«  _^  ^  _j_  ^  _l_  ^  ^ 

a  y  bjC^  dy , .  .  étant  les  termes  d'une  progression  par  différence. 
Od  a  vu  (n®  186)  que,  dans  toute  progression  par  différence^ 

Ta.b,c,d,e./',g,/i»..,^ 

le  ternie  général ,  / ,  a  pour  expression  /  =  a  4-  («  —  i  )  r,  r  dési- 
gnant la  raison  et  n  le  nombre  des  termes  ;  donc  le  ierme  général 
de  la  série  des  m''*^"  puissances  des  différents  termes  de  cette  pro- 
gression a  pcRir  valeur, 

/«==[«  +  (/i  —  ijr]". 

Soit  proposé ,  pour  exemple ,  de  trouver  le  quinzième  terme 
•de  la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 
7 1 . 3 .5. 7 .9. 1 1 . 1 3 ... .  On  aura ,  en  faisant  dans  la  formule , 
/!=  i5y  m  =  S,  a  =  i,r=2, 

/*  =  (i  -h  «4  X  2)*  =  29*  =  ao5i  1 149- 

415.  —  Sommation  des  termes  de  la  série 

a«  -I»  ^«1  4-  ^  _j_  c^i»  4_  .  _  4-  X"^  -f-  /", 

<iy  b^Cy  d^. , .  y  ky  l  étant  les  termes  d'une  progression  par  dif- 
férence. 

On  a ,  d'après  la  formule  du  binôme, 

^m  =1:  (û  -h  r/"  =  «"  H-  w/«™""*  -+-  m r*  a™-'  -|-  . .  , , 

^  =  (^  4-  r)*"  =  6"  4-  mrb'^-^  +  m H  o"-'  4-  .  • . , 


im  --  //.  4_  ,.)»  =  /.«  4-  wrX""-'  4-  w r^^fl»  -»  4.  ..,. 

Ajoutant  toutes  ces  égalités   membre  à   membre,  et  désignant 

43. 
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par  S« ,  S«_, ,  S«_j , . . . ,  S, ,  S, ,  les  sommes  des  /»""•%  (//i  —  i  y**'^. . . 
puissances 9  on  obtient 

ou  réduisant, 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances,  depuis  Sm-, 
jusqu'à  So  inclusivement. 

(So  étant  égal  k  n"*  -^  b"* -{-  c"  -h  . .  •  -f-  X"»  -h  i*',  équivaut  à  n.) 
Pour  faire  connaître  Tusage  de  la  formule  (A) ,  faisons  successi- 
vement /w  =  I,  2,  3,  4»  5. . . . 

Soit,  i".  //i  =  î  ;  on  trouve 

l  —  a  =r  /\  So  —  /**)  ;  d  ou   So  = h  I  = =:  H, 

r  r 

résultat  que  Ton  connaît  déjà. 

2°.  ///r=:2;      il  vicut      /»  —  «   =:  2  r(S,  — /) -h  r»  (S»  —  A*) , 

d  ou  s,  —  /  = î ; 

donc  ^^t:z^^riy^a\^{l-^a)il-n^r)^ 

ir  2r  ir 

ou  bien ,  à  cause  de  /  ==  «  h-  (/i  —  i)  r,    d^oii    /  —  /ï  -h  r  =  /i/-, 

(/  -f-  rt)  .  /ir       (/  -i-  g)  /i 

s,  = = 9 

2r  2 

résultat  qui  est  encore  connu  (n**  187). 
3°.  ///  =  3;  la  formule  (A)  devient 

l^  -  a^=.  3/-(S,~  /^)  -h  3r=(S.  —  l)  ^  r'(S„  -  /«), 

résultat  qui  fera  connaître  S,  en  fonction  de  S,  et  de  S©. 

/»-  û'  =  4 r(Sa—  /^)  4-  6r'(S-'—  Z^')  -f-  4'''(S.  —  l)^  r\^^-^l^)  ; 

♦»t  cette  formule  donnera  S,  en  fonction  de  S..,  S,,  S„;  ainsi  de 
suite. 
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D'où  l'on  voit  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  semblables  d*un  nombre  déterminé  de  termes  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les 
degrés  de  ces  puissances. 

414.  Prenons  pour  exemple  la  suite  naturelle  des  nombres 
I,   2,  3,  4>  5,  6,  7,   8,  9,.  .., 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  eic. ,  des  n  pre- 
miers termes. 

On  a,  d'après  les  formules  précédentes,  et  en  observant  que 

£iz=:i,      r=i,      i=z  n  y      So=/', 

2  2 

2».       /î'  —  I  =  3  (Sa  —  n^)  -f-  3  (S,  —  «)  -h  /i  ■—  1  ;  donc 

/i'  —  I        /ï'  —  n       n  —  I        2  «'  -4-  3  /i^  -f-  /« 


S,  =  /i^  H- 


3  "2  3      "~  6 

n[n  -\-  1)  [in  H-  i) 


9 


ou  bien  encore,      83=:  _ 

2.3 

3^.  /!*—  1  =4 (S,—  «')4-6{Sï  — /î')  -+-4(S,  — /!)  +  /<  —  ij 

72*  —    I  2/1^  —  3  /l'  -f-  /Z  /?' /i  «  —   I 


donc  S3  =  /t^  4- 


4  4  ^       "    4 


ou      S,  = 7 =  — ~". =  (S,)'. 

4  4 

On  trouverait  pareillement 

6/1*4-  1  5 /t*  -f-  10  72^  —  /?  .      .    , 

S4  = 5 ;         et  amsi  de  suite. 

3o 

N.  B.  —  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  série  naturelle  i ,  2 ,  3 , . . . ,  des  sommes 
relatives  à  toute  autre  progression ,  nous  désignerons  dorénavant 
les  premières  par  /i ,  ^a,  J\\ ,    .  . ,  y^  ;  en  voici  T  usage  : 

4115.  On  peut  toujours,  à  l'aide  de  ces  expressions,  obtenir  la 
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valeur  de  îa  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une  série 
dont  le  terme  général  est  une  poitction  rationttells  et  ehtiàee  du 
nombre  des  termes  que  l'o-n  considère. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  une  série  dont  le  terme  général  est 
anP,  a  étant  un  nombre  connu  quelconque,  p  un  exposant  entier 
et  positif,  n  le  rang  du  terme  que  Ton  considère. 

La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

a  ,  iP  -^  a  .  2P  -j-  a  .  3p  -{-  a  ,  ^P  -{■■  .  .  .  -h  a  .  nP  f 
série  qui  revient  évidemment  à 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  par 
a  ,  nP  ±  b  .  ni ±c  ,  r^ y  revient  à 

a  (i/»  -h  2/»  4-  Sa»  -f-  .  . .  -h  /!'»)  I 
±^(iï-h  27  -H  S^-f-  . . .  -f-/i?)  >  :=a  .fp±h  .fq±c  .fr, 
±: c  (i»"  4-  a*"  -+-  3'' -h  .  .  . -f- /î'")  ) 

Or  les  expressions  fptfq^Jr  sont  connues  diaprés  les  formule» 
du  n*^414;  ainsi  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée. 

4 16.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  —  On  appelle 
ainsi  les  séries  que  Ton  déduit  d*une  progression  par  différence, 
dont  le  premier  terme  est  Tunité ,  et  la  raison  un  nombre  entier, 
en  faisant  successivement  la  somme  des  deux  premiers ,  des  trois 
premiers ,  des  quatre  premiers , . . .  termes  de  la  progression  ,  et 
opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  série  que  Ton  obtient  par  ce  moyen , 
comme  on  a  opéré  sur  la  progression  ;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  d'abord  la  progression  naturelle  des  nombres 

ti.  2.      3.      4-      ^-       ^'        7 y 

I,  3,     6,    lo,   i5,     21,     28 , 

1 ,  4  7   '  o ,  20 ,  35 ,     56 ,     84 , 

Les  séries (1^  5,    ,5^  35^  .^o,    126,  210 


7 


9 
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dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  alternativement  les  deux 
premiei^ ,  les  trois  premiers  , . .  .  termes  de  la  progression  propo- 
sée ,  dont  la  seconde  se  forme  à  l'aide  de  la  première  comme  celle- 
ci  s'est  formée  au  moyen  de  la  progression ,  dont  la  troisième  est 
déduite  de  la  seconde  comme  celle-ci  Ta  été  de  la  première, ...  ; 
ces  séries,  dis-je,  sont  celles  des  nombres  figurés  de  lu  première 
classe, 

La  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires; 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  qui  viennent  après  la  seconde  n'ont  pas  reçu  de 
dénominations  particulières. 

La  progression  t  i .  3.  5.  7.  9.  1 1  ...  2//  — 1  donne  naissance 
aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe  ;  et  les  séries  qui  en 
dépendent  sont,  diaprés  la  loi  ci-dessus, 

J  »   4»     9?    »^»   ^5»   ^6   ••» 
1 ,   5,    14?  3o,  55,  91 . .  • 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carres;  la 
seconde  ,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  Tanalogie  que  ces  nombres 
ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

417.  Les  séries  qui  viennent  d'être  formées  jouissent  de  \i\\x- 
sieurs  propriétés  curieuses ,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus  im- 
portante :  c'est  que  l'on  peut  toujours  former  leur  terme  général , 
et  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  n  premiers  termes ,  en  fonc- 
tion des  quantités  ^  1  >  ^ 2  >  ^3  ?  •  •  •  . 

En  efi'et,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des 
séries  qui  en  dérivent  est  telle,  que  son  /t'*'"*  terme  est  égal  à  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  proposée  ;  donc  , 
1°  ce  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction 
de  n  ;  2"  puisque  ce  terme  général  est  voie  fonction  rationnelle  de  n , 
la  somme  des  n  premiers  termes  peut  (n"  ^15)  être  exprimée  au 
moyen  des  sommes  fx ,  /'.,,  /*,,...,  dont  les  valeurs  sont  connues. 


68o  APPLICATION    AUX    SÉRIES 

Ainsi ,  soient  la  progression   fi.2.     3.  4*  5..., 

et  les  suites  qui  en  dérivent,          i,   3,     6,  lo,  i5. . .  , 

1 ,  4  >    ' o  j  2o ,  35 ... , 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant — ,  le 


terme 


gênerai  de  la  première  suite  est  ^ ^— ,  ou 1 —  ;  donc 

2  2  2 

(n**  415)  ia  somme  ries  n  premiers  termes  de  cette  suite  a  pour 
expression 

'qf'  +  lf" 

OU,  remplaçant  ^a ,  y,  par  leurs  valeurs  (  n°  414) , 

2  «*  -f-  3 /Z'  -H /ï  /l' -f- /l  /2*^  4- 3/2*-|-  2/î 

12  4  6 

, ,      .  .      .  /î  (/î  -j-  I  U/l  -+-  2; 

expression  qui  peut  encore  s  écrire  ainsi  :      — ^ ~ ^  - 

De  même,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 


/l*  -f-  3  72*  +  2  /ï  I  I  I 

6  623 

on  a  pour  la  somme  des  n  premiers  termes  de  celle  suite, 

ou ,  substituant  pour /i  ^  fa  fs  leurs  valeurs , 

/ï*  4-  2  71*  -h  /i'       2  «'  -f-  3  /i*  -f-  'ï       n^  -{-  n 


24  12  6 

n*  -H  6  /i'  4-  1 1  Ti'  -+-  6  « /î  (/?  H-  i)  (/ï  4-  2)  (/î  -f-  3) 

24  2 . 3  •  4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite  , 

«'  4-  6  /ï'  4-  1 1  «'  4-  6  «  I     ,        I    ,        11,        I 

24  24  4  ^4  4 
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et,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n  premiers  termes , 

/i*-h  lo  /?*H-35  /i^H-5o  /z^H-a4  n  _  /z(/2+ 1)  (/^-h^Q  (/?-4-3)  (ig-f-4) , 

1 20  2.3.4.5  ^ 

ainsi  de  suite. 

N.  B,  —  II  est  à  remarquer  que  les  expressions 

n     /f  (/ï  -h  I  )     n  {n-h  i){n-\'2)     «  (/i  -f-  r )  (/?  +  2)  («  -4-  3) 
—  ,  , j    — j 

I  2  2.3  2.3.4 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coefficients  du 
développement  de  (i  — J?)"*",  en  supposant  successivement  /w  =  2, 
w  =  3,  /7i=:4,  /wmS,,...  [y oyez  à  ce  sujet  le  n®  406.) 

418.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  correspondent  à  la 
progression       ^i.     3.       5.       7.       9...2/t  —  1, 

savoir  i,     4'       9>     ^^9     ^^ 

1 ,     5 ,      1 4  9     3o ,     ^^ 


j^  j^ième  terme  àe  la  série  des  nombres  carrés ,  étant  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  proposée  ,  a  pour  expression 

(2  /î  —  1  -f-  1  )  // 

—  =  n\ 

2 

Donc  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  même  série  est 

2  fi^    I    3  /i'    I    // 
égale  à  /„  ou  (n"  412  )  à 7^ — 9  expression  qui  revient 

«  (/i-h  i)(2/t  -H  0 

encore  a  = 

2  .  3 

2  n^   \    3  /î'  "4~  n 
Le  n'**"  r^r/wp  de  la  seconde  série  ét2<ïit r^ 9 


6 


ou  bien  ,  77  'f^  -H  -  «'  -h  ;v  /' , 

320 
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on  a  pour  la  valeur  de  la  somme  des  n  premiers  termes, 

i  ^    ,    I   ^    ,    1   ^        «*  -h  4  "'  ^-  5  /i»  -f-  2  « 
373  +  -y>+g/.  = , 

..  /l(/ï  -f-  l)'(/I-t-2) 

OU  bien  encore  — ^ —-7 • . 

3 .  4 

On  trouverait  de  la  même  manière  les  termes  généraux  et  som- 
matoires  des  séries  qui  résultent  de  toute  autre  progression. 

§  111.  —  Retour  des  Suites ^  ou  méthode  inverse  W!?^ 


/  • 


séries. 

419.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne,  en  gé^ 
ncraly  le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x  suivant  les  di- 
verses puissances  de  cette  lettre.  Réciproquement,  cette  fonction , 
que  Ton  peut  désigner  par  y,  étant  développée  suivant  les  puis- 
sances de  Xy  on  peut,  par  la  même  méthode ,  obtenir  le  développe- 
ment de  la  quantité  x  suitfant  les  puissances  de  y^  et  c'est  en  cela 
que  consiste  le  retour  des  suites ,  ou  la  méthode  inverse  des  séries. 

Soit 

j  =  rt JT  -h  bx*  -f-  cx^  H-  dx*  4-  . .  -  (  I  ; 

la  fonction  développée  suivant  les  diverses  puissances  de  a 
(a,  by  c,  rf, . . .  étant  des  quantités  connues);  on  demande  réci- 
proquement la  valeur  dr  xenjr,  c'est-à-dire  les  coefficients  du 
développement 

j:  =r  Ar  -H  Br'  4-  Cr"  -h  Dr^  -f- (2) 

Pour  y  parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube,... 
les  deux  membres  de  Téquation  (  i  )  ;  il  vient 


j'  =  a'^x^  -+-  2ab  x^  -f-  b^ 

j:*-+-  2flcf 

x* 

4-  2rtC 

4-  2  ^c 

y  =z  a'x"  -h  3a^  bx*^  3ab' 

jr*4-  ..., 

-h3a'c 

y*       a\K*  -f-  4«^  bx^  -^  .  . ., 

X^  =  a^x^  H-  .  . .  J 
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d'où ,  substituant  dans  Téquation  (2)  et  ordonnant , 

jt    I   •  •  •  • 
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0 

z=ka 

x-h  A^ 

x^  H-  Ac 

or^-h  Arf 

—  I 

-4-  Ba* 

H-2B/ï^ 

-hBè' 

-^Ca' 

-f-2Bac 

4-3C«»6 

-f-Drt* 

Égalant  à  o  les  coefficients  de  jr,  x%  x^,  x% . .  . ,  on  obtient  les 
équations 

I 

ka  —  1=0,     A^  +  Bu-  =  o ,      Ac  -f-  2  B«^  4-  Ca^  =  o , 
Arf  H- B^»  4- 2  Brtc  +  3Ca»^-hDn*  =  o,.  .  .  , 


desquelles  on  déduit  successivement 

I         Kb b         —  Ac  —  i^ab 


2  ^' —  ac 


a' 


D  = 


5  abc  —  5b^  —  a^d 


a' 


>  • 


.   Ainsi  Ton  obtient  pour  le  développement  demandé, 


jc  =  "-r — T-r'-H 


2  b^ —  ac 


a 


a' 


a' 


r- 


5  b^ —  5  abc  -f-  «*^/ 


fl' 


y' 


N,  Bs  —  Si  Ton  a  un  développement  de  la  forme 

jr  =  a-\-ax  -\-  bx"^  -f-  cx^  -f-  .  .  .  , 

il  est  facile  de  s'assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente ,  que 
l'on  ne  peut  pas  développer  x  suivant  les  puissances  de  la  fonc- 
tion X  elle-même;  mais  on  peut  faire  y  —  a  =  2,  ce  qui  donne 

z  :=  ax  -j-  bx"*  -f-  cx^  -h  . .  .  . 

Posant  ensuite  x  ::=  Az  -h  Bz'  4-  Cz^  H-  •  • . ,  on  déterminera  les 
coefficients  A,  B,  C,...;  après  quoi  Ton  remettra  pour  z  sa 
valeur^  —  a  ;  et  alors  le  développement  de  x  procédera  suivant 
les  puissances,  non  de  la  fonction  j,  mais  de  Tcxpression  y  —  a. 
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par  Sa, ,  S„_, ,  S«_a , .  •  •  >  Sa ,  S, ,  les  sommes  des  //?'*'"",  (tn  —  i  )'***%.. . 
puissances,  on  obtient 

S«— fl'"=S«-/'-4-#nr(S„^..~/'"-')4-//i  ^-^^  r»(S„ _.—/—') 4-..., 
ou  réduisant, 

/«  —  fl"  =  mr(S„_,  —  /«-')  -f.  w  ÎÎLIL_'  r'  {S„^,  —  /'»-»)  + . . . ,     (A) 

formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances,  depuis  Sm-i 
jusqu'à  So  inclusivement. 

(So  étant  égal  à  /?°  4-  /.»''-+-  c"  -f-  ..  .  -h  ^*  -4-  /",  équivaut  à  w.) 
Pour  faire  connaître  Tusage  de  la  formule  (A) ,  faisons  successi- 
vement m  =  I,  2,  3,  4»  5. .  . . 
Soit,  r*.  ///  :=  1  ;  on  trouve 

/  —  fi                ('i  —  i)r-\-r 
/  — /ï=r/\So  — /");  dVni  80= h  i  =^ ^ =  n, 

r  r 

résultat  que  Ton  connaît  déjà. 

2".  /M  r=  2  ;     il  vient     /'  —  a-  r=  2 r(S,  —  /)  -h  r» (So  —  t^) , 

d  où  S,  —  /  = i : 

2r  2  /-  . 

/»  — û'       r(/4-fl)        (/-f.«)(/  — ^i4-r) 

donc  o  = 1 = '-  » 

2  r  2  r  2  /• 

ou  bien ,  à  cause  de  l  :=  a  -^  (n  —  i)r,    d'où    /  —  /i  +  r  =  /ir, 

'  2  r  2 

résultat  qui  est  encore  connu  (n°  187). 
3°.  /;/  =  3;  la  formule  (A)  devient 

/^  —  «'=  3r(S,—  /'-•)  -f-  3r=(S,  —  /)  -h  r^(So  -  /"), 

résultat  qui  fera  connaître  Sj  en  fonction  de  S,  et  de  S©. 

4°.  w  =  4; 

ot  cette  formule  donnera  S:»  en  fonction  de  S..,  S,,  S„;  ainsi  de 
>uitc. 
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D*où  Ton  voU  qu'on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  semblables  d*iin  nombre  déterminé  de  termes  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les 
degrés  de  ces  puissances. 

414.  Prenons  pour  exemple  la  suite  naturelle  des  nombres 

1,2,3,  4>   5>  ^>   7>   ^»  9>- ••' 

et  recherchons  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc. ,  des  n  pre- 
mier» termes. 

On  a,  d'aprcs  les  formules  précédentes,  et  en  observant  que 

a=i,      r=i,      lz=  Rj     So=/', 

i*'.  S,  =  -1--Î— -%      ou      . 

2  2 

2".        «'  —  1  =  3  (Sa  —  Ai')  -{-  3  (S,  —  n)  -\-  n  —  j  ;  donc 

^       /i'  —  I        «'  —  n       n  —  I  2  /i'  H-  3  71  '  -I-  « 

3  2  3  6 

OU  bien  encore ,      Sj  = ^  \ . 

2  .  3 

3«.  71*  —  I  =  4 (S,  —  n')  4-  6(S,  —  71»)  ■+-  4(S,  —  /i)  -h  «  —  I ; 

,        ^                  71*  —  1        ^n?  —  3  7/'  H-  7?       77'  —  n       n  —  i 
donc  S3  =  n^  H 7 7 7 —  y 

4  4  24 

7i*  H- 2 71^  H-  /i'  /f»(«-f.l)' 

ou      s,  = 7 =  — ^  -y =  (S,)^ 

4  4 

On  trouverait  pareillement 

-,  671*-+-  l57î*  4-  1072^—71  ... 

S4  :^ = ;         et  amsi  de  suite. 

00 

N,  B.  —  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  termes  de  la  série  naturelle  i ,  2 ,  3 , . . . ,  des  sommes 
relatives  à  toute  autre  progression ,  nous  désignerons  dorénavant 
les  premières  par  f\y  fi,  Jiy    .  . ,  ^^ ;  en  voici  l'usage  : 

415.  On  peut  toujours,  à  Taide  de  ces  expressions,  obtenir  la 
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Â ,  B  »  C , . .  • ,  former  les  diverses  puissances  >  /%  7*,  j*, . . . ,  à 
l'aide  de  cette  dernière  équation ,  puis  les  substituer  dans  la  pi*e- 
inière  ^  ce  qui  donne  alors  une  équation  identique  en  x ,  dont  on 
^gale  séparément  à  o  les  coefficients  correspondants. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parce  que  les  coefficients' A,  fi,  C,...  entrent, 
dans  les  équations  de  condition ,  à  des  puissances  de  degré  supé- 
rieur au  second. 

§  IV.   —   Des  Séries  trigonométriques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sin  x, 
cosx,  tang  j?,  suivant  les  diverses  puissances  de  Tare  x,  séries 
qui  servent  À  la  confection  des  tables  trigonométriques. 

Développement  de  siu  x  et  de  cos  x. 

422.  Pour  résoudre  cette  question ,  nous  partirons  de  la 
formule 

(cos  rt  -h  sin  û .  \/ —  I  r  =  cos  ma  -f-  sin  ma .  ^ —  i , 

démontrée  (n"  580). 

Si  Ton  développe  le  premier  membre  de  cette  équation  d'après 
la  formule  du  binôme  ,  il  est  aisé  de  voir  que  le  développe- 
ment se  compose  de  deux  parties  distinctes:  une  partie  réelle 

et  une  partie  affectée  de  ^ —  i .  Or,  pour  que  l'équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des  deux  membres  et  entre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué  ;  nous  obtiendrons 

les  deux  nouvelles  équations 

m  —  I 

cos  ma  =  cos'"^  —  m  . .  cos"''  a .  sm'  a 

a 

m  —  1    m  —  2   m  —  3 

-♦-  m  . •  — —  •  cos"~*  a .  sm  *  /i .  . .  , 

234 

smw/i=/».cos'""'<7.smfl— /w. — •cos'"-^/i.sm*ii-4-,  . 

9.  3 


cosma 
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Ces  formules  servent,  en  Trigonométrie  y  à  déterminer  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples ,  ma  ,  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  Parc  a  ;  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 

4S5.  Observons  d'abord  que,  d'après  la  relation 

sin  a 
tanc  a  = 9 

°  COSÛ 

on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 

/             m — I           ,             m — I    m — 2   m — 3  .  \ 

=:co8'"ali — /7î. .tang'tfH-m. •  —5 ^  .tang^A — ...j 


sin  ma  =  cos^fl  1  m  .  tang  a  —  m  , •  — 5 —  .  tang 


m  —  i     m  —  2  \ 


Gela  posé,  faisons     ma  =  .r,     d'où     m  =  -;      ces  formules 

deviennent 

X — a   tangua  x — a  x — 20  x — Za  tanc^/ï 

cos^^rcos^al  I — X, • — 2 — -f-jc. 


_     ,      tancâ           X  —  a  x  —  ia  tanir'a 
sinar=:cos"/i  \xm — x. • ;; ~ h... 


fl> 


2/1'  *     2  3  ^  a* 

I      tang  a  .a 

a  I  X» — X.- 

\  « 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités,  a ,  x  et  m, 

X  , 

étant  liées  par  la  relation     ma  r=  x    ou    /«  =  - ,     on  peut  faire 

a 

m 

varier  m  et  a  de  manière  que  leur  produit  x  reste  constant;  car  si 
Ton  prend  pour  a  ,  par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à  fait 
arbitraires,  les  valeurs  de  m,  correspondant  à  ces  valeurs  de  a  et 
à  la  valeur  constante  de  x ,  s'obtiendront  au  moyen  de  la  relation 

X 

m  =-.  IVun  autre  côté,  l'on  sait,   d'après  les  principes  de  la 

Trigonométrie ,  que  plus  un  arc  a  diminue,  plus  il  approche  de 

devenir  égal  à  son  sinus  et  à  sa  tangente;  ce  qui  revient  à  dire  que 

sin  a  tang^i 

le  rapport ,  ou    — ^^— ,  tend  sans  cesse  vers  i  unité,  et  que, 

quand  on  supp<»se  Tare  moindre  que  tout  arc  donné,  ce  rapport 
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ne  diffère  de  Tunité  que  d*une  quantité  moindre  que  toute 
grandeur  donnée ,  en  termes  algébriques  ;  si  Ton  suppose  a  =  o  , 
il  en  résulte 


sm 


o lang  G 


o  o 

D'après  ces  considérations ,  faisons  a  =r  o  dans  les  deux  for- 
mules ci'dessus:  les  premiers  membres  ne  changeront  pas  puis((iie 
Ton  suppose  x  constant;  mais  les  seconds  membres  deviendront 

COS*"  o.  I   I .  I-l 5—7  .  I 'i     f     tr    £^'  I-h.  .  . 

1.2  1.2.3.4  I.2.3.4'5-D 


COS' 


(X  3^  X^  \ 

1  1.2.3  1.2.3.4-5  / 


d'ailleurs  on  a  coso  =  i ,  d'où  cos^o  =  i  ;     donc,  enfin,  l'on 
obtient 


x^  X* 


COS  X  =  l  — 


1.2       1.2.3.4       1.2.3.4-5.6      "  '  '  ^  J 


x^  x^ 


^'"^=-,-77771+1.. .3.4. 5--'-  (*^     W 


(*J  En  appliquant  aux  séries  (A)  et  (B)  les  principes  établis  à  la  fin  du 
sÏTième  chapitre  [Noie  sur  les  séries  convergentes  ,  il  est  aisé  de  reconnaître 
qu''elles  finissent  toujours  par  devenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d'un  ternie  quelconque  au  précédent  peut  être 
exprime 


*« 


pour  la  première  série  ,  par        — , 

*^  *  ('in  — i;.an 

x« 

et  pour  la  seconde ,  par ; 

'  '  an  .(an  -+-  I) 

(fi  désignant  le  rang  du  terme  à  partir  du  second). 

Or,  X  ayant  une  valeur ^m'e  et  déterminée ,  il  est  toujours  possible  de 
prendre n  assez  grand  pour  que  le  rapport  soit  une  fraction;  et  cette  frac- 
tion diminuera  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n^  2  de  la  nofe  qui  vient 
d'être  citée. 
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4S4.  Pour  faire  servir  ces  forinnles  à  la  construction  des  tables 
trigonoinétriques,  il  faut  supposer,  i°  que  Ton  connaisse  le  rap- 
port re  =  3,1415926 de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 

de  la  demi-circonférence  au  rayon  ;  2?  que  x  représente  la  lon- 
gueur d*un  arc  d'un  certain  nombre  de  degrés,  rapportée  au  rayon 
pris  pour  unité. 

D'après  cela,  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus 
de  l'arc  d'une  minute. 

Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i,  a  pour  va- 
leur 3,1415926. . .  ,  il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence, 
1,5707963  .  .  ,  et  pour  l'arc  de  i',  qui  est  le  loooo'^^'du  gua- 
drans  dans  la  division  centésimale,  0,00015707963.  II  sulïit  donc 
de  substituer  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B)  cette  valeur  à  la 
place  de  a-,  en  calculant  les  deux  premiers  termes  seulement  ;  car 
il  est  visible  que  les  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut 
même  observer  que,  les  termes  étant  alternativement  positifs  et 
négatifs,  Terreur  commise  s* estime  (n**  176)  par  le  premier  des 
termes  que  l'on  néglige. 

Prenons ,  par  exemple ,  le  premier  terme  x  de  la  série  relative 

au  sinus,  pour  exprimer  sin  i';  l'erreur  commise  est  moindre  que 

(0,00015707...?       ^ 

^  — î '  1 .     Or  on  a 

2  .  3 

(o , 000 1 5707  .  .  .  y  <^  (o ,  000 1 6)^,      ou      0,000000000004 09(9  ; 

le  sixième  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001  : 
donc  la  valeur  de  sin  i'  ne  diflere  pas  de  Tare  lui-même,  dans  les 
douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général,  tant  que  x  sera  une  fraction,  ce  qui  aura  toujours 
lieu  si  Ton  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de  la  circon- 
férence (ou  5o°),  les  deux  séries  seront  très-convergentes;  et  un 
petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très-rap- 
prochées  de  sin  x  et  de  cos  x. 

4ftj$.  Les  séries  (A)et(B)  donnent  lieu   à  des  conséquences 
assez  importantes  que  nous  allons  déduire  snccessivonient. 
Alg.  B  ,  loWW.  44 
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Première  consc/fucncr.  —  En  comparant  ces  deux  séries 

,os.=  .-^  +  _^_...,  (A) 

X  J^  X^ 


sin  j;  =  - 


I        1.2.3       1.2.3.45 
\  celle  qui  donne  le  développpeinent  de  ^  (  n**  229  ) , 


X         x^  x^  x^ 


•        • 


I         1.2         1.2.0        1.2.3.4 

on  voit  que  leur  somme  donne  cette  dernière  série,  aux  signes 
près,  de  deux  en  deux  rangs  ;  mais  si  Ton  remplace  dans  celle- 
ci  ,  X  par  X  ^ —  I ,  et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par 
sj — 1,  on  aura  y  en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
sj —  I  sont  périodiquement  (-h  y/ —  1 ,     —  i ,     —  y' — i,     -I-  1) , 

I——  X      f~~~         X^  X^  — —  2?* 

cosj:-hV-ïsina:=H v^-i 5-V^-H ^-^->-+-... 

^  1    '  1.2      1 .2.3  '  1.2.3.4 


I —  X      I       ~~  X  X  I  X 

I  1.2       I .2.3  I .2.3.4 

donc  e*^-^  =  cosx  H-  y] — i .  sin  x. 

En  changeant  a'  en  —  x^  et  observant  que  cos  ( —  j:)  =  coso: , 
et  sin  ( —  x)  =  —  sin  x ,  on  trouverait 

e"*  *^~'  =  cos  X  —  ^ —  I .  sin  x  ; 

ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

ffts  *^  =r  cos  or  ±:  si —  1 .  sin  x.  (C) 

^.  B.  —  Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour  r"*-'*^, 
fc*-*^^»,  combinées  par  addition  et  par  soustraction ,  conduisent 
aux  deux  formules  suivantes,  qui  sont  employées  assez  fréquem- 
ment :  _ 

cosx  =r  ^-  ((^-^"^  H-  e-' *'-' ) , 

sin  X  =  — î=  (^^'^^  -  e-'^^  ). 
2  y  —  1 
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426.  Deuxième  conséquence. —  Si ,  dans  la  fonticile  (C) ,  on  met 
nx  à  la  |)lace  de  a:,  /i  étant  un  nombre  réel  quelconque,  il  vient 

^^±Mx  >/-i  -_  ^.yjj  fix±  \l —  I .  sin  nx  ; 
d*un  autre  côlé , 

^^«.  v^:::;  -,,  (  ^^  >/~  )«  ^  (^os  x  ±.  sj^ .  sin  x )"  ;* 

donc  (cos x  rfc  V^ —  I .  sin x)   =  cos  nx  ±  v^ —  i .  sin  nx. 
Ainsi,  la  formule 

(  cos  «  db  sin  fl  .  ^ —  1  Y  =  ^os  '"^  "H  sin  ma  y/ —  i , 

qui  n'avait  été  démontrée  (  n*'  580)  que  dans  le  cas  où  m  était  un 
nombre  entier  et  positif,  est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposant 
quelconque. 

427,  Troisième  conséquence,  —  De  la  formule  (C)  Ton  déduit 
encore,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le 
système  népérien , 

±.x  ^ — I  =  r  (cosxih  \/ — I .  sin^); 

d'où ,  en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci ,  et 
retranchant  la  seconde  de  la  première , 


i „  cos  X  H-  i/ —  I  .  sin  a; 

2x  V— I  =  I' 1,_:..^_- —  , 

cos  j:  —  V  —  '  •  sin  x 

I 1 -^  v^— I .  tangj: 

ou  bien ,         2  ^  y  —  i  =  r ^—  . 

I  —  ^—\ .  tangx 
Or  on  a  trouvé  (n"  «2»)      V  \^^  ~  ^  (-^  "*"  T  "^"T  "^  "  )  ^ 
faisant  dans  cette  formule,  y  =r  y^ — i  .  tan^x,  on  obtient 

1  —  V  —  '  •  ^^^\à  -^  >  û  5  / 

.  I /  lang^  X       lang^  x  \   r  ~ 

donc    2»r  y  — 1=21  tang  x ^ 1 f .  .  .  j  y  —  i  ; 
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et,  par  conséquent, 

X  =  tangx 1—  H 1 (D) 

Cette  formule  donne  ia  valeur  d'un  arc  en  /onction  de  la  tan- 
gente de^  cet  arc.  Donc ,  par  la  méthode  inverse  des  séries  (n^  41 7), 
on  pourrait  développer  réciproquement  tang  x  en  fonction  de  x. 
Mais  on  parvient  aussi  à  ce  dernier  développement  par  le  moyen 
qui  suit  : 

Soit  tang  x=AxH-Bx'-f-Gi:*-+-  Dx'  -h .  . . 

(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus ,  ne  peut  ren- 
fermer dans  son  développement  aucune  puissance  de  degré  pair 
de  Tare,  puisqu'elle  doit  changer  le  signe  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A,  B,  C, . . .  ,  on  substitue  dans  la  relation 
tang  X .  cosx  =  sin  x ,  à  la  place  de  sin  x  et  de  cos  x ,  leurs  déve- 
loppements trouvés  au  n*'  4S  i  ,  puis  à  la  place  de  tang  x ,  la  série 
ci- dessus  ;  et  il  vient 

(Ax+Rr'-+-Gr*-hDx\..)(i  — — -^ — ^^ 2-/-r-^+-"- ) 

^  '\         1.2       1.2.3.4       I.2.3.4.0-O  / 


x^ 


-+-- ^   .  ^-^ ^  ,  ^  ^ 1- 


I       1.2.3       I. 2.3.4*5       I . 2 . 3.4*5 .6. 7 


•  • . 


Effectuant  la  multiplication  indiquée,  et  égalant  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  ,^  on  trouve  successivement 

I 

B=  A__'_, 

1.2  1.2.3 

^_B A  1 

"^  1.2        1.2.3.4       1.2.3  4-5 


1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6  1.2.3.4*5.6.7' 

et  ainsi  de  suite. 

429.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  numéro 
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précédent  à  la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il 
faut  que  l'arc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal 
à  5o^ ,  puisque  l'on  a  tang  5o®  =  i . 

Cela  posé,  soit  5o®  =  m  -\-  n^ei  prenons  pour  m  Tare  dont  la 

tangente  est  égale  à  79  auquel  cas  on  a,  d'après  la  formule  (D), 

série  très^convergente  et  dont  la  loi  est  manifeste. 

D'ailleurs,  Téquation  5o°  =z  m  -\-  n  donne  n  =r  5o"  —  /»  j  d'on 

I 

tane  So"*  —  tang  m  4       3 

tang  n  = 2 «^  = ?  =     • 

1  H-  tang  m  tang  00"  1       5 

4 
donc,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 

3         3^  3*  3' 


n 


5      3.5^      5.5*      7.5' 

ainsi  (m  -h  /?) ,  ou  l'arc  de  5o®,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 

î     3.4^"^54^     ^'■^"•'^5     3.5»  "^575^     7,5'"^'" 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n'est  pas  très-convergente,  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré 
d'approximation  suffisant. 

429.  Mais  on  peut  parvenir  à  deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

Soit  p  Tare  dont  la  tangente  est  égale  à  ^  ;  ri  on  résulte 
I  II  I 


5      3.5^  '  5.5*      7.5' 

Or  on  a,  d'après  les  formules  trigonométriques , 

a  tang  p        5  ,2  tang  2  c  i 

tang2P== -^— =^,     tang4j;  = — ^-— -=i  -\ 

I — tang'f'      12  "^        I  —  tang' 2  p  119 


(Xi^  rONCM'SION    CKÎftRAI.K. 

Comme  celle  dernière  tangente  diffère  très-|K-ii  de  riinilé  ,  on 
peat  déjà  conclure  que  Tare  4  *'  diffère  peu  de  Se"*,  et  qu\iinsi  la 
tangente  de  4  «'  —  5o**  doit  être  une  fraction  très-petite. 

Cela  posé,  soit  z  =  4  «'  —  5o*»,  d'où  tang  z  =  lang  (4  ♦'  —  5o'  i  ; 

tang  4  r  —  I  I 

i\  vient  tang  z  ■=  — 2- j-  =  -r-  ; 

^  I  4-  tang  4  ^      239 

donc  s  =  -r ;; — n—  -h 


289       3.239^       5.239* 

d'ailleurs,  Fcquation       z  =  4»'  —  5o"     donne     5o*'  =  4*'  —  -■ 

Mettant  dans  cette  expression ,  à  la  place  de  (^  et  de  «,  leurs  va- 
leurs ,  on  obtient 


5o"  = 


^  U""  375^  "^  575^""  775^  "^•••/ 
\  239      3 .  239=*      5  .  239*  / 


200**  ou    TT  = 


<roii  Ton  conclut  enfin ,  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi -circonférence  au  rayon , 

'^  U""  375"^  "^ 575^^  ""  tTs^  -4-  ■ .  ■  j 

^  \239      3  .  239'      5 ,  239'         '    / 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  pre- 
mière série  et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde  donnent 
la  valeur  de  tt  à  moins  de  OyOoooi  près. 

450.  Conclusion  gi^n^&ale.  —  En  réfléchissant  à  tout  ce  qui 
vient  d'être  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  trigonom étriqués ,  on  voit 
le  parti  que  Ton  peut  tirer  de  Femploi  des  symboles  imaginaires, 
pour  résoudre  des  questions  d'une  très-grande  utilité.  Comme, 
pour  parvenir  à  ce  but,  on  étend  à  des  expressions  imaginaires, 
des  formules  qui  d*abord  n'avaient  été  reconnues  vraies  que  poui 
des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute 


)^ 
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l'exartilucle  des  résulrats  auxquels  on  est  conduit  ;  cependant  si , 
après  certaines  transformations ^  on  parvient  à  des  expressions  dé- 
barrassées d'imaginaires,  qui  s'accordent  avec  celles  que  fourni- 
rait un  raisonnement  rigoureux  et  direct ,  on  est  forcé  d'admettre 
la  légitimité  des  moyens  employés. 

C*est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  im- 
portantes, auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difïicilement 
par  des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisants.  * 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  x  et  cos  x 
offre  encore  l'exemple  d*un  raisonnement  qui  conduit  prompte- 
ment  au  but,  quoique  laisscint  d'abord  un  peu  de  vague  dans 
l'esprit . 

Pour  parvenir  à  ces  expressions,  on  suppose  que,  l'arc  a  de- 
venant nul,  le  rapport  — - —  se  réduit  à  i.  Au  premier  abord , 

on  a  de  la  peine  à  concevoir  que ,  l'arc  étant  nul ,  il  puisse  exister 
un  rapport  entre  Tare  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal 
à  I  ;  mais  si ,  au  lieu  de  supposer  l'arc  tout  à  fait  nul ,  on  suppose 
qu'il  ne  diffère  de  o  que  d'une  quantité  extrêmement  petite ,  le 
rapport  entre  la  tangente  et  l'arc  est  alors  calculable  et  diffère  très- 
peu  de  l'unité  ;  et  plus  Tare  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de 
l'unité.  D*où  Ton  peut  conclure  qu'à  la  limite  de  décroissement 

tangât 
de  Tare,  c'est-à-dire  quand  a  devient  nul,  on  a  —  —  =  i .  L'exac- 
titude des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi,  exactitude  qui 
se  trouve  vérifiée  par  les  applications  que  l'on  en  fait  à  la  déter- 
mination des  sinus  et  des  cosinus  de  certains  arcs ,  confirme 
aussi  l'exactitude  des  principes  qui  y  ont  conduit. 

La  considération  des  rapports  des  grandeurs  variables,  dans  le» 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est 
l'objet  de  V  Analyse  infinitésimale ,  nouvelle  branche  des  Mathé- 
matiques à  laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme 
une  espèce  d'introduction. 


FIN. 


f 
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